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Hmnovor,  im  Vprla^p  der  Hahn' sehen  HofbuchhandluDg 
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Im  Verlage  von  Gustav  Brauns  in  Leipzig  ist  eracliieDen 
und  In  allen  Buddiandiiiikgen  an  bekommeo : 

Anfangsgründe  der  13  eometrie , 

mit  erläuternden  Beispielen  aiLs  der  Feld-  und  Hühenmesskunst 
zur  Belebung  des  ersten  Unterrichts  in  der  Geometrie.  Für  Schu- 
len 80  wie  zum  Selbstaaterricht  ausgearikeitet  von  Carl  Her» 
mann  Baltzer,  Lehrer  am  Konigl.  Schullehrer -Seminar  in  An- 
naberg. Mit  33  Figtirentafeln.  8.  brosebirt  in  Uroecblag.  Preis 

So  eben  erschien  bei  F.  H.  Kubler  in -Stuttgast  . und  ist  durch 
alle  Buchhandlungen  zu  erhalten : 

J.  Ph.  Grfmmarmy  Au^albeM  ieius  dcir  berechnen- 
/den  Geometrie,  lur  den  Schul-  tind  Selbst- 
unterricht.  In  ^ier  Abtheilungen  mit  Auflö- 
sungen« 8.  Im^ocIi«  Preis  ä.  2.  oder  Thku  1. 
:8Ngr. 

Inhalt. 

1.  1.  Abtb.  Allgemeine  Aufgaben  aus  der  berechnenden  Plani- 
metrie nebst  deii  Auflüsuni^en,    10  Nur.  oder  36  kr. 

I.  2.  Abth.  iNumerische  Aufgaben  aus  der  berechnenden  Plani- 
metrie.  7  Ngr.  oder  24  kr. 

I.  Z,  Abth.  Resultate  zu  den  nnmerisefaen  Aufgaben  (für  Leh- 

rer).  4  Ngr.  oder  15  kr. 
IL  1.  Abth.  All?empirie  Aufgaben  ans  der  berechnenden  Stereo- 
metrie nebst  deren  Auflösungen.   10  Ngr.  od.  36  kr. 

II.  %  Abth.  INumerische  Aufgaben  aus  der  berechnenden  Stereo- 

metrie. 7  Ngr.  oder  24  kr. 
IL  3.  Abtb*  Resultate  zu  den  nomerlacben  Aufgaben  (fSr  Leh- 
rer)« 4  Ngr«  eder  15  kr. 


Ciiii  paar  gonlomefirisdie  Sätze« 

Von  dem 

.  Henrn  Professor  Dr.  O.  Schlömilch 

an  4er  UniTunit&l  sn  Jena. 


Es  scheint  bisher  norh  nicht  bemerkt  Horden  zu  sein«  dass 
es  Reihen  von  der  Jb  urm 

A^&M^de  OOS  tuß+AiC09  "-^lar  co«  («— 1)        cos      eo»  (n— 2)*+ 

BQQOQ^jüSinnx-i-Bi  cos»^*arsin(n— l)aH-^2C08»*^**8in(i^-2)a?-|-  •« 

giebt,  deren  Summen  eiehr  einfach  durch  eine  Potenz  des  Cosinus 
aiugadrflckt  weiden  kOnnen,  und,  daher  mtfge  hier  ein  kieiner  Bei- 
trag zu  einer  Unteiauchang  darüher  folgen. 

BezeichneD  wir  wie  gewOhDilch  die  Binomialkoeffinciiteii  des 
ExponeiiteD  m  mit  iro»  mi,  m^,,mm»  sohlst  nach  dieser  Baselch" 
Dong 

«  =„.,  »_(^)=(„  +  l).,  "^"|'ffl=(.+2).,.... 

£s  sei  nun  die  folgende  Reihe  zu  summiren : 
.■    •  • 

(2cS6     co6iur<|-m  (2cos:r)*^cos  (n— 

-|-  (n+l)a  (2  cos  a-)»^«  cos  (»—2)  a:+ ...  +  (ßn—2)n-i  (2  cos  jr)  cos  ar. 

Der  erste  Schritt  zur  Lösung  dieser  Aufsähe  besteht  darin,  dass 
wir  die  Reihe  selbst  in  eine  andere  transformiren,  welche  keine 
Cosinuspotenzen  mehr  enthält.  Diess  geschieht  leicht  mittelst  des 
bekannten  Satzes 

(2C0S-^    cos  ^  :s:ilVo+'"l<^<l2^+^2C082z*f  ..-|-.^ft<^0<BSIZ» 

Theil  IX.  1 
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aus  welchem  für  z~2a;  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Reiben» 
gUeder  und  unter  der  Bemerkung,  dass  mm^^ntQ,  niMi~»ii* 
»hn^^Tn^  etc.,  leicht  der  folgend  entspringt: 

(2000.«)*"  C09  i)ur= 
iiioCos2iiU7-f  i»iC08(2i»— 2)d^fmsC08  (Sm— 4)dr-f-...  -|-mm^co«2« 

Wenden  wir  diese  Formel  in  jedem  Oliede  unserer  zu  summiren- 
den  Reihe  für  ni=n,  n — 1,  n — 2,  ...  1  an,  und  bezeichnen  zur  Ab- 
kürzung 

co»%tx,  eo8(2ii«-2)a?«  co8(^-^)^f  ...cos 2fr 

mit 

yo  »      yi     >      y%  » 

so  geht  die  fragliche  Reihe  in  die  folgende  über: 

+  Wi  {(»  —  l)o^i  +  («  —  l)iya  +  +  («— +  (w— l)n-i  I 

-K«+l)ÄK«-2^:ii  +  +  +  (»-2)«^i 


die  im  Allgemeinen  von  folgender  Form  ist: 

+  l  +  w,  +  (n+l)s5  +  (n+2)3+.  ..+C2n-2)„-i  \    ^  ^ 
wejDO  wir  nSmtich 

Cl=«,+Wi(n— l)o, 


und  fiberbaiipt  für  ein  ganses  pesitiTes  k 

Ck = »* + «i  (m— +(»+!)*  («~2)t_2  + . . .  1 

setzen.  Die  Torstebende  (^•^l)gliedriqe  Reihe  lässt  sich  aber 
sehr  leicht  summiren ,  wenn  man  eich  a»^ie  gann  «Ugeoieine  Foimel 

(a+W*=«*  +  «*-i  A  +  - .  +«1  +1?* 

erinnert.  Nimmt  man  nämlich  a  and  ß  negativ  und  beHÜduiehtlgt 

die  Kegel. 

(-y)„=(-i).r<H-i)(>'+2)^-y^») 

SO  ergiebt  sich  sehr  leicht 
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(«+p+A-l)i=B 

(«+Ä-l)t+(«+Ä-2)t-ift+(«+*-3)*-^  (15+1)2  +  ... 

• . . +«1  (jS+Ä-~2)4_,+ (/3+A:  — 1)*. 

Setzt  man  Iner  a+^— 1  =  7{,  ß=zn,  no  erscheint  anf  der  fechten 
Seite  die  ia  No.(3)  vorkomiaeDde  Reihe,  woraus  jetzt 

Ck=(2n)k  (4) 

folgt  Wir  haben  nun  noch  <Vw  zweite  in  lNo.^'2)  stehende  Reihe  * 
zu  sumnireii.  Nehmen  wir  aber  in  (3)  und  (4)  k^n,  no  wird 

1 +  . .     (2»  +  (2»— i)»=:(2ü)» , 

folglich  die  zu  «ummirende  Heihe 

1  +  «i  +  («+1)2 + («1 2),  + . . .  +  (2«  -  2),^  =  (2/0«  -(Äi-l)«; 

d«  i.  vermBge  der  Wertfae  von  beiden  Koeffudenten 

_%n&m^  1) . . .  («+2)  («+l>    (2n— 1)  (27i— 2) . . .  (w+l)it 
1.2...n  I  1.2...1I 


_  (2«^l)(2»-2)...(ii+l)^ 

1.2...  71 


Substituiren  wir  dieses  Resultat  nebst  Dem,  was  aus  No.(4)  fSr 
2,  •  .(n— 1)  folgt.  In  No.  (2)  und  restitniren  die  Werthe  von 


9p >  ^1 '  •  •  ]  '  ersieht  sieh,  dass  die  zu  snminiiende  Iteihe 
^eich  der  lolgeudeo  ist: 

cos  ano;  +  (2tt)i  cos  (2r^2)  x + (2»>|C08  (2n— 4);r  + . .  • 

. . .  +  (2«)a-i  COS  2r  +  i  (2w)«. 

Als  Summe  dieser  letztrrrn  ist  aber  2^"—' ms  2«^:  bekannt,  und 
daher  gelangen  whr  zu  der  bemerkeoswertheu  Kelatioa: 


*co8  •»a?=(2co8ar)"cosiKP+iii  (2co8Är)»-ico8(« — i 

+(?*+l)a(2cos;r)"-2cos(n— 2)a:+...+(2«— 2)«--,(2cos»i')co8.r  1 

oder  auch  nach  Division  mit  (2cosir)»: 
2-»cos-*=-cosim:+ih  +  +  • 


cosjt: 


(«> 


(2cosa?)»— * 


Durch  einen  vOlUg  analogen  Calcül  konnte  man  noch  ein  zweites 
Theorem  ableiten,  worin  die  Sinus  der  Vielfachen  von  a:  den  Co-' 
Sintis  in  (5)  und  (d)  entsprechen;  man  gelangt  aber  schneller  dasn, 

1* 


Digitized  by  Google 


wenn  man  die  Gleichung  (5)  differenziirt.  Auf  der  recbten  Seite 
hat  mau  dano  lauter  Grossen  von  der  Form 

aa  differenzüren ,  für  welche  man  erhält : 

aQcQg  j)l'COspa:_a.  j  aewj«:    ^  5c£s££ 

m 

=—  2i»  I  COS  P;r . ;?  sin/^A:  +  cos  püc ,  p  oe^l^^xsiD  äf } 

— p2i»  cos  1*—^  a;  { cos  ap  sinpa74-  cos|>;i?sin  \ 
(2cos  x)P-*siii(^+ 1)^. 

Unter  AntFendnng  dieser  Formel  eigiebt  flieh  jetit  ans  (5)  flir 
psttf  »— i>  ■••1: 

2*^^2«  cos*»— ^o:  sin  = 
2n{  2  cos^)»-*  sin  (a+1)   +  (2» — 2)«i  (2  cos  a:)  »-*sio  nx-^,,, 

...4'2<2}i--2)i»^sin2d7, 

oder  durch  Multiplikation  mit  {2cosx^  und  nacbherige  Vertau- 
scbung       n  mA  1: 

(«— .l)(2cosar)2»*— i8in«=  \ 
{n^l)(^cMa!y»8\nnic-Hn^^{n^  i  (7) 

oder 

(n--.  1)  (2cos        sin  a: 
.  ./     . X  (n-2)siB(<t->l)a?^  ^  (n-3)  sin (n-2)ar ,  / 

...  +  (2»-4)»-»^i^^^ 

und  diess  sind  ein  paar  Foimelu«  wdche  der  in  (5)  und  (6)  ent- 
wickelten eotsprechen. 


4» 
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Benerkung^  wurTheoHe  de»  IMegrajU 


Von  dem 

HermJrofessor  Dr.  O.  Schlömiicii 

^^aa  der  Universität  zu  Jena. 


Bezeichnen  wir  »He  numerisdie  Constante  0,5772156*.  zur  Ab- 
kürzung mit  C,  so  ist  bekanntlich  für  alle  u  von  ii=0  bis  u—'X» 

,u  1  II 


MultipUzireu  wir  diese  Gleichung  mit  er-^du  und  integriren  darauf 
zwiscnen  den  G ranzen  u=0>  tt=co»  so  wird 

ler^  li(er-^)du=C e~«»öu+  f^lufr^du 

i/o  «7  0  t/  O 

Wenden  wir  hier«  so  weit  es  geht»  die  t^eisannten  Formeln 

o  i/o 
an «  so  ergiebt  sich  •  - 

»/  0  t/  0 


d.  i.  wegen  der  j^ioiiiiiie  dei  Reihe  rechts  ii«cb  einer  fcleioen  Trans- 
pofllttoD: 
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I 

«7  0  4/0 

Um  dea  Werth  den  Integrales  rechU  zu  finden,  benutzen  wir  die, 
Formel*) 

mit  Hälfe  deren  wir  erhalien : 

Dorcii 'Oiilttlfnig-'der  Inftegntioiitfoige  wiird  das- Doppelintegml 
rechts 

Nuo  ist  aber  bei  unbestimmter  Integration 

=<^:)+<>-''  ' 

und  hieraus  ergiebt  sich 

felglich  nach  Nt.  (2) 

r  cr-«ß(r-«)8ii=— /st 

Die  Gleichung  (1)  nimmt  jetst^.  wenn  man  x  fttr  »  schreibt,  die 
einfache  Gestalt  an : 


J^"^ lxfr-*dx=—C.  (3) 


Auf  das  vorstehende  Integral  lässt  sich  auch  noch  das  folgende 
lediuiren.  Bei  onhestimmter  Integration  ist  nSmIich 


iUchiY.  TheU  V.  S.  206.  Fonael  (9). 
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* 

was  sich  aucli  In  folgendeD  beiden  Formen  dantellea  Iftseit: 

/(ft— )¥='(ifi)-'— /"-^ 

=(1— «-^)  -  J*lX€^S. 

Der  eisteien  bedienen  vrir  uns  fiSr  nnbegrSuzt  mcheende»  der  ural- 
ten'für  üiliegrSait  abnelimende       Fw  den  ersten  Fall  haben  wir 

Lta(fae-')=LfaB  ^  »0, 

l+f+^  +  ... 

weil  Schoo  Lim  und  hier  der  Nenner  >ar  ist;  ferner  noch 

X 

Für  bis  siir  Null  abnehmende  x  ist  dagegen  vermdge  der  «weiten 
Form 

weil  bekanntllcb  flir  Jedee  positive  f»>0  lAmxf^lxissX^  ist;  ferner 

Llm/(Ha?)=/(l)=0, 
\AmJ*l X  e-*dx  z=.J^  Ixer^* 

Wir  haben  demnach  vermöge  der  Gleichung  (4) 

Diese  Gleichung  kann  unmittelbar  dienen,  um  die  Formel ^ 


*>  Arcbiv.  TJicU  U.  ScUe  313.  Formel  (7j. 
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3«    T/o    {  "^a+Ä)«! 
io  fUe  iülgeode  überzufübreo :  * 

die  sieb  (ittr  -=-?-  =v  wieder  in 


verwandelt. 


Heber  spliärlselie  Dreiecke,  deren  8^- 
ten  Im  TerhäUniM  zu  dem  Halbmemer 

der  Kugelt  auf  welcher  sie  liegten,  sehr 

klein  sind. 

Ven 

,  dem  Herausgeber. 


Das  berfihmte  Theorem  von  TiOgondre  uhor  sphKri^che 
Dreiecke,  deren  Seiten  im  Verhältnis«  zu  dem  Haibmesser  der 
Kugel y  auf  welcher  sie  liegen,  sehr  klein  sind,  tet  allgemein  be- 
kannt, und  man  hat  fSr  dasselbe  verschiedene  Beweise  ti^e^eben, 
unter  denen  sich  der  im  ersten  Theile  des  Arebirs.  S.  436.  mit- 
getfaeilte  Beweis  von  Gauss  durch  seine  Eleganz  vorzüglich  aus- 
zeichnet, und  wegen  seiner  elementaren  Form  zur  Aufnahme  in 
die  Elemente  der  Trigonometrie  ganz  besonders  ffeeignet  ist  Da 
■  aber  dieses  Theorem »  welches  eigentlich  nar  «e  beiden  «raten 
Glieder  der  unendlichen  Reihen»  in  die  sich  die  lyinkel  des  sphä- 
rischen Dreiecks  nach  den  Potenzen  des  Excessei  entwlckeln-las- 
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660,  tMrficksicht'i^t ,  für  die  Geodäsie  von  so  erosser  Wichtigkeit 
ist,  so  scheint  mir  eine  weitere  Entwickeinng  desselben^  d.  h.  die 
Eotwickelung  »och  einiger  Glieder  der  betreffenden  unendlichen 
Beihe»,  wfimwboiunrartn  zur  «ein.  EineD  Ver4iicli  (fieser  Art  luit 
schon  B^senseiger  in  der  Zeitschrift  fflr  Astronomie 
und  verwandte  Wissenschaften,  herausgegeben  von 
ß.  von  Lindenau  und  J.  G.  F.  B  o h  nen berger.  Sechster 
Band.  Tübingen.  181ä.  S.  204.  gemacht.  Sein  Aufsatz  scheint 
aber  nicht  so  liekannt  geworden  %i  sein«  wie  er^^es  vetdient»  de 
ich  auch  in  den  grosseren  Werken  fiber  Geodäsie  denselben  nie 
bernflcsi(li{ii:t  gelundcri  hübe.  Weil  nun  ausserdem  die  von  ihm 
angewandte  i^aiiz  elcTiietitLiro  Methode,  wie  es  mir  scheint.  Man- 
ches zu  wünschen  übrig,  namc^ntiich  gar  nicht  erkennen  lässt,  wie 
man  sich  zu  verhalten  haben  wurde ,  wenn  man  die  Entwickelung 
der  Reihen  noch  weiter  trelliSn  wollte»  so  sclieint  mir  eine  neue 
Bearbeitung  dieses  wichtigen  und  interessanten  Gegenstandes  Be« 
dörfniss  zu  sein ,  welche  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  zu 

feben  versuchen  werde.  Die  von  mir  in  derselben  entwickelten 
'ormeln  sind  freilich  nur  recurrirende ,  gestatten  aber,  wie  mau 
hoffentlich  finden  wird,  einen  leichten  Fortschritt  von  einem  Gllede 
zu  dem  nächst  folgenden,  wodurch  es  mir  auch  mogfich  geworden 
ist,  die  Entwickelung  ohne  grosse  Schwierigkeit  noch  weiter  zn 
treiben  als  ßuzengeiger.  Die  Kenntniss  der  hier  obwaltenden 
indepeodenteo  Gesetze  wurde  natürlich  in  theoretischer  Rücksicht 
von  grossem  Interesse  sein»  ist  jedoch  für  die  praietlsche  Anwen- 
'dung  wms  geringer  Bedeutung,  weil  die  für  dieselbe  so  wichtige 
und  unerlSssliche  Einfachheit  in  den  höheren  Gliedern  sehr  bald 
gänzlich  verloren  geht.  Vielleicht  lasse  ich  aber  späterhin  der 
vorliegenden 9  vorzugsweise  die  praktische  Anwendung  des  Satzes 
im  Anee  habenden  Abhandlung  eine  zweite  von  mehr  rein  theoretio 
scher  Natur  folgen,  oder  gebe  durch  den  vorliegenden  Aubsts  einem 
der  geehrten  Leser  des  Archivs  zu  eignen  Forschungen  über  diesen 
der  oeacbtang  jedenfalls  sehr  werthen  Gegenstand  Veranlassung. 


Die  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen  Dieiecks  wollen  wir 
wie  gewöhnlich  durch  a,  6,  c  und  A,  B,  C,  den  reciuroken  Werth 
des  Halbmessers: der  Kugel,  auf  welcher  ^ksselbe  liegt,  aber 
durch  X  bezeichnen.  Dann  werden  durch  ax,  hx^  ex  die  Ver- 
hältnisse der  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  zu  dem  Halbmesser 
der  Kugel,  oder  eigentlirJi  die  Factoreii  dargestellt,  mit  denen 
man  den  Halbmesser  der  Kugel  multtpliciren  niüsste,  um  aus 
demselben  die  Seiten  des  Dreiecks  zu  erhalten;  und  nach  den 
Priocl^n  der  sphärischen  Trigenometiie  haben  wir  also  die  Giel- 
cbong.. 

1)  ztnaS  —  cosdjfcpsca? 

sitt^slnca?  ' 

wobei  man  immer  festzuhalten  hat ,  dass ,  wie  es  die  Natur .  des 
vorliegenden  Gegenstandes  erfordert,  die  Selten  6»  c  in  einem 
bestimmten  Längeomatsse  ansgediüokt  mgeiiemien  werden.  Weil 
aber  bekanntlich 
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l4t,      ISsst  sieh  die  vorhergelieiideGlelehnDg  auch  unter  der  Form 

006  (6 — c)  a?*<-€os(6-|-  c)x 

oder  unter  der  Form 

3)  teo6(6-^c)«*-ceB(6'-|'C)ar|€OSil 
SS  26os«r— oos(6— coe(A-|-c);p 

darstellen. 

SetaoD  wir  der  Kurze  wegen  ailgemeie 

(     = (6 — c)»  sin  (6 — c)  j; — (6  +  ^  )»  sin  (6 + c  )  a: 

und 

•  *  *  ' 

so  istj  wie  mao  leicht  durch  DiliereiitiatioB  nach  der  Ver&ideili- 
cfaen  a  findel: 

«  ... 

öia  (ö—c)  X  +      c)»+i  sin  (6+c) 
^=2  (6-<)«H-icos(6-e)«u«(^+c)M-icoß(6+c)« 


n 


7X 

also  nach  4)  und  5): 


o>  -0-=— 5„-5ir=Ä* 


mid 


7^         St»  ae*  «f» 
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Well  van  nach  3)>  4),  6) 

Ol)' 

ist,  so  ist  uoter  AawefidaDg  der  bekannten  Bezeichnung  der  Bino- 
mialooefficicotnn  nach  den  Lehren  der'IHffBie&tiiilieehmiQg: 

■ 


lU  0.  w. 

II 

Ba^^  '  Bx" 


Nach  Ö)  und  7)  ist  aber 


und 


BJCs 

a»  ^ 

dSr 

BSs_ 

aar*  — 

n. 

■ 
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ar*."     aar  • 

m 

-rar— . — —  —  »*» 


und  wir  habeo  daher  nach  9)  zur  BestimmMog  der  Grusseo 

-  Bcos^  d^cosA  d^cosA 

die  folgeodeo  recurrireudeu  Gteichm^eD: 

10) 

Äx— — 2i.Äx   22.Äxca8-4Ä— Äx, 

 Ol.   Äx— g^+Oj.  d^cos^— ö*, 

4 


Eine  iodependebte  BestimBiang  von  -  ^^J^  iBcheint  mir  wfin- 

si^hensiverth ,  gehurt  aber  jetzt  nicht  zu  meiDem  Zwecke,  und  dürfte 
vielleieht  auf  eiDem  von  cwm  vorhergehenden  TerscbMenen  Wege 
nech  besser  zu  erlangen  sein.  Weitere  Untersuchungen  hierüber 
einer  späteren  Abhandlung  vorbehaltend,  will  ich  für  jotzt  nnr  in 
der  Kürze  beiläu(^  bemerken^  dase  man«  wenn  man  die  Uieichiuig 

4    CMox — coaba^coRcx 
cos  A  =         i  i — i 

ein  oj?  sin  04; 

unmittelbar,  ohne  die  Transformation  2)  auf  dieselbe  anzuwen- 
den, nach  X  differentiirt>  Folgeudcä  erhält  Zuerst  ergiebt  sich 
leicht 
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I 

I 

dx 

=:  —  sin  Ox  s'm  ca  (aslnax — ö  sin     cos  ax—c cos  bx  sin  CX ) 
— (eoaffc  ^  CO»  öaet»  ex)iöwm6xsiüea'\'e  sin  ba  coser) , 

und  tolgiicb  nacii  eioigea  gans  leichteD  Traosfonuationen : 
aio  6^610  ex^         g=^<tatD  axm  battancas 

CSC  I 

-f  6  ain  ed;  (coa  csr — 008  lur  ciM  &r) 
-f'^^aiD  &r(co8  6« — coacM?  cfNsejp). 

Weil  orni  alMr  bakaonlHch       \         /  ' 

sina:r  sin  cx  cos  B  —  cosbx  —  cosn^rcos  cx, 
sin  ao:  sin     cos  C=  cos  cx  —  cos  oj:  cos  bx 

ist,  ao  Ut 

■ 

«in     sId  ca*  ^^^^  ss — aain  o.'V  ain  &r  sto  ct 

cx 

+  68111 « ai  II  6.'C  sin     cos  C 


alao 


BcoaA  si  n  ax  {a-^b  cos  C-^  e  coa  J) 


welches  eine  nicht  iinelegante  Formel  ist«  und  es  Trägt  sirh  daher, 
ob  sich  nicht  vielleicht  auf  diesem  Wege,  wenn  mau  nämlich  die 
Winkel  dea  Dreiecka  mit  In  die  Betraebtong  hineinzieht,  ein  etn- 
faaberea  lodependentda  Geeets  fiAdeu  l  lesee,  ala'dies  auf  dem  oben 
▼on  mir  eingeschlagenen  Wege  möglich  zu  sein  scheint,  worüber 
aber  weitere  Untersuchungen  hier  nicht  zu  meinem  Zwecke  gehö- 
ren« weshalb  ich  nach  dieser  AUschweiiuiig,  die  ich  jedoch  ab- 
sichtlich nicht  unterdrücken  wollte,  um  vielleicht  eineu  oder  den 
aodeien  so  weitaren  NadiCüwachiiDgaii  tn,  vannfoaiien,  ietit  ao- 
giaia1i>  wieder  m. meinem  .eigaDtliche^  Q^sgcnatan^e  aurOckicelire; 

Setzt  man  nämlich  in  den  Gleichungen  10)  die  Vcräuderliche 
a?=ü,  so  eriiäit  man,  weil  offenbar  ^q=U,  ^qZzO  und  allgemein 

^  sO»  6^0^^  i^»      folgenden  tilelciiuDgen:  . 
2i.ii(coai<)= 
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«i-4.C-^-)-««.-i^.(^)=o. 


7» 


8 


=  0, 


u.  s.  w. 

io  deoeo  die  Vyerthe,  welche  die  Grussen 

für  .T=0  erhalten,  auf  gewöhnliche  Weise  durch  Einscbliessuns 
ID  Parenthesen  bezeichnet  worden  sind. 

« 

Weil  nach  dem  Obigen 

ifa (6-H?)«= - 4  6c 

ist,  und  also  ui«  ht  verschwindet,  so  ergiebt  sich  aus  den  Torber- 
gehenden  Gleichungen  auf  der  Stelle«  dass  dte  Grüfiseo 

/dco8A\  /d^cosA\  /d^A\  /d^ewsAX 

sSmmtiich  verschwinden,  und  zur  Bestimmung  der  GrGssen 

♦ 

(cos^)  rB*eoBA\  /dWI\ 

hat  man  die  folgenden  (Gleichungen,  dereo  Fortschreitungsgesetz  , 
gaiiz  unzweideutig  vor  Augen  liegt ; 

11) 
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—  ^  •      (cos  /i) 


U.  8.  IT. 

oder 

.  12) 

(cosJ)- 


8.,.a:;,/8«cos^\ 


+ 


Diese  Gleichungen  wollen^  wir.  dud  im  folgenden  Paragrapheo 
cur  Beatimmung  der  GrOaaen  *  0 


~  J» • • • 


anwenden. 


.  5-3. 


Bevor  wir  jedoch  dazu  übergehen  IcSnnen,  let  ee  nStbig,  die 
folgenden  allgemeinen  Betrachtmigen  voraiuaoschicken* 

Zuerst  bemerken  wir,  dass  die  GrUsse 
o*«+4(d;ä»^i^— a»(«2«+4— ^»»+*)— 
Immer  durch  die  GrOsse 

ohne  Rest  theilbat  ist,  was  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  wer- 
den kann. 

Es  ist 


und 

also 


16 

-5       ,  2  (^ff^i  2  _    2n+2)  ^2  _  jJl  (ßSii+a  _  ;|:^l)y8 


~^2"^!!l!ii£!l!t*  —  2  a«»-*^^— ?/2"i2 

also  nach  eiaem  bekaanteo  anthmeüscheu  Satze: 

|lg»t+4  (^g^yg)  _  gl  (j;g»-M  _  ya«  f  4j  _  .^2  y2n^^4  ytj^ktj^ 

— (a2«  +  a '^^-2^2  ^  a^^y«  +  . . .  +    yg»-g  -|-  ygn) 

* 

wodareh  d«r  Satz  bewiesen  ond  zugleich  der  Quotient  gefanden  ist. 
•  Weil  DUD 

ist,  so  ist  allgemein 

2  2  2» 

dnd  folglicb  nach  dem  Obigen,  vrenn  man  föf* 
ihre  Wertho  aus  4)  und  5)  einführt: 

an  2TI 
Ao(cOSil)  — 5to 

j    i  2aä»-.  (fr--c)«-  (Hc)*H(6  -€)»--(6 + c] 


s 
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also,  wie  man  nach  leichter  finMckelvDg  de«  Zählet»  findet: 

.     (4-c)«-^(Ä-|-c)'^  ' 
und  foJglieh »  weon  linaD  jetzt,  indem  man  vorher 

aetzt»  den  obigen  Satz  anwendet: 

4 


\  I 


!  f 


I! 


Ke 


6 


r  • 

3  J«8 


1  1 


il  i 


I 

t9 


3 

ti 

f 


I- 


I 


II 
I 


I 


I 


i 


«ig  :::::::::: 

I  r 


I 

I  I 


9"  o* 


I  I 


I  i 


I 

I 


I 


al&ü^  vrenn  der  Kürze  wegen 
TheUIX.    .  . 
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« 

&Ä    ((6— c)«— (6+c)*)o« 


gesetzt  ifird; 


+  ((6— c)2»-4^(6+c)^-4)  ft« 
14}  ^(cos^)*-^ 


 ^ 

Bezeichnen  wir  nun  al)<^r  rVie  Winkel  des  ebenen  Dreiecks, 
desisen  Seiten,  a,  b,  c  sind,  durch  H,  Q^,  so  ist  nach  einer  be- 
kannten Fomiel  der  ebenen  Trigonometrie: 


also 


und  folglich  nacb  dem  Vorbeigehenden: 

15)  l^(co8J}— — ^&b1d^'* 

Nach  12)  ist  jetzt 

icosii;^^-    (6--c)^r-(6+^  ~26^^  ' 

d.  i.  nach  einer  bekaiiiitcn  Formel  der  ebenen  Trigonometrie:  . 

16)  ieoBA)sseaa7i, 

ein  ResuUat,  dessen  Richtigkeit  auch  ohne  die  vorhergehende 
Rechnung  sogldch  Ton  selbst  in  die  Angen  flUlt. 

Ferner  ist  nach  11): 

^  •  ^  V    ^x^  )  —  ^  (COSil)— i^ü, 

d.  i.  nach  15): 

£s  ist  aber  nach  4)  vod  13): 
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»        -  •  '  ■ 

also 

Auf  äbolicbe  Art  ist  oaeh  11) : 
«Iso  nach  15)  «od  17): 
niid  folglich  >  weil  io^^Abe  ist: 

^  (-ai^j=(^^o-2^)siii»». 

NoD  ist  aber  . 

=5  { (6+c)4M2{(A-c)^(H<^)*l  a»-2«  (Ä-^?)*— (6+c)*J 
=3K^)*-(6+i?)*)-2{(Ä^)a— (6+c)«!««  ■ 
=3K^c)*— (6+c)*)+8a»6c 

folglieh 

= — A  Äc      +3c*^  0»)  8in2(< 

Eben  so  ist  oach  11): 

=s70Aro(^-^4  j-28Ao  (^-^  j  +  Ao(cüs^}-jeo, 
uod  folglich  Dach  ^5),  17)  uod  18): 

=6c  [  vA:«  (a«-  +  ^  io-22;4 }  sin 

also 

2» 
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Nvn  ist  aber  ' 

=    Ka^— 36«— 3c2){(/>_c)*— (6  +  c)*}  . 

-xVl  ((^>-c'P-«!'+r)»)a* 
+  ((6-e)^-(6-|0*)a2 
+((Ä-c)«— (6+c)<») 
.     =  iit(A-l?)«-(6+c)«}-(6Hc*)l(Ä-*)MÄ+c)*| 
+    I  ( -  (Hc)*  \ ««—  A  K  6  -  c)2-        )  o* 
=    6c  (V    +     6«c2  +  V'c-^)  —  6^  ?  c  (6*  +  c2)    +  ?  6c««, 

also  nach  dem  Obigea 


oder 


sin  21«. 


Diese  Rechnung  noch  weiter  fortzuführen,  liegt  jetzt  nicht  to 
unserer  Absicht,  da  die  folgenden  Ausdrücke  immer  vveitläuGger 
werden ,  und  wir  haben  daher  jetzt,  nur  erst  mit  Vernachlässigung 
von  Gliedern  der  achten  Ordnung,  für  cos^den  folgenden  Ausdruck: 

21)  cos^=co«71— |6eaiD3l«;r« 

—  tS»  6c  (36«+ac«— fl^)  sin  ^«a:* 

wo,  wenn  r  den  Halbmesser  der  Kogel  bezeichnet,  auf  Welcher 
das  sphSriache  Dreieck  liegt,  oadi  dem  OUgen  bekaontttch 


ist. 


22)  a;=i' 
r 
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BezeicbneD  wir  den  FlächeoiDhalt  des  ebenen  Dreiecks,  des- 
«eo  Selten' und  Winkel  a,  b,  c  und  21,  ^  »iud,  durch  i£>;  so 
ist  bekanntlich 


also  ■ 
tud  folglich 

Daher  ist  auch: 


bc 


23)  co8il=cos2i  — |.  ^a:« 

oe 

oe  ' 

mit  demselben  Gfade  der  Genaaigkeit  wie  vorher. 
Auch  ist 

^in3l2=:2a>sin2(, 
und  folglich  nach  21) :  ^ 

24)  cosii  =  cos2C  —  s^Dsin2I.ar2 

—  rfw  {       ,  «  (  5>«io  A.«*. 

*  • 

Setien  wir 

o^^ttXi  bi^bx,  Ci^ex 
und  ^ 

8p  liest  sich  die  vorhergehende  Gleichung,  wie  sogleich  erhellen 
wird,  anch  aal  folgende  Art  ansdrOcken : 

25)  cosil=co82i*-i^sin1C 

A*(36i*+ar^«— «1«)  2>i  sin  Z 


oder 
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26)  cosH  —  cosA 

bei  welcher  Formel  wie  früher  nur  erst  Glieder  der  achten  Ord- 
nung vernachlä^igt  worden  sind. 

X  * 

8-  4.  • 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  halben  Excess  des  gegebeneu  spha* 
Tischen  Dreiecks  durch  E,  so  ist  bekanntlich  , 

r»    1  +  cos  flj?  +  cos  6a;  +  cos  cor 

Nach  einer  bekanoten  gouiometrischeo  Formel  ist  aber 
2co8ittirco8  ibxsscüB  i(a+b)si-  coai  — 

also 

4  cos  4aa;  cos  46^' cos  Icj; 
=:2cos  4(a  +  ö)aBco»  4e;i;H-2cos4(a — b)a: cos  lex 
=:cos4(a +6  +c)^+co8KHc-Hi)jP-|-cos^||||^c--6)j:-|-€os4(a-h^--c).i;, 
und  folglich 

28)  cos£  = 

 1  -t-  cos  ax  -f  cos  bx-^co8  er 

cos  4(a+6,+c):2:  +  cos  +  cos4(a-f-c^6);i:^cos;(ä4^— c);r' 

Setaen  wir  dud  der  Kürze  wegen  überhaupt, 

n 

JPjr=    (o  +  Ä  +  c)«cosUtt  +  64-c)a: 
+  (6  -f  c  —  «)«  cos  J(6  +  c — a)a: 
+ (a + c— 6)»  cos      +  c  —  6).i; 
-f  (a-f  6 — o)"  cos4  (a-h  6— 

n 

Ä'jf  =    (a  1-  6  +  c)»  sin      +6  -|-  c)a? 
+  (6  +  c~«)«  sin  K^+ß— a>P 
+  (a+c— 6)»  sin  4(0^+  e  -  b)x 
+  («        c)«  ein  4(a+ 6^c)ar 


29) 


und 


x  =  O»  cos  O.« + 6"  cos  60:  +  C«  cos  CO?, 

Cx  ~  a"  sin  cur + 6»  siti  Ijj:  +  c"  sin  cx  ) 
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SO  ist 


n 


n 

4(a4-6+c)»+ico8i(a+6+c)« 

+     +  ^ — ^)"+  ^  cos      +  ^ — 


und 


fi  • 

=     a"+  cos  ax  -f-  6"+  *  cos  6x+  c"+ '  cos  c  ; 
also  Dach  29)  uod  30):. 

und 


^   9^ 

Weil  nuD  nacb  dm  Obigen 

.     .  ^' 

oder 

34)  jK'xCOsJBssl+i^', 

ist,  so  ist  nach  dem  schon  oben  ai^ewandken  bekannten  Satae 
der  DiffereotiaUecbniing: 
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U.  8.  W. 

o 


Nach  31)  aod  32)  ist  aber 


nnd 


O  3 


aa?»  ~~       •  aar  ~^«^ 

U.  8.  W* 


1 

dx 

ar^r 

a«a  — 

a^t "~ 
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— 75^ — 


u.  s.  w. 

und  mao  erhält  daher  nach  34)  und  35)  die  foigeodeo  GleichungeD : 

.  36)  ' 

^'^-2,.i^v'-^^%.a)«ivc^^^ 

'  00:3 — ^i-i-^x-gj^— %.(4)»ir:^g^-H-33.G)»Ä'jc^ 

"  *  /  — Ä  *j 

'  +44.(')4jr,cos£) 


V.  8.  W. 

n  n 


Weil  nun  nach  dem  Obigen  allgemein  .S'o=0,  0  »^^ 

und  offenbar  auch  L  für  ar=0  verschwindet,  so  erhalten  wir  aus 
dem  Vorbergebenden  die  folgenden  Gleichungen : 

A,,         cos  /^\     o    ^  V«  « , 


'  Ä  0  > 


=  0. 
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aus  denen,  weil  nach  dem  Obigen  j^'p=4  ist  und  folglicb  Dicht 
verschwindet»  auf  der  Stelle  erbellet,  das«  die  Grfissen 

ydcosE\  ya«cogJg\  /a»cosiB\  /a^cosJBX 
flSnuntiich  verschwiDdeo »  und  cur  fi^etimvuDg  der  GrOwwii 

/a^s/:\  /a*cos£;\  /a^cosirv  /d^cosE\ 
\  bx^)'  V  aar*  / '  V~äJ«  7'A~e^«~A*** 

hat  man  die  lolgenden  GleichuDgen : 

37) 


U.  8.  W. 


deren  Gesetz  ganz  deutlich  vor  Augen  liegt. 
Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt : 

d.  i.  nach  dem  Obigen 

,/^a«co8fr\ 

aUo,  ivie  man  mittelst. leichter  Kechouog  liudet: 

4  (^^^ = (a* + + c>)  -  (a^ + 6* + c«) . 
d,  i.  J  • 

Die  zweite  der  obigen  Gleichungen  giebt  also : 


y  i^L-o  i.y  Google 
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uod  folglich  >  wie    an  nach  leichter  Rechnuag  fiodet:^ 
also 

Nun  ist  aher  nach  dem  Obigen 

woraitö  sich 

erglebt. 

Daher  ist  nach  den  obigen  Gleichungen: 

Aber 

G  G 

und,  wie  man  leicht  findet, 

+  (ö0a2  +  ö062)c* 

also. 

Ä  l(a+M<?)<*+(Ä^'<^-H^)«+(a+c--Ä)H(a+^ 
+ (18a* + 90oW + 1564)<j« 
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folglich 

Dividirt  man  nan  mit 
in 

hinein,  so  erhält  man  als  Quotienten  die  Grösse 

und  es  ist  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

also  nach  dem  Vorhergeheoden 

hko  -  «0  =  V6V  (aH-Ä*+€»)  «In  51« 

Weil  QUO 

'  Ä'o=:(a+6+c)H(H<>-a)H(«+<^-*)*+  (o+^)«s=:4(aH*H<^ 
l8t>  SO  ist  nach  dem  Vorheigdieoden 

^/a«^s^        V6*c2(aH^Hc2)  sln2l2+  'i^ÄV^CaH^'+c')  sin  21« 

=— V62c2(aH6Hc*)  sio 
also  1  .  , 

Also  ist  nach  den  obigen  Gleichungen :  • 

4(^^-^|^)==--*i*^«*(«H6*+<^Ä'osin3l^ 

+  W^^c^ii'osin:»« 

Ab«  .  . 
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1  * 

und,  wie  man  leicht  findet: 

(a + 6  +  c)« + +  c-  —  «)H  (o  +  f  -     +  (a  +  6  —  c)« 

also 

•  +Ä(28a«+'420tt*6*+490aM4+286»)c« 

+  *'4(2Öa^  +  2862)c« 

und  folglich 

=  ~  ^\  (63a«— 28ö«&«-  70a*64  —  28a266^,  636«) 
+    (28aö + 420a462  +  4200^64  -f.  2866)c« 

Dividirt  mau  uuu  mit 
iü 

-i.(70a4  +420a^< + 706*)c* 

— (28a«  +  420fl4Ä2_^  420a264  +  2866)c2 
+  (63c8— 28a^6^  —  Tütt*^*— 28o26«+636«) 
hinein,  so  erhält  man  als  Quotienten  die  Grosse 

«3c4  +  98(aHÄ*)c« + 63tt4 +«8««ÄH636* 
und  en  ist  folglich  *  \ 

X  8 
1    V^l   ö»' 


30 

d.  i.  nach  dem  Obigeo 

2  ST  S       0       «3V  0 

I 

W^il  DVD 

ist>  80  ist  Dach  dem  Obigen 
also 

42)  (^T^}=— *4<^*c^  |99(a*+64+c*)+74(a2ÄH^*cH A^)}siD2I2. 
Daher  ist 

43)  cosü= 
— iWac»  (aa+6Hc»)  sin  Jl«.  j?« 

— 1  «^«w  Ä»ü«{99  (cA  +Ä4 + 04)  +74  (aW + 6V + A*)  |  sin 

wobei  nur  erst  Glieder  der  zehntem  Ordnung  vernachlässigt  sind. 

Führt  man  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  bekannte 
GrOsse     ein«  so  wird 

44)  cos£  = 

—  «TW  199 (a4+ö*  +  c4)  +74  (aH^  f  A«c«+c*o»)} ^ÖVi 
Führt  man  die  Grüssen  ai=iid7«  öi  =1*0:9  Ci  =  cx  ein,  so  wird 

'  45)  co8£=s 

— raW6|aci«i99(«i4+6i4+«i*)+74(aiaÄiHÄi2ßiJ4-r^2|»ia)}^^^ 
und,  wenn  man  wieder 

!S)i=i6iCi9in9  * 

setzt: 
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46)  cübE^ 


WeU 


oder 


47)  -g^=2«»^-^ 


istj  80  bt  naeh  dem  achoD  in  dem  ▼orhereehendeo  Paragraphen 
aogewaodten  bekannteD  Satze  aus  der  DiffefeDtlalrecliDiing  aUgemeiD: 

•      d^cosA  cos 
.n*  s.  w. 

8»  cos  ^  8  cos  <4 


vSotzt  man  nun  hierin  für  n  eine  s^erade  Zahl,  so  erhellet  auf 
der  Stelle,  dass,  so  wie  nach     2.  die  Grüaaen 

/a^co^X    /8»co8^\  /(Fc(mA\ 

V  aar  y'  ^  Sä»  /'  v^»/*A^' 

eSmmtlich  verscliwiodeo«  auch  die  Groaaen 

/d.€QeA^\  /d^.aMA^\  /ö^cos^X  /8^cos^«\ 
^    Ba:         \    8««         V    8ur*    J'  \  ä^~J 

flSmmtHch  verschwioden.   WeU  aber  ^ 

cos        Sin  A'^  z=:  l , 

und  folglich 
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ist,  so  verschwioden  offenbar  Mich  diu  GrOsseo 
/B,AdA''\    /dK8inA^\  siegln 

sSmmtllch^  »od.  da  nun  gaoz  aai  äbnliche  Art  wie  vorher 
also  allgemeio 

+       aar   •  Öar« 

ö*8in*4         sin  /i 

'  11.  8.  W. 

■     ö"sini4  8  sin  .1 

ist«  «o  erhellet,  weno  man  'in  dieser  Gleichun£?  nach  und  nach 
M=rO«  2,  4»  6,  8,..«.  setzt»  sehr  leicht»  dass  auch  die  Grusseo 

/d8\nA\    /8a«in^\  /8»8io^\ 

sSmmtUch  vprschwindeo. 
Weil  eodlich 

und  folglich  allgemein 

asin^  8M 
•■  8ar  '8:1:" 

a^sin^  o»-M 
u^s.  w. 

a^sin^  8-^4 
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ist,  60  erhellet  auch,  weoii  man  in  dieser  Gleichune  nach  und 
nach  fi=0>  2,  4,  6,  8,  •.«.  setzt,  sehr  leicht^  das»  &  GrOssen 

/dA\  /aM\ 

\a«y'  V.a«v'  \MJ'  w/'  '  " 


sämmtlich  verechwiodeo. 
Weil  DUD 


dcosil        .  JA  BOnA  JBA 


ist,  so  hat  man  die  folgeodeo  Gieichwigeii : 

ycosil_     .    Jd*A    BsAaA  BA 

-   .  a^cesil^  _  ^.^  J*^  ^^BsinA 
'  dät^  5!{r*        die  *  Bx^ 

JS^sluA  8*A 

,     .  B^smÄ  BA 

^'    Bai*  'Si* 

c  o  q  ^  —  ^gjp  ^^^^  „  5  ^     ^  — 

_  B^OnA  BA 
Sit*  *3laf  * 


ood 


Theil  IX. 


ou  s.  w. 


a^slD^  .  dcosil  BA 

ö^sin^  ^a^^    ^3cos^  B^A 
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►  * 

,  ^^c^cosA  d^A 
d*co»A 

» 

•  ♦ 

also  ' nach  dem  Vorhe^ehendm: 
und 

II.  s.  w> 

Oidnet  naa  mm  dieae  Glcichangeo  anf  folgeode  Art : 

(— a^j=('*'^Vä?> 
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,        cos  4\r^A\ 

so  sieht  man ,  dass  «ich  mit  Hülfe  derselben  mitfeist  der  aus  {.  3. 
bekannten  Weithe  von 

/a«cos^\     /a*'cosi4\  /8^cos^ 

v~äi^y*  \  vTo;« 

nach  und  nach  die  Grössen 

finden  lassen»  wobei  man  nur  zu  beachten  hat,  dass  nach  dem 

Obigen,  und  wie  sich  auch  Ton  seliist .versteht,  (co8il)=:cos4» 
(6iDj)=Äin2i,  {A)=:A  ist. 

Es  ist  also 

♦ 

und  folgiich  nach  17) : 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen  ferner: 

55)  ^— ^^j-^  =  j6c«io2lco82l, 

oder 

^  (^^V^)  =  i(AH<^'-i.«)sin3t. 

Ferner  ist 

=  — ^,ÄV^sin2l2eos2( 

= ( A  (36«  +  3c*  —  a*) — i  (6«  +  c2 — a«)  I  sin  « , 

d*  i.»  wie  man  leicht  ündet :  ^  '  , 

57)  (^)=,»oM7^^+7cHa2j8ip2U 

8* 


Digitized  by  Goo^^^Ic 


36 


Abo  ist  )»aith  dem  Obigen 


oder 


Ferner  ist 


Folfiflich  ist  nur  erst  mit  Veroachlässigung  von  Gliedern  der 

achten  Ordnung: 


61)  ^=V-fi6csiD2i.^ 

+ Tic  6c  (a2  +  76« + 7c2)  sin  X .  A  * 

+i535«6c(a*+ai6H3l6'^+16a*6H316VH16c«a«)ain11.a:», 


62)  i4=:2l-f-i^^ 

+  «iso  (a^  +316*  +  31c*  +  16a«6« + Slft^c«  +  Ißc'a«)  5)a:«, 

oder  aucb 

63)  .4=:^4- ö^iCj  sin  2t  .     •  . 
+iaw6|Ct(iii*+316i*+31cA*  +  16flia6i»+31V«k*+JlöC|*«»i^«o  2t 


=  —  iÄc(öH36*+3c*  —  4ffi2A2  H  Ä'^c^  —  ic'^a'^)  sin  21^ 
—  A6c(6H^?^-«^)  (76^  f  7cH«^)  sin  21« 


oder 
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oder 

+ii4»ii(«i*+316i*441i^H16%^H316ii^iHlöei?ii|«)lDi. 
Mit  VerDachlässiguogToii  Gliedeni  der  seehsten  Ordnung  ist  aber: 

oder 

66)  ei.i<=|^-i(a«-6»-c«)^^* 

Auch  ist  mit  dcmscjben  Grade  der  GeDaaigkeit: 
6?)  8inil=:siii2C-A(<iL^»-Ci')ein^ 

'  r 

oder 

Umgekehrt  ist  auch«  wie  mao  leicht  ßadet,  mit  demselben 
Grade  der  Genauigkeit : 

65*)  8iDV»aiDil+^«(a«-^ß«-i!*)8i0il.a^ 
oder 

67*)  siQ7l=8bil+A(ai*T-V--«ii')«i>^ 

+Tlö(3«i*-^*-i!k*-2«i«6iH86i^i«-2ci«iii«)sini<, 

8.  6. 

t 

Nach  62)  hat  man  nun 

+  «»Uo  (a*  +      +  31c*  +16q»* + 316V+I6A«)»«*, 
+  «U«(6*  +31«*+31c*  +Jlö6ac«+31c>a*+16a^2)i2);c«. 
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man  diese  drei  GleidiaDgen  xusaiDineii«  so  erhält  onao» 

weil 

ist:  ^ 
oder 

70)  2iB=Ü>i  +  ,', : 


oder 


Bestimmt  mau  aber  aus  der  Gleichung  69)  die  Grösse  l^u;^, 
80  erhält  man  ohne  Sehwieriglieit  mit  VerAaehlässigune  von  Giie- 
dem  der. achten^  Ordnung.: 

72)  '^a^^        Ma^  \  0^  +  c^)  Ex^ 
oder 

—      (3«!  H36iH3ci '  2ai2^2-26,ai?i«u-2<^%i2) 

oder 

74)  ^=l-,^(«,«+6i2+0 

— i**B<F(3«xH36iH3ci*-2a,aÄi2U-26jaciSu.2c^aa^a). 

Fflbrt  man  nmi  den  gefundenen  Ausdruck  von  *^a^  in  den 
obigen  Ausdruck  von  A  ein,  so  erhält  man  nach  leichter  Recjbnnng: 

-i^ioir  (38a*  —196*  ^19c*^%<+2i&M-eV)£ivS 

wobei  n  ieder  nur  Grössen  der  achten  Ordnung  vernachlässigt  Sind. 
Auch  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit :  - 


*)  Da  nämlich  nsdt  69)  i?tell»t  eine  GrdMe      siydlmi  Oidayng  itt. 
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7d)  A=^'tlE 


oder 


78)  3(s=  J— 1£ 

Gans  SboUdie  Formolo  «rgebeB  sich  für  dia  Wiokel  B,  C 

Geht  man  blos  bis  auf  GUeder  der  zweiten  Ordnung ,  so  ist 
mit  Vemachlisslgung  von  Gliedcta  der  vierten  Oidnang: 


welches  bekanntlich  das  Legendre'sche  Tbeorein  Ist,  wenn  man 
nur  uberlegt,  dass  in  allen  ansern  obigen  Formeln  £  den halbev 
£zce8s  beseichoet.       ,  . 

Leicht  würde  man  in  die  obigen  Formeln  auch  d6n  ganzen 
Excess  einfttbren  können,  was  wir  dem  Lesei^ überlassen. 

Um  eine  Controle  fär  die  Richtigkeit  unserer  Rechnungen  zu 
haben ,  wollen  wir  mittelst  des  ans  m)  sich  ergebenden  Aas4mcks 
von  £i  oämitch  *  '  . 


E = i^a:*  +  A  (a*  +    + c^)l>x  < 

+  ih  (Ä* + 6* + c* W4ii^*)JD^f 

die  GrSsse  eosiB  nach  der  Formel  . 


entwickeln,  and  den  sich  ergebenden  Ausdruck  mit  dem  oben  in 
44)  an^  gans  anderem  Wege  gefundenen  Ausdrucke  von  cosjE 
vergletcben. 

Es  ist  abier,  wie  man  leicht  üniiet: 
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ttod 

also         '  » 
cosjB=l— iJÖ»«« 

r    ?Jaö(«*  +  /^*  +  c*  +  2a26a^9ft2c«4.2e2a«)  J 
—  I + T (a*  +  6*  +    +  o26^  +       + c«^«)  | 

Da  DUD 


und 


ist,  60  ist 

— wr  1 W  (o*+6* +c*) + 74(«W4  W+  cV»  SD«df«, 

Vf^eiches  genau  mit  der  obeo  auf  ganz  anderem  Wege  geiuudeoeD 
Formel  44)  übereinstimmt. 

Um  eine  Controle  wie  die  vorhorsrehftrule  IVir  di«'  Kirhtiirkeit 
der  obigen  etwas  weitläufigen. Rechimugea  m  gewiünen,  war  die 
nächste  Veranlassung  zu  den  in  §.  4  gegebenen,  sonrt  eigentlich 
für  uosern  g^enwärtigen  Zweck  nicht  unbedinet  erfotdetlichen 
£ntfrickelnngen.  -  - 

§.7.  '    '  • 

Mach  einer,  bekannten  Fonael  der  sphärischen  Trigonometrie  Ist 

80)  sin,iii«  3in^sinC  • 
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NuQ  ist  aber,  wie  leicht  erhetleo  wird, 

cos  i  (ß+ ^)  ==  sin  (ß  +  C— £) ; 

» 

also 

81)  a.nia,»=  S^süTZr— ' 

and  folglich 

g.sip  4ai^,__co8i;siD(^+C>- jg)— sin  iEJcosC^-f  ^) 
d£     **"  sin  sio^C 


also 


a.sin^«_siD(^+  C-2E) 


woraus  sIdi.iitiD  ferner  leli^ht 


8^.sin^a^g_  2cos(^  f  C— 2/0 

*  öin^sinC  * 

dE*     ^  8iD/?sinC 
SP    :~  sin  ^siD  C  ' 


\ 


II*  s.  w. 


ergiebt.   Also  ist 

(8in4«i«)=0, 


84) 


'ö^  s in ^2>^ _ _ 2cos(/?+C; 

sin     sin  C  ' 


/c.8in4gi^\_  sinfi?4-^ 
/a^siniai «\  _    2g.sin(Z?  f  Q 


Q.  8*  W« 


und  folglich 
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sinirsüiC  1.2.3 

\    BStkBtAnC  '1.2.3.4 

2^.8in(i?+C) 


siii/^^iuC    *  1.2.3.4.5 
+  

oder 

06)  «"4«i*=sa55aj^.x-"2ar55rc-T:2 

sin  (ig +0  C^jg)» 
"SsinßsinC'l.i.?  . 

co^^B^rC)  (2JS)* 
"**28in^sinC*  1.2.3.4 

Kin(/?^C)  (2£0» 
+  2sioÄsio  t"1.2.3.4.5 


Durch  DiÜerentiatioo  uach  £  erhält  mau : 

d.sinltfi*     .  ,         ,  ,  .  ^«i 


also 


  sinci  2%  Sgl        sin  Ol  S.Oi* 

^  •  "IT*  *  "^3r* 

^  äin  Ol 

ci^.sio  äfli*  ,  sin«!  •  1        CTi  ö.flfi* 

  sin«;  d'^.ai^    ^  ffi008g|Ä-«lDCi  ö^Oi^  a.Oj^ 

Für  E=^{)  ist  01=0.  Bestimmt  man  Duo  nach  den  bekano- 
teo  Regeln  die  Werthe  der  ßrüche 


\ 
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slo  Ol      ,  Ol  cos  fli  —  sin  Ot 

und  —  Tf  


«1  »1^ 
für  ai=0,  so  erhält  mao 

und.es  ist  also  nach  dem  Vorheigebeuden , 

«  . 

d.  i.  ,  < 

sin(^+0_ ,  /a.rtin 

Daher  ist 

\dEj-^  sinifsinC  ' 

oder 

und 

90)  ^^^^^==8{l  +  UcotÄ«f  cotC»— scotBcotOj. 
,  Daher  iat 

(  Sin  i^sin  C       \  sin    sm  CJ  * 

oder 

92)  ai^= 4(cotg+cot  C)E^-  4 1 1  + » (coti5 ^  fco t C-  —  coiBcoiC)  \  ; 
folglieb»  wie  man  dntch  leiclite  Rechnung  Bndet: 

2ai^— Äi^-ci^  =_4(2e(»t  J  —  cotJ?— cotC)iE 

)«cot^(ootir+cotC}+2cot^cotC3 
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■ 

und  , 

3801     IMi*^  IScn*— %^«+ 2Ät«ci«'-Ci«0i* 
_        288(2coti<«— cotÄ*— cotO 

|+608(cotJ(coti?+cotC)~2cotßeotC') 

r  1 

Abo  Ut  nach  76)  mit  Vemacliitoigung  von  CMern  der 
achten  Ordnong: 

-^Ä(2cot-4-4cotB~cot  C)£« 

2cot^*--cot  Ä*— cot  C» 
Ccotil(cotlH-cotCK'2cot0cotO 

und.  folglich  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit : 

-4^5C2cot^-coti?— cotC)£«  ' 

^  SrV(coti4<cotÄ-NotC)— 2cotßcotol 
Auch  ist,  wie  man  leicht  findet: 

— 4(1 + 1  (2t»«  J*— cot  J  (cot      cot  C)+cot  Bcot  C}}£^ 

und 

4^*  +36i*+3«^*— 4ai^«/|-«k  V— 4cii%i« 
=^  X6{  7cot  il'-'COt  ^  (cot  J9+cot  C)  —IS  eoti?cotC^ 

80  wie 

=32t3cot  ^*+cot  J  (cot  JS-f  cot  O + 6  cot  ^cot  : 
Also  ist  nach  67)  und  66*) : 

95)  8lnil=sin1l'f  3cot^sin3(.£ 

+  i  1 1  +  iV  (24  cot-4«— 7cot-4(cotÄ+cot6:)— 5cotJ?cotC)}  sioTl.fi* 

nnd 

— l  a + t\  (4cot       7cot  il  (cot  £4-cot  O— 5  cot  £  cot€)|ninil . 

oder 

Ö7)  ^=-l4.«cot^.£ 

+ i  II  + 1 V  (24  CO  t     — 7  cot  A  (cot  /?+  cot  C)  -  5  cot  Ä  cot  C)| 
und 
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— U  l-l-iV  (4eot    — 7€ot^  M  B+cot  C)— 5cot  J?eot  O) 

Die  x\TiwenduDg  der  im  OI)igen  entwickelten  Formeln  in  der 
Geodäsie  zu  zeigen,  kann  hier  nicht  unsere  Absicht  sein,  da  diese 
sehr  wichtige  ÄDwendung  als  hinreicheikl  bekaniit  voramagesetet 
werden  kann.  Wir  bezweckten  hier  Dlir  eine  weiter,  als  gewöhn* 
firh  i^pschieht,  getriebene  Entwickeln der  Formeln  nach  einer 
Methode  ,  wokhe  leicht  erkennen  lässt,  wie  man  sieh  zu  verhalten 
haben  würde,  ueuu  man  zu  noch  mehreren  Gliedern  fortschreiteD 
woUte«  welchem  nothweDdigeD  Erforderoiss  uns  die  bisher 'aoee* 
waDdteo  Entwickelungsmethoden  nicht  gehörig  zu  eutspreehen 
scheinen.  Aurh  braucht  hier  nicht  erlfüitert  zu  ^vprflpn  ,  wIp  man 
sich  zu  verhalten  haben  würde,  wenn  die  Winkel  oder  Bogen 
nicht  wie  vorher  in  1  heilen  des  der  Einheit  gleichen  Halbmessers» 
soDdem  io  einem  andern  Maasse  anmdrlckt  werden  sollten, 
welches  Alles  zu  bekannt  nnd  namentmh  einem  Jeden,  wer  in 
peodätischen  Rechnungen  nur  einigermaassen  ^eühtist,  zu  geläufig 
ist,  als  dass  darüber  hier  noch  beseodere  Bemerkungen  nüthig 
sein  sollten. 


IV.  . 

Anwendung  der  Theorie  der  Um- 
lijilliiii9fiiciur¥eii  auf  die  Scliatteii- 

cansitnielfonen. 

\on 

Herrn  C.  T.  Meyer, 

BntgwerkieaiMiidalen  sa  Fidbeiig; 


So  vielfache  Anwendung  die  Mathematik  schon  in  jeder  Be- 
ziehung und  unter  den  verschiedenartigsten  Verhältnissen  erlitten 
hat,  so  ist  doch  nicht  zu  leugnen,  dass  es  auch  noch  Zweige 
der  Wissenschaft  und  ^  der  Pnätik  giebt,  wo  sie  entweder  gänz- 
lich vermisst  wird,  oder  doch  wenigitMis  ein  srtisserer  Einfluss 
derselben  zu  wünschen  wäre.  Zu  der  erstem  dieser  beiden  Ab- 
theiliiogen,  n&niiich  der  der  Wissenschaft«  gebort  auch  unstreitig 
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die  Zeichnenkunst,  und  wenn  hier  auch  Tnatheinat!;@rhn  Hilfs- 
griffe  /Jim  Theil  schon  angewendet  werde»,  so  kann  man  doch  gewiss 
nicht  verkennen,  dasselne  viel  grössere  Anwendung,  namentlich  des 
nmlir  seometriflcben  Thelti^  (im  weitem  fiKone  des  Begriffs)  Doch 
wflnscneDSwerth  sein  mlichte.  Ich  8|jreche  hier  weniger  von  der 
so!?enanDten  ffeoraetrlschen  oder  descrij)tiveri  Projectionslehre,  ob- 
gleich auch  diese  nicht  ausj^eschlossen  ist,  wie  schon  die  vorlie- 
gende Anwendung  der  Theorie  der  UmbSllangscurven  zeigt,  wel- 
che aucli  darauf  Besuff  finden  konnte,  und  zwar  mit  noch  grösserm 
Einflüsse  und  noch  glückJicherm  Erfolge,  als  selbst  bei  den  Schat- 
tenconstructi  onen ,  aufweiche  ich  mich  jedoch  beschränken 
will,  da  jener  in  einem  besondern  Werke  „ Axonometrische  Pro- 
jectionslehreauf  genügendere  Weise,  als.es  hier  möglich  wäre^ 
Erwähnung  geschehen  wird. 

Schon  aus  dem  Begriffe  einer  Umhüilungscurve  geht  hervor, 
dass  ich  mich  hier  i^eht  mit  den  Schatten  geradlinig  begrenzter, 
'  Bender n  vielmehr  regelmässig  gekrümmter  OberflSdben  mhes^fti- 
ttgen  habe»  und  zwar  sind  es  namentlich  die  Rotationskörper 
und  die  gekrümmten  Flächen  zweiter  Ordnung,  auf  deren  Senat- 
tenconstruction  genannte  Tbeorie  in  vielen  Fallen  gehr  vereinfa- 
cheod  einwirkt.  Ich  gehe  hier  der  Einiuchheit  halber  von  den 
Rotationskörpern  aus,  an  ^reiche  sich  dann  die  alleemeinen  Fftlle 
der  gekrümmten  Oberflächen  zweiter  Ordnung  leicht  anschllesseD 
werden ;  die  Rotationskörper  sind  n.'imlich  zun)  Theil  nur  als  be- 
sondere Falle  jener  gekrümmte»  Flächen  zu  betrachten ;  andern- 
theils  reicht  aber  dieser  Begriff  viel  weiter,  so  dass  souach  zu-^ 

fleich  fär  zwei  verscliiedepe  Richtungen  Eingang  geöffnet  wird, 
[iernach  ist  es  auch  natürlich,  dass  ich  micH  ini  Folgenden  na- 
mentlich mit  den  Rotationskörpern  der  zweiten  Ordnung  beschäf- 
tigen werde,  zumal  solches  die  am  hüuügsten  vorkommenden 
Körper  sind,  nämlich  den  Rotationskörper  des  Dreiecks,  desKrei- 
ses  und  der  Kegelschnitte,  ajs  Kegel,  Kugel,  Sphäroid,  Umdre- 
hungs-  Paraboloid  iind  Umdreliangs  -  Hyperboloid.  Was  die  ersten 
-beiden  der  genannten  Körper,  nämlich  Kegel  und  Kugel  betrifft, 
so  wird,  da  ihre  kSchÄttencoastru<  tion  schon  jetzt  ziemlich  einfach 
ist  i^,  Hummel:  Geometrisch-practiscbe  Coostruction 
der  Schatten.  Berlin.  18^]0.),  darauf  wenig  Einfluss  ausgeübt 
werden  können,  und  ich  vdll  daher  Mdi  ▼aii#esen  sogleich  absehen, 
obgleich  das  PriDcip>  auf  welches  es  hier  namentlich  ankommt^ 
eben  so  gut  an  ihnen  erläutert  werden  könnte. 

Nicht  immer  zeigen  die  jjeonietri«;rhen  und  namentlich  axo- 
nometrischen  (d.  h.  isometrischen,  motiodinietrischeo  und  aniso- 
metrischen) Darstellungen  von  Rota,tiouskörpern  eine  Curve  der- 
selben Gattung«  als  die  der  Fl&che  ist,  durch  deren  Drehung  der 
Körper  entstanden  gedacht  werden  kann,  und  ebendasselbe  gilt 
von  den  Af>1jildungen  im  Schatten,  welcher  nichts  anderes  alseine 
schiele  i'rojection  ist. 

Ks  Hegen  nun  hier  namentlich  drei  Fragen  vor,  deren  Beant- 
Vvortnng  das  Uauptthema  des  Folgenden  ist:  1)  wie  man  sich 
überzeugen  kann,  ob  der  (Schatten  eine  Onrve  derselben  Artgiebt^ 
als  ^e  KetalioDsißliche  selgt  (d.  h.  ein  Ellipsoid  eine  EMipse ,  ein 
Paraboloid  eine  f^arahel  etc.)  oder  überbaept,  welche  Curre  im 
Sutten  entsteht;  2)  in  wetcheo  FfiHen  für  die  Cnrven  der  zwei« 
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•  .  ■        -  « 

ten  Ordnung  der  Schatten  eine  Cmve  derselben  Art  giebt,  und 
3)  in  welchem  Verhältniss  dann  die  neue  Curve  steht,  und  wie 
eine  Vereinfachung  der  ConstriK  tiou  «  intreten  kann,  was  sich  ^m- 
lieh  tichon  mehr  auf  einzelne,  8|)e(ielle  Falle  bezieht. 

l>iese  drei  Fragen  werden  jedoch  nicht  scharf  getrennt  abge« 
bandelt  werden  ^  da  sie  Ihrer  Natar  nacb  zu  eng  verwandt  sind, 
als  das«  dies  obne  WettlSiifligkeiteii  und  WiederhoIangeD  gescbebeo  , 

konnte.  Zur  Losung  der  gestellten  Aufsfaben  ist  es  nur  vorerst 
erforderlich,  zu  zeigen,  von  weichem  Principe  der  Schattencon- 
struction  wir  hier  im  Allgemeinen  auszugehen  haben,  es  ist  die 
Basis  anzugeben,  wodurch  die  Theorie  der  Umhüllungscurren  in 
Wirksamkeit  zu  treten  vermag. 

Da  es  sich  hier  lediglich  um  das  Princip  handelt ,  und  solches 
an  schweren  Fällen  mit  nirht  mehr  VortheÜ,  als  an  einfarhern, 
und  nur  mit  grösserer  ündeutliehkeit  dargethan  werden  konnte, 
wie  mau  denn  in  allen  Stücken  von  dem  Einfiicberen  zum  Compli- 
cIrfcraD  Ubergebt,  so  wetdeo  wir  aueb  bler  einen  der  eiafacbeni 
FiUn  als  Grundlage  annebmen :  es  stehe  nSmlich  der  den  Schat* 
ten  werfende  Rotationskörper  mit  dor  Fherfe  seiner  Neigung  paral- 
1^  lel  dem  Lichtstrahle.  Ist  dies  nicht  der  Fall ,  so  wird  dadurch 
das  Ganze  nicht  geändert  und  blos  wenig  modificirt»  wie  wir  jspä- 
ter  dnicb  ein  ^Beispiel  aeben  werden. 

Es  sei  z.  fiL  der  borizoDtale  ScblaffiK^atten  (natflrfin^  geome- 
trische) eines  Rotationskörpers,  wie  ABCD  In  Taf.  I.  Fig.  1.  (im 
Aufriss  sind  die  Buchstaben  mit  einem  Index  versehen)  zu  tinden, 
der  von  Lichtstrahlen  parallel  der  Richtung      beleuchtet  wird. 

T)a  hierbei  die  Aufrissebene  meist  hios  dazu  dient,  um  die 
Kotationstläche  ihrer  wirklichen  Gestalt  nach  dem  Beschauer  zu 
zeigen,  nnd  überhaupt  mebr  nur  als  Htlfscönstrnction  zu  betracb- 
ten  ist,  so  wird  man  sie  gewöhnlich  parallel  der  Neigung  des 
Rotationskörpers  golo::f  findon  ,  und  sollte  dies  nicht  der  Fall  sein, 
so  kuuu  man  sich  aiK  fi  leicht  ein  derartiges  Frofd  verzeichnen  ; 
doch  soll  hierdurch  keinQ^swegs  angedeutet  werden,  dass  dies  un- 
bedingt notbig  sei,  sondern  es  dient  nur  zur  Vereinfacbnng»  wie 
man  auch  selbst  aus '  dem  Verlaufe  deutlich  sehen  wird ;  aacb 
Hummel  hat  ein  ähnliches  Verfaliren  bei  der  Schattenconsiriiction 
der  Kugel  befolgt  (S.  44.  des  obengenannten  Werkes). 

Man  suche  zuerst  den  Schatten  einer  durch  die  Axe  EF 
gehenden,  rechtwinklig  zur  Neigung  des  Körpers  liegenden  Ebene 
GHJK  (es  ist  dies  am  einfachsten),  was  leicht  nach  den  gewöhn- 
lieben  Kegeln  der  optischen  Zeichnun^slehre  gescbeben  kann. 
Ist  die  Begreoznogslinie  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  von  denen 
wir  hier  ausgehen  .  so  wird  man  sich  der  Aur>^Tirming  einzelner 
Punkte  blos  dann  bedienen,  wenn  die  Curve  e'nw  Hyperbel  ist, 
da  deren  Construction  selbst  nicht  viel  Vereinfachung  gewährt ; 
hat  man  es  aber  mit  einer  Parabel  oder  Ellipse  zu  tbnn ,  so  wird 
man  zweckmässig  nur  enig  Punkte  hestinmien  und  dann  sogleich 
die  Cnrve  auf  gew'dinllf  liom  irenmefriscben  Wege  vollends  aus- 
führen. Es  ist  hierzu  IVeilicb  ertorderlich ,  zu  wissen,  dass  auch 
der  Schatten  dieselbe  Gattung  der  Curven,  als  die  Rotationsfläche 
In  der  Begreuzungslioie  zeigt,  und  ich  will  daher  mit  wenigen 
W-orten  dies  nSher  eriintern ,  da  eine'  ansfiihrlichere  fiewvisfuh- 
roRg  mkli  ztt  weit  Tom  eigMtlieben  4Segenstande  abführen  w#rde. 
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Lieet  nSmllch  die  Fläche,  wie  hier  angenommen , .rechtwinklig 
ge^en  dea  Grundriss  des  Lichtstrahls,  so  werdeo  alle  Curven 
sicD  bei  ihrer  Abbildung  im  Schatten  Dur  insofern  ändern  >  als 
Ihre  ConstaHfeD  ▼eisebiraene  Werthe  erhalten ;  denn  offenbar 
bleiben  alle  Ordinaten  (wenn  man  die  Axe  der  Fläche  als  Abscis- 
senaxe  betrachtet)  gleich  gross  und  rcchtninklig  zur  Abscissenaxe, 
welche  sich  vergrössert  oder  verkleinert,  je  nach  der  Neigung  des 
Lichtstrahles  .r  gegen  de(iUorizoot  und  der  ISeigung^  desfCörpers 
(Taf.  1.  Fig.  2.) ,  n'na  zwar  tritt  sPi ,  als  Tariable  Abscisse  an  die  Stelle 

von  ^^'^J^Za^*  Curve  die  (iieichung 

Trifft  aber  der  Lichtstrahl  im  Grundriss  schief  auf  die  den 
Schatten  werfende  Fläche,  so  eilt  dieses  Gesetz  nur  liuch  bei  den 
Linien  der  zweiten  Ordnnne,  da  solche  ancb  Ittr  zusammengeliS- 
rige  (nicht  rechtwinklig  auf  einander  stehende)  Durchmesst  die 
gewöhnlichen  Gleirlmngen  zeigen,  was  allgemein  für  alle  Cürven 
nicht  bewiesen  werden  kann,  obgleich  die  Möglichkeit  vorhanden 
ist,  dass  es  noch  für  viele  andere  Linien  höherer  Grade  Geltung« 
hat  (Es  ist  hier  natOrfieh  der  Kreis  als  mr  Ciathing  der  Ellip- 
sen gehörig  angesehen  worden ;  er  ist  als  Ellipse  zu  betrachteii, 
wo  Jdeine  und  grosse  Axe  denselben  Werth  erhalten.) 

Hat  man  sich  den  Schatten  dieser  Flache  in  (jfhik  (Taf.  L 
Fig.  1.)  dargestellt,  so  verzeichne  man  sich  die  EUipsenprojcction 
eines  der  Krelsscbnitte  rechtwinklig  mt  Rotationsaxe,  etwa  cdgh. 
Bei  der  Lage  des  Körpers,  die  die  Figur  darstellt,  ist  es  otfen- 
bar,  dass  die  beiden  Axen  der  Ellipse  auf  den  Schatten  der  Rota- 
tionsaxe und  rechtwinklig  dagegen  zn  liecjen  konmien,  was  hei 
einer  schiefen  Beleuchtung  nicht  der  Fall  ist,  wie  das  letzte  Bei- 
spiel zeigen  wird;  es  ist  dies  ein  nicht  wesentlicher,  aber  doch 
-  sehr  erleichternder  Umstand.  Verzeichnet  man  nun  In  beliebigen, 
möglichst  kleinen  Abständen  auf  der  Schattenaxe  der  gkik  ähn- 
liche Ellipsen  nach  den  Axen  gjhi,  g^iht^,  g^h^  etc.,  so  geben 
diese  den  Schatten  von  eben  so  viel  rechtwinklig  zur  Axe  geffihr- 
teu  Durchschnitten  des  Rotationskörpers,  und  eine  tangentiale 
Verbindung  Ihrer  Conturen  moss  der  gesachte  Schatten  des  Kör- 
pers selbst  sein.  Je  näher  man  die  Ellipsen  Terzeichnet,  um  desto 
weniger  kann  man  fehlen,  und  le^t  innn  nnondlich  viel  FIlipsen, 
so  wird  der  Schatten  auch  genau  richÜL;  werden;  d.  i.  mit  anderu 
Worten,  eine  Umhüilungscurve  solcher  Ellipsen  giebt  den 
gesuchten  Schatten. 

Hieraus  folgt  nun  sogleich  die  LSsung  der  ersten  der  oben 

anfgeworfeneD  Fragen:  wie  man  sich  überzeugen  kann,  welche 
Curve  als  Begrenzungslinie  des  Schattens  (oft  blos  seitlich,  da, 
wie  in  der  Fiernr,  oben  und  unten  halbe  Ellipsen  schliessen  müssen) 
resultirt;  denn  man  braucht  solche  blos  nach  der  gewühnlichen 
Theorie  der  UmhüUungscurven ,  wie  sie  Littrow  in  seinem 
Werke  „Elemente  der  Algebra  und  Geometrie"  angiebt,  zu 
berechnen,  indem  ähnliche  Ellipsen  nach  einem  gewissen  Gesetze, 
welches  durch  die  erste  Schattencurve  gegeben  ist,  fortschreiten. 

Auf  das  Nähere  über  UmhüUungscurven  p:ehe  ich  hier  nicht 
/  besonders. ein,  da  sowoiil  deren  Theorie  als  bekannt  vorausgesetzt 
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werden  muss,  als  auch  das  Verfahren  «ogloich  am  besten  durch 
die  lieispiele  deuthch  werden  wird. 

^  ^pi  z.  ß.  der  Rotationskörper  aus  oinom  Parabelboffen  d«r 
«ch  um  eine  Axe  hinter  seinem  .Scheitel  dreht,  entstandeoT* 

,  üie  Begrenzungslinie  des  Schattens  der  durch  die  Axe  recht- 
winklig zur  Neigung  des  Körpers  gelegten  Fläche  ist,  wie  früher 
gezeigt«  eine  Curve  von  der  Form  " 

also  wieder  eine  Parabel,  deren  Panuneter==: ist-  doch 

kommt  hierauf  weiter  nichts  an,  sondern  wir  eehen  ^Uinh  r.«r.  i 
Parabel  im  Schatten  an. ,  deren  Gleichun^^  wir  nehm^^ 
wollen.  Ist  uuu  ß  die  «cl.ntfenproje.  tion  "dr  r  Axe  und  L 
feL-.  n""^^*"  Abstand  derseibe»  von  der  ( urvo  (natrirlS,-vom 
^  ''^Ä.»^''''**'*  «^n^r^n  ^**"en,  so  wird  die  n.  ,' Vlr^'^ 
eine  Umhöllungscnnre  Ähnlicher  Ellipsen  sein,  deren  M  Ln  nlf 
^ich  auf/^von  o  aus  nach  beiden  Seiten'  fotibewert/ 
Axer.  s.ch  nach  den  Entfernungen  der  Curve  von  ep indern  bI 
zeichnen  wir  die  variable  Ha  baxe  der  Ellipse  dnrcf/r,  so "wrd  df^ 
andere  aibmesser  nr,  da  die  Ellipsen  ähnlich  sein  solier  ter?n 
n  die  VerhMtnisszahl  zwischer,  beiden  Axen  bedeute  r  indTt 
n  =  l  sn  ist  die  fortlaufende  Linie  ein  Kreis,  welcher  Fall  k!« 
aufrechter  Stellung  des  Körpers  eit.trpfer,  würdi.  B^oh^  tV 
leroer  die  variablS  Entfernung  des  Halbmes^fers  V  70?^«™*"^!' 
nommenen  Anfangspunkte  o  durch  «  (analog  Li  ttrow)  un™  S 
di^Sie^  eK^^^^  Curve,  lo  wird  nacVder 


und  nach  der  der  Parabel: 


P 

woraus  folgt: 

P 

Gieicbiin-  ist  nun  f.  dtirch  Differenziiren  darauf 
lu  sÄui^r"  *^  «n^  ^«^«s^n  Werth  dann  wiedS 

Differenxiirt  man  dahef  obige  Gleichung,  so  folgt: 

«-a:=2«''— +  -^, 
Thell  HL       .  A 
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wonach  sich  «  ab  eine  FanctloB  des  3ten  Grades  von  x  darstellt : 
«nd  bei  der  Suhetitution  derselben  in  obipe  f.lpichuof?  ist  loicht 
Mtilchtlich  flass  eine  Cime  hnhcrer  Ordnung  resaltiren  müsse, 
worauf  wir  uns  aber  nicht  weiier  einlassen  wollen,  da  wir  dasselbe 

eio&cher  »eigen  kj^Doen^  indem  wir  <i=^  annehmen;  es  wird 
dann : 

und  sonach :  ' 

Setzt  man  zur  Vereinfachung  noch  »=1,  so  wird:  t 

offenbar  die  Gleicfattiig  eines  höhern  Grades. 

Viel  günstiger  fällt  schon  das  Resultat  aus,  wenn  der  Körper 
durch  eine  hyperbolische  Linie  l.pj^renzt  ist,  d.  h.,  wenn  die  Pa- 
rabel der  vorigen  Aufgabe  in  eine  halbe  Hyperbel  übergeht 

Behftlt  man  vorige  Bezeichnungen  bei,  so  ist  in  diesem  Falle: 

wo  a  und  b  die  Axen  der  Hyperbel  liezeichnen ,  und  ist  die  Axe 
des  Rotationskörpers  zugleich  die  der  Hyperbel,  so  dass  «ich 
also  gleichsam  eine  ganze  Hyperbel  um  ihre  imagln&re  Aze 
dreht  (wie  Taf.  I.  Fig.  1.  darstellt),  so  wirds 

Für  den  Fall  r=3jV"6^  +  «^  — a+rf  erhält  man  ebenfalls  eine 
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Curve  hnhern  (Grades,  iür  r  =  "v  resukirt  aber  wieder  ebe 

Hyperbel,  was  sehr  erfreulfc?!  ist,  da  gerade  letzteres  Verhültiii«« 
das  des  gewöhniichen  ü in  d i  ehungs-Ü yperboloids  Ut. 
Setseo  wir  vorerst: 


SO  geht 


1*^  ««r* 
Aber  in : 

Die  Differentiation  giebt: 

(«a-^)-*)*(*'+«^=»*(*j-«)«,g.«»,  . 

Bezeiebnet  man  1  —  -^  durch  ft,  so  wird: 

I 

Bedtimmt  man  hieraus  «r,  so  wird  solches  eine  Function  sein, 
in  welcher  a:  unter  dem  vierten  Wurzelzeichen  vorltoxumt .  und 

setzt  man  daher  allgemein  a=(p(\  a:)  und  substitilirt  diese  GroCNS» 
oben,  so  ist  durch  eine  leichte  l^rachtung  sogleich  zu  sehen»  dass  4) 
mit  dßttk  vierten  Worzekeichcnnltehaftejt  nicht  gaaz  v«raiihfrui4«fii 
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ksLun,  so  t\ii(>s  also  eiD9  Gimchimg  von  wtfoigftteDs  defn  vierteo 
Grade  entstehen  muss. 

Bedeutend  einfticber  wird  die  Recbnttng  iüt 

I 


denn  es  «vird  nun: 

* 

differenziirt : 

und  daher  die  gesuchte  Gleichung: 


.2 


d.  i*  die  enier_Hype^el,  wn  die  frühere  Azea  unverändert  bleibt, 

b  aber  in  V  6* — »V  üliergebt  (y  sind  hier  die  Alisdlsfien,  x  die 
Ordinaten  der  neuen  H3rperhel). 

Ist  6*<n%*,  so  wird  die  Curve  nach  der  Fomiel  eine  Ellipse, 
doch  ist  dies  augenscheinlich  nur  für  die  nächsten  Punkte  des 
Scheitels  möglich ,  so  dass  also  die  andern  Ellipsen  teirie  Umhül- 
lungscurve  geben  können  \  die  nächst  grüssere  wird  immer  die 
amjere  umscnliessen.  ,  0ot  Sebatten^wira  dann  auch  nicht  mebr 
von  der  Umhüllungscurve  ahhängig  sein,  sondern  nur  aus  den 
beiden  Endellipsen  bestehen,  die  sich  dann  schneiden  müssen. 

^urch  diese  f^Ioiclnmg  hat  raan  nicht  nur  bewiesen,  der 
Schatten  des  ITypcrlioloids  nieder  eine  durch  eine  ganze  Hj'perbel 
begrenzte  Fläche  ij»tj  da  sich  die  Axe  a  nicht  ändert  j  Wjas  in  vie- 
len: FSiienaefion  von  Nützen  ,9ein  wlj*d>  sond^  man  kiuin  avcb 
Begleich  diene  Hyperbel  nach  der  Abhängigkeit  der  neuen  von  der 
alten  Axe  a  und  h  rnnsfruiren ,  "  \v?i«;  7^vnr  nicht  einTich  ist,  aber 
doch  in  vielen  Fallen  einen  Vorzeg  dagegen  verdient,  dass  man 
sich  durch  Schnitte  o.  a.  mehr  Punkte  des  Schattens  bestimmtr 
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Von  noch  griisscrni  Vortheil  als  beim  Hyperboloide  wird  aber 
<lie  Construction  durch  Umhüliungscurven  bei  dem  Umdrehungs- 
£llipsoide  oder  Spharoide  und  dem  ümdrehungs  -  Paraboloide, 
woran  sich  dann  ein  Körper  schliesst,  der  aus  der  Drehung  einer 
Hyperbel  um  ihre  Hauptaxe  entsteht.  In  diesen  Fällen  resuitirt 
tiictit  nur  dieselbe  Curve,  sondern  es  ergeben  sich  anch  ziemlich 
einfache  Abhängigkeitsverhältnisse,  .welche  von  wesentlichem 
jNutzen  für  die  Zeichnung  sitid. 

Aus  der  Vergleicfaung  dieser  Fälle  mit  den  vorigen  ersieht  man 
zugleich,  dass  allemar dieselbe  Curve  entsteht ^  wenn  die  Rotation, 
um  eine  Axe  stattfindet,  dass  sich  aber  eine  Linie  höherer  Ord- 
nung ergiebt,  wenn  die  Rotatiousaxe  nicht  mit  einer  Axe  der  Er- 
zeugungscorve  susammeoföllty  dah(^  auch  bei  der  Ellipse  und  der 
Hyperbel  swel  veiaolliedene  Rotationsbewegungen  möglich  sind, 
nämlich  üm  die  grosse  und  kleine  Axe,  bei  aer  Parabel  aber  blos 
eine  einzige  um  ihre  eine  Axe,  um  im  Schatten  «;ine  Curve  der- 
selben Art  zu  erhalten.       •  - 

Ich  werde  nun  auf  diese  Körper  speci^lier  eingehen  und  zwar 
beim  Ellipsoide  beginnen. 

1)  Soll  (Taf.  1.  Fig.  3.)  ein  geneigt  stehendes  Sphäroid  AßCl^, 
(wo  wir  den  allgemeinen  Fall  annehmen ,  dass  die  Kotation  um  die 

grosse  Axf  staS^efonden  h^t)  als  Schatten  auf  der  herizontaleo 
o4enflä€he .projicirt  werden ,  .  so  wird  man,  wie  früher  schon  an- 
gegeben, erst  ^en  Schatten  einer  rechtwinklig  zur  Neigung  liegen- 
den, durch  die  Axe  Aß  gehenden  Durchschnittsfläche  bestimmen 
und  daqn  die  Umhyllnngscurve  der  ähnlicheu  Ellipsen  suchen, 
welche  ^ie  Projectiönen  von  Schnitten  rechtwintcllg  zu?  Axe  dar« 
stellen  und  deren  Fortschreiten  durch  die  erstei  e  Ellipse  gegeben 
wird.  Es  sei  nun  die  (>leichung  der  erstem  Ellipse  wfyt  hei 
Beibehaltung  der  frühern  Benennungen« 

so  wirdj  da  wie  früher 

*        ■    .         ■  .y^ .  I 

ist,  geht  man  vom  Mittelpunkte  o  aus, 

•    •    •      •  '  •  » 

M  V  +  (« — = •  ^  (a* — 
Diiferenziirt  man  diese  Gleichung,. so  folgt: 

#  '  »  * 

und  folglich  wird  die  Gleichung  der  Umhüllungscurve : 
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Der  presuchtc  Schatten  ist  also  eine  neue  EKiptie,  deren  kleine 
Axe  gleich  der  des  Schattens  des  ersten  Schnittes  bleibt,  wahrend 
die  grosse  znSf  ^l^-\^  n^h'^  wird,  d.  h, ,  man  mu88  h  mit  dem  Ver- 
hältniss  n  (welches  man  leicht  durch  Messen  zweier  beliebigen  r 
mid  mr«  etwa  0/*  iiiid  oe,  mit  einem  Maasstabe  und  DiTision  erbal* 
tealeanii,  weaa  es  oOthig)  iniiltiplieireD,  welebe  drSsse  sogleich 
in  oc  und  ad  «gegeben  ist,  und  dann  die  Hypotenuse  zu  den  recht- 
winklig an  einander  gelegten  Linien  a  und  vh  ziehen ,  um  die 
grosse  Axe  zu  erhalten.  Noch  einfacher  kann  man  die2»elbe  auch 
dad«reh  Mm  9  dass  mao  tan^entifd  an  den  Aufnss  in  der  Rieh* 
tnog  des  Lichtstrahls  eine  Linie  siebt  iii|d  deren  Fosspunkt  auf 
die  verlängerto  ah  projicirt;  denn  ntnn  muss  drn  Endpunkt  erhal- 
ten ,  ria  (fcr  Aufriss  als  ein  Vertikaldurcbscbuitt  betrachtet  wer- 
den kann. 

Es  Ist  ehilenclifend,  dass  man  \m  ge^nlroliclier  Avsfttbrmig 
nicht  einmal  erst  die  Ellipsen  abfy  und  cdfg  zeichnen  vrird»  Sen- 
dern man  findet  nur  di^  Punkte  a,  */ ,  f,  fj^  cunde/,  wo  oa=oft  —  a, 
fif — ocf  —  h,  oc^od:='nb  ist,  und  cnnstruirt  dann,  nachdem  man, 
wie  angegeben,  die  neuen  Axen  gefunden  hat,  sogleich  die  Schat- 
tenellipse,  was  am  besten  durch  Krümmungskreise  erfolgen  wird. 

Ist  das  ElUpsoid  durch  Drehung  um  die  kleine  Axe  entstan- 
den, so  bedingt  dies  nur  wenig  Unterschied .  and  kann  somit  Äg- 
lieh  ubersraTiiren  werden. 

2)  Den  Schatten  eines  Umdrehungs  -  Paraboloids »  wie  ÄßC» 
zu  verzeichoeo  (Taf.  IL  Fig.  L). 

Das  Verfahren  bleibt  dem  nrühem  gans  fihnlich*  daher  wir 
vns  hier  auch  zionilich  kurz  fassen  kunneo*  Der  Schatten  des 
Schnittes  durch  CIJFG  ist  cdffß,  und  zwar  wieder  eine  Parabel 
nach  der  frühern  Angabe ;  man  hat  nicht  nöthig,  sie  zu  verzeich- 
nen, sondern  es  genügt,  die  Punkte  c,  r/,  /'und  «/  zu  wissen. 
Der  Schatten  irgend  eines  Kreisschnittes  giebt  die  Axenpnnkte 
h,  iy  /,  oder  einfacher  nimmt  man  gleich  A  «7,  a,  6,  nnd  es  M 
Tinn  die  Umhullungscurve  zu  snr!ipn  ,  welche  entsteht,  wenn  fihn- 
liche  Ellipsen  auf  der  i/mie  cd  nach  dem  Gesetze  der  Parabel 
fortschreiten.  Bezeichnet  man  analoe  den  frdhern  Beispielen  ok 
dnreh  r,  oi  dnrch  nr,  nennt  das  variable  co  =:or  und  die  Coordi- 
naten  der  neuen  Clinre  ;r  und  y  yoqi  ^fangspunkte  c  WOB,  so 
wird»  bezeichnet  man  durch  p  den  Parameter  aer  Curve  fgei 


und 

also :         **  ' 
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differansürt : 


SS 

« 

2(a— aO:=:pii*,  «=^^—5- — ; 


woraus  folgt: 


um 


i.  I.  Äe  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Anfangspunkt 

weiter  auf  der  Abscissenaxe  zurücklietjt  als  bei  der  Parabel  y'^==^px. 
£s  findet  sonach  hier  das  eigentbümlicbe  Verhältuiss  statt,  aass  , 
die  veae  Cum  von  der  atten  mir  dadurch  Terschieden  Ist,  dass 

ihr  Anfangspunkt  um       weiter  bioau^erOckt  wird.  Ist  die  Ellipse 

eio  Kreis,  d.  i.  n=l,  so  wird  die  Entfernung  j,  d.  b.  der  Schei- 

iiiX  Aer  alten  Parabel  giebt  dann  den  Brennpunkt  der  neuen.  Um 
DIU  diese  Parabel  zu  verzeichnen,  ist  vor  Allem  nötfaie^  p  zu  be- 
«mmen,  was  gattz  einfach  auf  rein  geometriseban  Wege  erfolgt, 
Sodein  in  c  der  Scbeitel,  in  f  oder  fjf  ein  beliebiger  Punkt  der  Pa- 
rabel vom  Parameter  p  gegeben  ist';  man  verbinde  f  und  c  durch 
eine  gerade  Linie  und  errichte  darauf  in /"ein  Perpendikel,  welches 
die  Abscissenaxe  in  vi  schneidet,  es  ist  sodann  md=p.  Die  Ver- 
;1fllltilissza1it  n  findet  man,  wie  heim  Umdrehungs-Ellipsoide  ange- 

gebea,         ^^^^*        nimmt  man  daao.|i  ^mal  und  trägt 

solches  von  c  rü'ckwärts  auf,  so  findet  man  den  neuen  Scheitel  C|, 
von  welchem  aus  man  nach  der  gewöhnlichen,  ziemlich  einfacben 
Parabelconstruction  diese  selbst  verzeichnet.  Auf  andere,  ein- 
fachere, Weise  kann  man  auch  den  Scheitelpunkt  wie  beim  Sphäroide 
Jinden,  so  dass  man  also  nicht  einmal  fi  zu  bestimmen  braucht. 
An  .Ende  scbliesst  die  Parabel  natürlich  tangfential  an  den  elKptl- 
.•eben  Schatten  der  ßasis  des  Körpers  an. 

3)  Zwischen  dem  S|)bäroide  und  dem  Ümdrehun2:s  Paraboloide 
bwtteo  tnne  steht  gleichsam  der  dritte  zu  betrachtende  Körper, 
der  nämlich ,  welcher  aus  der  Drehung  einer  halben  Hyperbel  «n 
Hure  Abscissenaxe  entsteht;  denn  in  der  Formel  ist  die  Abweichung 
\0T9^  Eliipsoide  gering,  während  er  sieb  der  Gestalt  nach  mehr 
^Am  Paraboloide  nähert. 

.£io^  ahenualige  Wiederholung  der  Zeichnung  wäre  jedenfalls 
tib«iriitaflg  tiiid  wh  bescbrftnke  mich  daher  bfer  darauf,  Mos 
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die  Formel  lur  die  8chatfen-T!yperbel  herzuleiten»  zumal  ein  solcher 
♦  Kürper  nur  lüelteii  vorkommt.  , 
Behält  man  die  frflhero  Bezeichnungen  bei,  ao  wird  die  Glei- 
chung der  Ellipse  wieder } 

«y  +  (« — a:)2=  n^^, 

während  nmn  für  die  Hyperbel  bat: 

es  ist  hier  also  auch  a:,  vom  Mittelpunkte  (nicht  dem  Scheitel) 
der  Hyperbel  aus  gezählt.  Fuhrt  man  nun  die  Rechnung  wie  ge- 
wObulicb  durch >  so  erhält  man: 


differenziirt: 
und  sonach 


d.i.  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  wo  die  grosse  Axe  =  V  — nH% 

die  kleine  =b  ist. 

Einon  Uebeistand  bei  der  Verzeichnung  eines  solchen  Körpers 
giebt  nun  aber  die  Bestimmung  von  a  und  f*,  welche  bios  mittels 
Rechnung  erfolgen  kann,  indem  man  mit  dem  Maasstabe  zu  zwei 
verschiedenen  Abscisaeo  lo  der  erstem  Hyperbel  zwei  verschie- 
dene  Ordioaten  abnimmt;  aus  zwei  Gleichungen  lassen  sich  dann 
zwei  Unbekannte  a  und  finden.  Dies  ist  nütnrlich  blos  nothig, 
wenn  die  Gleichung  des  schattenwertenden  Körpers  nicht  bestimmt 
gegeben  ist,  da  sich  sonst  hieraus^  wie  oben  gezeigt,  a  und  b 
finden  lässt*  Ein  am  so  günstigeres  YerbSltniss  ist  es  daher,  dasa 
gerade  dieser  Kürper,  wie  schon  erwähnt,  zu  den  seltenen  gebort 
und  durch  das  Irüner  beschriebene  Hyperboloid  vertreten  wird. 

Ich  hoflFe,  dass  durch  das  Vorhergehende  das  Princip,  auf 
welches  e.s  wesentlich  ankommt,  hlnlnnirrich  deutlich  geworden 
sein  wird,  so  dass  man  in  vorkommenden,  mehr  oder  weniger  ab- 
weichenden Fftllen  im  Stande  ist,  sich  selbst  neue  Formein  und 
Abhängigkeiten  afu  entwickeln. 

Zum  Schlüsse  der  Betrachtuni;  über  Rotationskilrper  wiH  ich 
blos  noch  ein  Beispiel  anführen,  um  zu  zeigen,  dass  das  Verfah* 

ren  sieb  nur  wcni'j:  nndert,  ^venrl  die  Lichtstrahlen  nicht  parallel 
der  iLbene  seiner  iNeigung  auf  den  Körper  fallen;  es  treten  dann 
zusammengehörige  Durchmesser  an  die  Stelle  der  Axen. 
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Es  sei  also  (Taf.  II.  Fig.  2.)  ein  Sphäroid  ABCD  von  einem 
.sowohl  im  Grund-  als  Aufriss  schief  stehenden  Lichtstrahl  A'  be- 
leuchtet und  es  soll  der  Schatten  gefunden  werden,  den  es  auf 
die  horizontale  BodenflSche  wirft. 

(Um  auch  die  sehr  nötzliche  Anwendung  auf  das  geometrische 
Zeichnen  darzuthun,  sei  es  mir  erlaubt,  hier  abweichend  darauf 
aufmerksam  zu  raachen,  nie  leicht  sich,  hat  man  AiBiC^Di  im 
Aufriss  gegeben,  diesem»  Eiiipsoid  to  den  Grundriss  aeichnen  lässt; 
man  hat  bloa  nCthig ,  die  Unien  ttui ,  ßßi  tangential  von  4^ 
Ellipse  des  Aufrisses  herabzuziehen,  so  giebt  up  eine  Axe  der 
Ellipse  im  Grundriss,  während  die  zweite  rechtwinklig  dagegen, 
PGf  natürlich  j^leich  C^/>i  ist;  hieraus  verzeichnet  man  dann 
leicht,  am  besten  durch  Kriinimuugskreise,  die  Ellipse.  Es  genügt 
zur  Erklärung  dieses  Verfahrens,  vorher  zu  wissen,  dass  wieder 
eine  Ellipse  resoltireu  müsse,  und  dies  ist  einlevehteod,  da  man 
sich  ^Is  Elim  sen  darstellende  Kreise  hat,  die  wieder  nach  einer 
projicirten  Ellipse  fortschreiten,  ganz  ähnlich  wie  bei  dem  frfiher 
MSchriebenen  Falle  der  Schattenconstructlon.) 

Man  verzeichne  sich  zuerst,  ganz  wie  fi-üher,  den  Schatten 
einer  durch  die  Am  CD  gehenden,  rechtwinkBg  xnr  Neigung  des 
Körpers,   also  auch  rechtwinklis   zur  Aufrissebene,  liegenden 
Schnittebene,  (ibff/,   und  hieraut  den  Schiitten  eines  Kreisdurch- 
schnittes des  Körpers,  am  besten  den  durch  die  Mitte,  als  cdfy. 
Es  ist  nicht  nüthig,  beide  Zeichnungen  auszuführen,  sondern  es 
ICenfigt,  wie  wir  «pftter  sehen  werden,  die  einer,  nämlich  am  besten 
der  kleinem,  was  von  der  Neignne  des  Ellipsoids  abhängt;  hier 
wird  man  also  blos  aÄ/Ty  - auszufünren  haben.    Die  Consjtruction 
dieser  EHi|)sen  ergicbt  sich  daraus,  dass  sowohl  ab  und  t/f,  als 
auch  fy  und  cd  zusammengehörige  Durchmesser  derselben  sind, 
wovon  man  sich  dadurch  überzeugen  luinn ,  dass  sowohl  die  Axe 
AM,  als  anch  der  Kreisdurchmesser  CD  alle  mit  dem  andern 
Dnrchmesser  parallele  Sehnen  halbirt,  .was  aach  im  Schatten  blei> 
hen  muss.   Die  Aufgabe  besteht  nun  eigentlich  darin,  die  IJmhül- 
lunsrscurve  zu  suchen,  welche  aus  der  f'ortbewegung  von  Ellipsen 
ähnlich  cd/ff  auf  aö  nach  dem  Gesetze  der  Veränderung  von  Pa« 
rallelen  mit  fff  oder  of  in  der  Ellipse  ab  fr/  entsteht;  dasselbe 
Resultat  ergieot  sich  aber  auch,  wenn  man  umo^ekehrt  Ellipsen 
ähnlich  aOgf  auf  cd  nach  den  Ordinaten  der  Ellipse  cd<j/f  sich 
fortlaufend  denkt,   was  auch  aus  der  Betrachtung  des  Ellipsoids 
selbst  hervorgeht,   und  darauf  gründet  es  sich,  dass  man  eine 
belit^bige:  4i«r  neiden  Ellipsen  anssiehMi  kann,  nSmIichdie,  welche 
man  a£  fortschreitend  annimmt,'  vtroziL.  man  natürlich  lieber  die 
kleinere  wählt.    Dass  aber  überhaupt  eine  Ellipse  auss^ozogen 
werden  muss  und  man  nicht  wie  bei  dem  frühern  Falle  einer  pa- 
rallelen Beleuchtung  verfahren  kann,  soll  gleich  im  Foigenuen 
nSher  gezeigt  werden.   Will -man  nSmlich  diese  Auigabe,  wie  sie 
hier  gestellt  ist,  sogleich  lusen,  so  wird  man  nicht  nur  Winkel 
einfünren  müssen,  sondern  auch  ziemlich  grosse  Ausdrücke  der 
Abhängigkeit  erhalten  ,  welche  für  die  Zeichnung  unbrauchbar  sind ; 
dagegen  kommt  man  zu  einem  sehr  einfachen  Resultate,  wenn 
man  die  zusammem^ehurigen  Durchmesser  der  fortschreitenden 
Ellipse  verlegt,  nämhch  so,  dass  d^r  eine  auf  die  Linie  Itiilt,  auf 
d^r  die  Ellipsen  foftsehreiten ;  es  wird  dann  kk  der  eine,  mn  der 
andere  der  msammengehörigen  Durchmesser.  Hiernach  lassen  sich 
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nun  einfädle  AUhiogi^keltoyerbältnisse  der  Umbüllungecurve  finden. 
Bezeichnet  man  ok  als  Halbmesser  der  »ich  verSndernden  Clli|»e 

durch  r  und  om  durch  r^r,  also  ^^=it,  so  wird,  behält  man  die 

BtldefB  ßezeicheangen  wie  früher  bei,  sn  class  also  ov.  —  od—a, 
ofr=.off^hy  or~ Entfernung  des  r  von  o,  vT  <lie  Abscisse  der  Ura- 
h(!llunp:scurv«  von  o  aus  und  y  die  dazu  j;ehurige  Ordinate  paral- 
\e\  r  ist,  da  für  zusammengeliürige  Durchmesser  dieselbea  Glel- 
dmugeo  al0  ffir  die  Axen  gettent 

UDd 

wo  fi  das  Verhältniss  angiebt,  in  dem  die  mit  b  parallelen  Durch- 
messer zu  dem  variablen  r  stehen  (es  ist  dies  ein  constantee  Ver- 
bkltnisSy  'da  beide  Linien  immer  denselben  Winkel  einschlieeaende 
Durchmesser  ähnlicher  Ellipsen  sind).  Es  ist  nun  aber  biemach'r 
in  dem  Stande  wie  oh^'^b,  und  bezeichnet  man  diene  constaote 
Grösse  durch  /,  so  wird  demnach:  ' 

und  felglich 

welche  Gleichung  wir  auch  früher  hatten,  nur  dass  hier  /  statt 
dort  b  steht.  Ganz  ähnlich  irird  dahef  anch  das  Resultat  t 

die  Gietchnng  einer  Ellipsei  zwischen  7n5;anTmengeh5rigen  Ditrchr 

messei'n.,  Ton  welchen  einer  =V" a*+»*^ist  und  der  andere  =/ 
bleibt. 

Um  also  den  Durchmesser  der  zu  verzeichnenden  Ellipse  auf 
der  Terllttgerten  ed  zu  finden  >  errichte  man  in  o  ein  Perpendikel, 
mache  dasselbe  =n/*  d.  i.  =  om  ,  und  ziehe  die  Hypotenuse  pe^ 

welche  die  verlangte  Grösse  a^-\-n^I^  giebt.  Aus  den  zusam* 
mengehörigen  Durchmessern  hk  nnd  tt  beschreibt  man  nun  wis 
gewöhnlich  die  l.llipse. 

Die  Constructiou  der  Ellipse  aus  zusammengehörigen  Durch- 
messern kann  auf  ▼erschtedene  Weise  erfolgen ;  .  eine  ziemlich 
«iafiiche  Art  will  ich  hier  anhangsweise  noch  beUiBgen»  ohne  jedoch 
einen  wehem  Beweis  dafür  zu  liefern. 

Man  beschreibe  um  den  einen  Durchmesser,  am  besten  den 
grüsseni,  Aß  (Taf.  I.  Fii;?.  4.),  einen  Kreis  oder  Halbkreis,  er- 
riciilv  ixuf  AB  im  Mittei^uukte  C  ein  PerpeHdikel  CF  und  ver- 
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binde  FE;  legt  man  nun  durch  beliebige  Punkte  Cj,  C^,  C4  etc. 
der  Aß  ähnlicne  Dreiecke  im  Halbkreise,  was  leicht  durch  Paral- 
lelen geschieht,  so  erhält  man  in  £|,  E^,  E^,  JS^  etc*  beliebig 
viele  Punkte  der  ülüpse. 

Man  kann  auch  die  Methode  der  Constmetioii  durah  Krüm- 
muiig^kroise  hier  anwenden,  obgleich  mit  weniger  Vortheil ,  als 
wenn  die  Axen  gegeben  sind. 

Nachdem  nun  .so  das  Princip  festgestellt  und  auch  die  Rota» 
tionskürper  ziemlich  ausfuhrlich  betrachtet  worden  sind,  bleibt  es 
nnr  noch  flbrig ,  ^  anch  mit  wenig  Worten  auf  die  gekrCmmten 
Flächen  der  zweiten  Ordnung  überhaupt  einzugehen  and  deren 
Rplatinnen  zu  den  beschriebpnpn  T''nulroniin2:.skMrj)orn  rlrr  z^roitori 
Ordnung  anzugeben.  i>ie  hierherc^chnrigen  Körper  sind  nament* 
lieh:  £iypsoid«  das  Parabolold  (eliiutisches  Paraboloid),  das 
Hyperfoelefd  md  Ewar  mft  einem  wid  mit  zwei  MKoteln  oder  mit 
ununterbrochener  oder  getrennten  Hohhingen,  wd  endlich  das  hyper* 
bolische  Paraboloid. 

Was  das  ElÜpsoid  betriflFt,  so  ist  das  Verfahren  hpi  der  Schat- 
tenzeicbnung  ganz  wie  beim  Spbärold,  nur  dass  ein  eliiptischer 
Durchschnitt  sich  statt  eines  Kreisdurchschnittes  im  Schatten  als 
Ellipse  projicirt.  Der  einzige  Unterschied,  der  eintreten  kann«  ist. 


zuletzt  erwähnten  bei  schiefer  ßeleuchtiinL'  herausstellt,  was  TOn 
der  Stellung  der  Neimiuii  des  Körpers  abhcängt. 

Das  elliptische  Purabuluid  verliält  sich  zum  Uuitlrehun^spara- 
boloid  gans  wie  das  Ellipsoid  zum  8phäroid,  so  dass  hierüber 
nichts  -weiter  zir  sagen  ist,  und  ebendasselbe  gilt  von  einem  Hyper- 
boloide mit  einem  Mantel  zum  Umr^rohnnj^sh^^erboloide,  wie  aus 
der  Entstehung  solcher  Körper  sehr  leicht  folgt ;  Leroy  „Dar- 
stelle od  e  if  eometrie'%  dentsch  von  Kauft  mann.    S.  38. 

Das  Hyperboloid  mit  swei  Miiiteln  oder  getrennten  HShlan^en 
findet  seinen  Repräsentanten  in  dem  dritten  der  drei  zuletit  be- 
trachteten Rotationskörper,  der  ans  der  Drehung  einer  Hyprrliei 
um  ihre  wirkliche  A.xe  entsteht,  nur  dass  wir  in)  f?(»ispiel  sich  blos 
eiue  balbe  Hyperbel  drehen  Üessen,  während  bei  diesem  Hyperbo- 
loid die  andere  Hälfte  nicht  vernachlässigt  >i-erden  darf.  Es  hat 
dies  noch  den  Vorth  eil,  dass  man  dann  gleich  den  Axenwerth  0 
mit  im  Schatten  erhält. 

Der  letzte  dieser  Korper,  das  hvperbnlif^che  Paraboloid,  hat 
zwar  keinen  V  ertreter  im  Frühern ,  doch  werden  wir  audi  darüber 
kurz  hinweggehen  können,  indem  der  Kürper  zu  nnge\vr*linlich  ist, 
1UD  sioe- Foimelableltnng  zu  lohnen»  bei  welcher  man  es  offenbar 
nicht  mit  einer  Umhflllungscurve  foitlaufender  Ellipsen,  sondern 
vielmehr  von  Parabeln  oder  Hyperbeln  zu  than  hat»  dtenach«iner 
andern  l^arabel  fortschreiten. 


schon  ein  Fall  ähnlich  dem 
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Heber  die  Terscliiedenen  Ausdrücke 
des  KrammniigshaHimeseers  einer  «e^' 

Kelbenen  Ourve« 

Von  .doni  ' 

Uetra  Dr.  J.  Pb.  Wi>lfers, 

RtteoiioiiiUelien  Reditier  an  der  Königl.  Steniwacte  m  BefUn. 

,  V  •  ♦  '  4  -  .  .  # 

r 

In  den  I^chrbüchern  der  Mechauik  kommeo .  verschiedene  Aus- 
drücke des  Krümmungshalbmessers  in  Anwendung,  je  nachdem 
man  andere  Coordinaten  oder  andere  Urvariabeln  annimtnt.  Einige 
derselben  werden  auf  nicht  ganz  einfache  Weise  hergeleitet»  wes^- 
halb'bi«r  einmal  derü^ersuch  gemacht  w«rdeiv  soll«  di^selbeii  syate* 
matisch  herzuleiten.  Hierbei  wird  jedoch  die  Anfgabe  in  sd  fern 
boschr.'inkt ,  als  nur  eine  Ttirve  oirifarhcr  KrujIinillDg y  die  aljEMV  lü 
einer  Ebene  liegt,  betrachtet  werden  soll. 

i?.  1.  Anfi,-a!)c.  Ks  ;«.t  oine Curvo  fP(Taf. lI.Fig.3.)  undauf 
ihr  der  Punkt  P  durch  die  ret  htwinkiluf  ii  (  <)nrd\n[iten^AB:=x  und 
Pß=y  gegeben;  man  soll  den  Krümiuuugj>haibme$ser  der  Curve 
in  dieäem  Punkte  bestimmen. 

Auflasnug.  Sind  AD=a  und  CJJ=zß  die  Coordioateo  des 
Mittelpunktes  -  CT des  oscalirenden  Kreises,  ist  y  sein  Radius,  d.  h. 
der  geanehte  Krümmungshalbmesser;   so  mösisen  bekanntlich  für 

die  Curve  und  den  Kreis  sowohl  die  Coordinaten  des  Punktes  jP» 
als  auch  ihre  ersten  und' zweifln  Differentiale  idältiscb  sein«  .^Dft 
nun  die  Gleichung  des  gesu«;hteu  Kreises  ist:  ' 

1)  ji*=(sr-jS)«+ (*_«>•. 

SO  er£^icbt  sich  hieraus  durch  zweimalige  Difl'ereDtiatiou,  weil  y>  a 
und  ß  constant  sind: 

3)  0=<fy»+A»«+(y— y(x^tt)dda:. 
Durch  Verbindung  dieser  zwei  Gieichungeu  erhält  man 
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Sttbfltitülrt  man  die  letztem  \yif|itie |d  4)  un4  .  zleU  die 
Quadrativtirsel  aus,  so  ergiebt  »ich 

j     .  (diM_f!^  ds^ 

Wer  bezeicbo^  V^?T^^  das' Element  des  Bogens  der 
Oirve  und  es  ist  hier  k^pe  jer,.Verai|Ae^UcheD  X,  y  ood  «  als 

,  .  .Zusatz  t.  Nunmt '  niav»  wif  es  gewOhnlijäi  :ge8cWlit,  jfr.  «Ii« 
nppanabel,  aUo  .  :  ,  .   

aA^;^tfo'tebalt  liia»  sogleicb  •     'i'  ■       *  - :  \  - 

lo  dieser  Formel  pflegt  maa  wie  hier,  das  negative  %ßMtitigA'^ 
wllilfm ,  vreno  die  Gurve  gegiSn*  die"  -iUmcissenaxe  concav  ist. 

Unter  dersell»en  Voranssetzung,  daäs  (2i£9E=Osei»  erbSIt  man  ans 


und  80,  wenn  man       ans  4UU.  eAiminirt : 


Zusatz  2.  Mk^mt  man  5  als  nrvariabel  an,  setzt  also 

'        '   ♦     '  =        ...  • 

so  iiol^t  aak  I.;     ,  .  \     .  ,  ,  . 

^^K' \  '  \.  dyddijp    v^-^'i-f..  -         .  • 

Ülief  4er8e|]ben  Voranssetaan^.  folgt  aber  ans  dfizs,'.da^'\- 

dsddisssdxdda:, 

vttd  wenn  n^aii^  daher  ddx  ans  iV.  eliminirt .: 


V.  y=: 


d^dd* 
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Yiv  rc?!  dv  

Anmerkung.  Hiermit  sind  alle  einzelnen  Fälle,  tvelche  bei 
rechtmokligen  vnd  PolarooordinateD  yorkommen  kOnDeo,  erschüpft; 
da!];egi»i  lässt  sich  noch  eii)  recht  einfiicber  Ausdruck  fiir  den 
Krümmun!!:<il)albmpsser  darstellen,  indem  man  das  vom  Pol  M  auf 
die  Tansjente  in  P  gefällte  Ferpendiicel  MQ  alis  veränderliche 
Grüs^e  einführt.  Setzen  wir  demnach  MQ=p,  den  Winkel  PTJH, 
welchen  die  Tangeote  mit  der  AbsciMeDSie  biMbt»  =d  mid  den 
Winkel  QPilf=e;  so  iet  bekanntfich 

tangd=^,  siod=:^  und  cesd=^. 
Ferner  hai^  wir 

€  sss  ^  -I-  r, 

.        cosgrfy  +  sin  vdw 
aiBj=  . 

Snbetituirt  man  hier  die  Wwthe  von  dx  und  dg  aus  {.  %  unter 
No.  ^  und  4,  so  wird: 


und 


,  rdif 
sin  e=-gr* 


ITinmit  man  nun»  wie  in  j.  2.  Znsats  1,,  e  als  urFariabel,  also 

« 

an,  so  erhfilt  man  durch  Dilerentiatlon  der  letaten  Gleichung: 

''P=-Si  -HPr-. 

^rdrdv    r^dv  rdrdv'^4-drddr 

=-S   (S.a.Zo..i.) 

rdr  \r^dv^ — rdv  ddr  +  2</r*  dv  \ 

T  at*  

'  •  ,  .  .  ,  'Ii 

Veigieicbt  man  dieseo.  Werth  mit  IX.«  sp  erbiet  man  sogleich 

'    dp  f  -  .ii 

Es  scheint  nicht  unangemessen»  diese  seltener  vorkommende 
Fonael  durch  einige  Beispiele  zu  erläutern. : 
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Beispiel  1.  Es  sei /i™^(Taf.  JI.Fig.5.)  eine  Ellipse,  deren 
halbe  grosse  Ax^  =a  und  halbe  kWine  Axe  =6  ist.  Für  den 
Mittelpunkt  O  als  Anfani^spunkt  oder  Pol  und  die  grosse  Ax»  als 
Abscissenaxe,  sei  die  Absdsse  CQ  des  beliebigen  Knktes  Jfcar. 
die  Ordinate  MQ=:y,  der  l^adius  Vector  CM-r,    fMR  die  hl 

ö'ird«  «''^"^  «••'p* 

folgt  aogleicb 

„  .'1      cur  « 

1*  eroer  * 

d.  b.  vreU  mn  a  =  -7=^^==  ist: 

oder»  indem  man  c£r  elhninirt: 

Aus 

^  +  ^=1  und  Ä«  +  2^2--.y2 

erhält  man  aber 

^^^^^^^  j^^^ 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  4)  substituirt: 
Hieraiia  erhält  man  durch  Differentiatidn; 


and  8e  nach  XV. 


(a^  +  Ä«  — r2)' 
«6 


TheU  DL 
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Beispiel  %  Es  Melbe  atlw  wie  im  vorigen  Bei«piele>  jedoch 
tiMe  4ter  infaiKwpwokt  der  Coordinaten  oder  der  Pol  in  dem  eioen 
l^DunlrtrK^s  spi  der  Radius  Vector  F3Jz=:t'  und  da«  aus 
fZTe  Tan^^e«fe  geiälUe  Perpendikel  FT'=^p'.  Al^lann  .at, 
w«U  der  Aböta^  FC^ae  Ist,  wo 

e  — - 

a 

die  Ezcentricität  bezeichnet, 

p'  =z  p  i-  ae  tan  €t 

oder 

a6  -f  hex 

Ist  min  F  der  zweite  Brennpunkt,  so  wird  im  Dreiecke  FMF', 
dessen  Seite  FF'  w  C  halbirt  ist,  nach  eiuem  bekannten  ^^atze 
der  Elemeotargeometrie : 

und  so; 

2)  c*  +  6*  — 1^  =  201^— 

Ferner  aus      =     +  (ae  +  ar)« : 

Substituirt  man  nun  die  Ayertb«  vqp  2)  nbaS)  in  1);  soerhSltnunD 
Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 
und  nun  nach  XV. 

(2gr'  -r^«)^ 

y=—- s — 

Dloser  Ausdruck  würde  sich  auch  unmittelbar  ergeben  haben,  wenn 
man  dnn  Werth  von  a^  +  Ä'^— r*  aus  2)  in  die  Gleichung  für  y  des 
vorigen  Beispiels  substituirt  hätte. 

Beispiel  3.  Es  sei  (Tafai.  Fig.  60  eine  hyperb^^^ 

Spirallinie,  also  wenn  ^//Cüf  =©  und  derIUdiu»ye<iHr.^4RV 
gesetzt  wird*  ihre  Gleichung 
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wo  a  constant  ist.  Wie  gerade  Linie  TMR  sei  eioe  Tangente  ao 
dar  Cnnre»  diesdlw  bilde  veriSogert  mit  der  Aze  A€R  eioen  Win- 
kel =  8,   Ferner  sei  CT~p  das  Ton  C  auf  die  Tangente  gefällte 

Perpendikel,  endlich  CG^x  und  MG=y  die  rechtwink  Ii  i^rn  Coor- 
dlnateii  des  Punktes  3f  in  Bezug  auf  C  al&  Aniangspunkt  und  CR 
ixin  Abscissenaxe.    Da  nun  * 

« 

3)  y=xr sine; 

so  ergiebt  sich  durch  DifferentiatioQ  der  GleicIluogeD  1)«  2)  und  3) 
und  Verbindung  derselben: 

,             ,  rmvdv 
5)  a^^rcottvop-^.  ^ — . 

Hieraus  folgt:  '  • 

6)  taoffdss  =  : — — 


.  .  sin©  —  t^cosv 
7)  ein  o  = 


Penier 


8)  ÄG=subteng=rsiDi?gjj:^— , 


endUck,  weil  C7=:  Ci^  8in 


r©  ar 


Aus  lOj  fü%t:". 

dp 


und  so  nach  XV.  • 

y= — in» —  ' 

Substituirt  man  statt  r  seinen  Werth  durch  v  nach  1),  so  erhält 
MM  Mtk  t  ' 

•      .  •r»'-H3 — 


Ii 


✓ 
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s. 


BemerKuiisen  über  die  Kur^e  der 
Krttmmiiiii^smittelpuiikte. 

.  Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am.  Gjviiuuii^  sn  StraUund. 


Dass  der  geometrische  Ort  der  Krümmungsniittelpunkte  für 
die  Punkte  einer  Kurve  von  doppelter  Krümmung  keine  Evolute 
der  letztem  i^t,  bat  unter  Andero  Lacroix  im  Traitd  du  c'al- 
cul  diff.  etc.  Tom.  I.  p.  6*25.  Paris.  1810.  y  n  thetisch  und 
p.  630  —  31  mich  annlytlvSch  erwiosp!)  *).  Die  Kriimnumirsradien 
tanwiren  weder  den  Ort  der  Krummungsmittelpunkte,  noch  ist  das 
Differential  des  Bosens  d^r  lelztern  dem  Differential  des  Krüm- 
mungsradius gleich;' '  Ich;1iabe  die  Relation  zwischen  den  beiden 
Differentialien,  sowie  die  relatiTe  Lag^  der  T&ngente  und  des 
Krümmungsradius  aufge^ncht,  vras  meines  Wissens  noch  nicht  ge- 
schehen ist,  und  deshalli  hioi  mitiiftheiit  wird,  ,neil  es  bei  manchen 
Untersuchungen  von  Nutzen  sein  ka»n., 

Bezeichnet  x,  y  ,  z  einen  beliehigen  Punkt  einer  Kurve  im  - 
Räume«  a,  ß,  y  den  ihm  zugehüreoden  Krümmungsmitteipuukt «  q 
den  KrCmmungsbalhmesser, 

L  A(w-a)  +  ßQf-ß)  +  C(2-y)5:i0,:.'  :  ; 

.  die  Osculatiunsebene  ini  Punkte  x,  y,  z,  deren  Durchschnitt  mit 
der  Kugel  \ 

.2.  (.r~«)«  +  iy-ß)^  +  (^•-7)*= 

den  Osculationskreis  gieht,       jrehören  dem  letz trrri ,  wvW  er  durch, 
drei  unendlich  einander  benachbarte  Punkte  der  Kurve  i;oht,  bekannt- 
lich noch  folgende  Gleichungen  aa«  die.  durch  zweimalige  DifTereo- 
tiation  der  beiden  Torhergehendcrn  nach      y,  i  entstehen  : 


*)  Man  vei^L  aach  Li  1 1 r  o  w  aJtaiJ^■^JGe  o  m e  t r  i  e.  p.  294.  Wieo.  1883 
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6.  (a;-a)£'^x+(3(— /J)ö^  +  (i— y)8ai+a*«=0;        *  . 

'WO  ds'^  =  dx^  -|-  di',ist.  .  Man  fiodet  hier  die  Coefficienteii 
der  OscdatiensiBlteDe:  ' 

> 

(Azz:Bi/  d'^z  —  dz  c^y , 
'  7,     \  Bz=:dzv'^X--dxdH,      '•.      '    *  ' 

und  für  die  Coordinaten  des  Krümnmngsmittelpunktes  die  Glci- 
ebungen 

wenn  wir  sur  AbkOrjEting 

Cdy—BBz^zP, 


9. 


setzen.  Ellniinirt  man  aus  den  drei  Gleichtmgon  8.  .r  (nlso  auch 
jf,  z  als  bekannte  FunktioTien  von  x),  so  bekommt  man  zwei  Glei- 
chungen in  weiche  die  Kurve  der  Krünunungsmittelpunkte 
ausdrü^tfieo. 

Es  sei  nun  9  der  Winkel ,  welchen  die  Tangente  an  die  Kurve 

der  Krflniinungsmittelpunkte  in  einem  bestimmten  Punkte  derselben 
tt,  ß,  y  nut  dem  entsprechenden  Krümmungsradius  liUdet;  da  die 

Gleichungen  der  Tangente  sind  JT— «=gJ(Z-y),  r—ß=^{Z-Y); 
die  Gleichungen  des  Krümmungsradius         ars=  -(Zrr.t)» 

10.  CO, e=±  (''-')f>»+(9~ß)^ß  +  (»-y)8y, 

000 

WO  d<S=V^ 6a^  -f       ~^dv'^  das  Differential  des  Bottens  der  |Curve 
der  Kriinmiunmmittelimnkte  ^         Die  PlfferentiiSiotl  der  Glei- 
chung %  mit  'Kilckslcht  auf  4..  giebt  aber 

IL  (a?— o)öa  +  (y  — +  (i— y)öy==— ^0^,. .    .  , 
folglich  nach  10.  und  U«  ' 

12.  dQs=z±coaeba. 
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Es  kommt  jetzt  darauf  an ,  den  Winkel  G  zu  bestimmen.  Zu  dem 
Ende  niu<^s  man  eine  aoder«  KeUtioo  zwis^hea  den  Differentialen 

Bq,  Bo  suchen. 

Differenziren  wir  die  Gleicbongen  l,  qnd  4. ,  intei  Alles  ver- 
änderlich gfdaoht  wird»  und  lier&ksichtigen  dabei  3.  und  6.«  so 
kommt 

Eliminlrt  män  ans  diesw  beiden  äleicban^en  der  Reibe  nach  dy, 
dß,  du  und  setzt  snr  i^bkurzujig 

13.  (x—a)BA  +  («— jS)8J»+  (z— y)aC=-<ia«+Ä8p  -i-  CBy=iT, 
so  erhält  man 

r  QBa  —  Pdß  =  TBi, 
14.  <)  mß  —  QBy  =  rö.r,  • 

iSufi  betrachte  man  die  GIcichutig  11.;,  multiulicire  sie  der  Reihe 
nach  mit  P,  Q,  R  mä  setz«  Im  erstcÄ  Falle  far  Pdß,  POy,  im 
zweiten  für  QBa,  QBy,  im  dritten  für  RBa,  RBß  ihre  sich  aus  14. 
ergebenden  Werthe,  sq  ißftsmt  fnr  4-  Qig-ß)  +  =  üi 

iUda=Tvz{y^ß)~^Tdy{z-^y)^PQdQ, 

.      1^   <  Udß=^TBä!(z'-'y)^  ni(aj'^a)^Q^Q4 
.    C  üdYs^n^ia!--ti)^Td^(^--ß)^B^Q. 

Jetzt  qnadrlre  man  diese  Gleichungen,  addire  die  Qufttete  und 
»ehe  mti  Wuttel  aus,  so  erhSit  man 

+  ( 7^0?  (2 — y)-r  3r9z  (ar — «)  —  C^^a^)« 

Setzt  man  aber  für  x — «,  w  —  ß,  z  —  y  ihre  Werthe  aus  8.,  so 

wird  17= — — a«*;  hekannIHch  ist  aber  P^+^^W; 
=D^fi^  also 

17.  (;:=ra<^. 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  16.  giebt  die  Entwickelung 
t  301«  +  1 2Ta#.(«--^)^  mst«'^^^ 

/erner,  mit  Berücksichtiguog  von  8.: 

P|2z(i/-|5)-ay(z— y)}+  Qiaj;(2-.y)~ai(ar-ß)|     'f '■  ' 
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18.  Sjr^Sö^^V 

Weil  endlich  de^  Krüi^ungsradiius  ^z=i-^^  so  hat  man  statt  18. 
die  Gleichung 


19.  dü^^ a«« 


7*  7» 
•Aus  dieser  Relation  folgt  leicht  -j^^^vn^c  oder  sin^^j^^ 

iia«  +        -f  C8y    Daraua  sieht  man,  dass  B  zugleich  der 

Winkel  ist,  welchen  (Ue  Tangente  mit  iler  Osculationsebene  bil- 
det, daüs  folglich  die  Pröjection  der  Tangente  auf  die 
Osenlationsebene  der  Krümmungsradius  ist. 

Elit  die  Grösse  T  Ist  jetzt  ein  Ausdroelc  zu  suchen,  in  wel- 
chem Mos  die  Elemerte  der;  gegehiMi  J^p^  vorkoimneii.  Ein 
solcher  ergiebt  sich  leicht  «is 

Denn  man  bat 

fnlcrlich,  wenn  mau  diese  Werthe  in  die  vorhergehende  Gleichung, 
eiufiihrt  und  für  x  —  a,^ — /?,  z — y  ihre  Werthe  aus  8.  ninuut: 

:\-Bi{^xBhj^?f^B^x)\. 
Beseichnet  «  den  Flexion s Winkel«  so  Ist  bekanutermasseo 

2h  T  =  td^, 

und  die  CTÜsse  t,  also  auch  7* rprsrlnvinr^ct,  ndor  es  wird  0()=^-|-0(r, 
0  —  0,  wenn  die  ijegehene  Kurve  von  einlacher  Krünimuni;  i.st.  Nur 
in  diesem  Falle  ist  folglich  die  Kurve  der  Krümmungsmittelpunkte 
eine  Evolute  der  gegebenen. 

A    Ii  C 

^  Fj^  die  Verhältnisse  ;g  >  ^  >  2^  endlich  kann  man  die  Cosi- 
imsse  der  Neigungswinkel  der  Oscnlationedbane  gegen  dl«  Bb^n 


Digitized  by  Google 


72 

der        .xi,       einfibren ;  beisseo  diese  resp.      fi>^»  80k  ist 

oacli  20. : 

öl* 

22.  Tz:z  ~jj  (cos       +  cos  /iö^j^  +  cos  AB»») 
=  fß$(eMvS^x  4^  OOS  fid^  -|-  cos 

fr 


Beweis  eines  Theorems  ¥oii  den 
Keselsclmilten. 

Von  den 

flerrii  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  aiu  Gjninaaiam  zu  Stralsund. 


DarchTier  Punkte  in  einer  Ebene  sei  ein  beliebiger  Kegelschnitt 

Selegt ;  es  yvirü  die  Richtung  der  beiden  Axen  (der  einen  Axe 
er  Pnrabel)  gesucht. 

JSimmt  man  zwei  Gegenseiten  des  durch  die  vier  Punkte  bestimm* 
ten  Vierecks  als  Coor(1inatenaxen  an,  welche  den  Winkel  u  ein- 
scbliessen,  und  bezeichnet  die  Coordinaten  der  heiden  auf  der 
Axe  der  x  liegenden  Punkte  durch  a,  0;  0;  die  Coordinaten 
der  beiden  andern  auf  der  Axe  der  ^  liegenden  Punkte  durch  0  ,^ ; 
0>jS';  die  Gleichung  des  Kegelschnitts»  der  um  das  Viereck  be- 
ficnrieben  worden,  durch 

Ay^  +  IBxy  f       +  Wy  +  2£ar  +  F^O-^, 

80  hat  man  folgende  Relationen: 

1.  Ca«  +  2^;a+  F  =  0,  ,  ; 

2.  +  2f;«' +  F=  0, 

'  3.  Aß^-\^  2Dß  +  F  =  0,  ' 

Eliminirt  man  E  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen,  D  aus  den 
beiden,  anden,- so  kommt. 


Ist  mmA  d«c  VRiiicd»  irelchen  die  Axen  des  KagekchnitiB  mit 
der  Axft  der  j;  bilden ,  eo  hat  mao  bekanntecmamD 

r 

'  4 

ö.  taDg  ü  _  J_2^cos^^  +Ccos•2M ' 
folgUch,  wenn  nmo  die  Wertfae  yjffl  ^dl  und  C  aus  Ö«  In  6.  einifilift  • 

Damit  ist  die  l^cbCung  der  Axen  nnr  von  dem  Verh&ltniss  -p  ab- 

häugie  und  somit  Doch  uDbestimmt,  wie  es  auch  sein  muss,  in 
dem  dnrcb  vier  Pnnlcte  unendlich  Tim  Linicin  iweiten  Grades  gelegt 
werden  künnen. 

B 

Indessen  giebf  es  einen  Fall,  in  wclrhciii  tamz;  '2^  von  ^  un- 
abhängig ist,  und  um  diesen  aufzufinden»  setze  mau  t  ini:  '2^=y,  indem 
y  eine  eonstante  Grösse  bezeichnen  soll*.  Bringt  man  die  Gleichung 

Fßß'  sin  2u  —  IBact'  ßß'  sin  u  _ 
F(cta'  fß^ew^)  ^^Bjbo' ßß'coau'^.^ 

auf  Null»  60  erhält  man  -        '  » 

F\  ßy  sin  iff — Y  (at^-^ßß^  eos  2«)  |  -  Wtu^  ßß*  (si  n  u-^  cos  u)  ^0, 

und. da  die«e  Gleichung  für  jedes  B  gelten  soll,  einzeln  : 

a  /?i5'sin2tt-r(««'  +  ?i3'co82*f)=:0,  .  ■  ' 

; .        9.  sintc — ycosu=:0.  •  • 

filfaninirt  ina4i  y<  aus- diesen  beiden  Gleichungen»  .se  ^ntstebt 
(ßß'  '~tu/)  sin  ti.=Q,.also  ,  da  sin  u  nicht  verschnindetv- 

.     •       ■■     '    •  '      '  ^  >■•.•♦;::•« 

,     10.  ßß'  =  aa', 

fl|p|!n  erhält  fi^foeir  aus  d.  tongtfsjr«  also  . 

11.  tang  2|  =  tang 

Ifan  übersieht  leicht ,  dass  der  Gleichung  10.  der  Fall  entspriebt. 
In  welchem  die  vier  tPunlcte  in  einer  Kreislinie  liegen»  und  da 
nach  11.  * 

{ssjii  und  {=W-f-{tt, 

PO  haben  wir  lolgrndes  Theorem,  weiches  mir  vor  längerer  Zeit 
als  ein  von  Clausen  gefundenes  von  dem  Uerm  Herausgebec 
gelegentlich  zum  Beweise  vorgelegt  wurde: 
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„Beschreibt  man  durch  vier  in  einer  kreislinie 
liegende  Punkte  uneudlich  viele  Linien  des  zwei- 
ten Grades,  80  sind  der^Q  Axen  eioer  pind  der- 
selben Richtung  pArallet,  derjetti^en  nämtlch. 
welche  die  von  den  GegenseiC««  des  YlW^dt» 
gebildeten  Winkel  haibirt/' 


VI 


Elementare  Darj^telluiiK  einer  lischst 
einfaelien ,  Bereclmiinff  dc^  HreteYei^ 

.  Herrn  tiactor  Wilh.  llatzka, 

PrafeMor  der  Mathematik  an  Tan^«.  :         '  r 


1.  J.  Schwab  (cesforben  1813  zn  Nancy)  bat  bekanntlich 
in  einem  kleinen  Werkcnen  (El em ans  de  eöoraetrif».  8.  Nancy. 
1813.  p.  104)  ein  äusserst  eini'acheä  Veriabren  gelehrt  *),  das 
Ver hältui SS  der  Kreislinie  zum  Durchmesser  näherungs- 
weise zu  bestimmen,  weiches  auch  lieretts  einige  (freiliqh  nur 
wknAge)  neuere  Lehrbficher  der  Geometrie  aufgen^mifm  hlihen ; 
S.  B.  Vincent  in  seinem  Tours  de  göometrie. 

Es  gründet  sich  diese«  Verfahren  auf  den  leicht  nachweis- 
baren Zusammeuhang  umfang^gleicher  iegeiuüii»i»iger  Vieleck e^  dass, 
wenn  R,  r  bei  einem  regelmSssigen  necke»  und^JB'^  r'  bei  eineipr 
legeimlaiBigen  Anecke ,  welche  gleiche  Umlängie  haben ,  die  fllittl- 
messer  der  um-  und  eingeechriebeDen  Kreise  Torstelien» 


n 


*)  Terquem  weist  in  Lieavilts  „Journal  de  matUem.''  (.3. 
an.  1S98,  p.M.  nach,  dan  «dioo  Hevcarte«  („OeuTret  de  Deccar- 
tea'*-pabi.  par  \.  Cousin,  t.  11.  \>.  442.)  diesen  Vorji^ng  gelehrt  und 
l?ali»r  ?m  J.  1T63  („Not!  comm.  Petrop. f  f^.  p.  )r>7  )  darauf  auf- 
merksam geuiaefal  liat.  —  ,So  mus«  das  in  den  Bibliotheken,  Vergrabene 
Immer  wnner  nen  er faatteit  iteriea  1 
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ist.  Verdoppelt  man  nno  die  Seitenzahl  fortwährend  dnd  atelll  Ai^ 
Halbmesser  der  saccessivea  Vielecke  io  die  Keih»  ^ 

r,Ä;  r',Ä';   r'',iR";  i^,Ä*'; 

8o  ist  vom  flritten  Gliede  an  jedes  folgende  erst  das  arithmetische 
und  dann  das  geometrische  Mittel;  ja  sogar,  wenn  bei  weiterem 
Vorscbreiteo  die  Glieder  sich  hinreichend  einander  genähert  haben^ 
auch  anr  das  arithmetiscbe  IMittel  seiner  |>eideB  Vorgänger.  Und 
die  Grenze  der  Glieder  ist  der  Halbmesser  des  Kreises,  tob  dem* 
selben  Umfange,  wie  alle  diese  res^elmrissiajen  Vielecke. 

Sind  dann  einmal  zwei  solche  (ilieder^und  //erreicht,  deren 
geometrisches  Mittel  mit  dem  arithmetischen  in  so  viel  De^imal- 
ziffern  als  mao  fDr  die  Grenze  verlangt,  übereinstimmt,  so  findet 

man  sogleich  die  geforderte  Grenze:  z=zB-{- ' — — —   j— . 

2.  Leider  iSsst  ^e«e  so  ksicht  herzuleitende  und  hOebst  ein* 
fache  Rechoung»  weil  der  Zusammenhang  der  eigentlich  zu  suchen- 
den Zahl,  TT,  mit  der  vorhiufiir  zn  herechnenaen  HilfsgrMse 
Halbmesser  des  Kreises  von  gegebenem  Umfange  —  nicht  offen 
und  klar^vor  Augen  liegt,  nicht  überschauen,  wie  man  dem  vor- 
ftesteckten  Ziele,  d.  i.  dem  Verhältnisse -der  Kreislinie  zu  ihrem 
Durchmesser,  durch  allmälige  Feststellung  seiner  nach  einander 
folgendon  nezimalziffern.  Schritt  für  Schritt  nfiher  ruClit,  was  man 
bei  einem  mündlichen  Vortrage  dieses  Verfahrens  ungern  vermisst. 
Das  bewog  mich,  eine  andere  Hilfsgrösse  ausflndig  zu  machen, 
welche  diesem  Mangel  abhilft.  AU  solche  fand  ich ,  lirie  die  naeh- 
folgendeHerleitung  ausw^sen  soll,  am  insagendsten  das  omgekerte 

obige  Verhältniss , nemllch  jenes  des  Durchmessers  zur 

Kreislinie,  so  wie  zum  Umfange  des  ein-  oder  umge- 
schriebenen regelmässigen  Vieleckes^  da  man  hier  ^ie« 
seihe  bequMne  wiederholt  abwechselnd«  fierecftnung  des  arithme- 
tischen und  geometrischen  Mittels  benützen  darf. 

.  3.  Sei  (in  Taf.  III.  Fig.  1.)  d  der  Darchmmer  eineft  Krei* 
8e»j  von  dem  ihm  eingeschriebenen  regeimSSsii^^^n  neckeuqd  ftiecl» 

eine  Seite  AB  und  A(y,  der  Umfang  p  und  p' ;  von  dem  umge- 
schriebenen regelmässigen  7;ecke  und  Zwecke  eine  halbe  Seite  CiS 
und  Gß,  der  Ilmfang  P  und      ;  iso  dass  man  hat: 

*  ) 

also 


4-i .  Hiecven  bewitae«  wir  vor  Allem  die  Proportion 
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verlatiifern  CO  rxim  Durchmesser  CJ  «nd  Mmd  il«/,  ffodiilidh 
^JDAo^OGH  wifd  *).  Aus  di«6eiu  lofet: 

Mmt  wird  : 

Zur  Wegschaffung  der  //>  betrachteo  wir  das  Dreieck  OCEy 
in  weichem  2)^11  CfTjLOr;  daher  erhalten  Wir 

ODiDA  =  OCzCE,  :  ' 

wegen />^:p  =  Ci5;:P:  .  . 


!  1 

luid., hieraus.» 


Bfifhin  gebeo  beide  Proportionen,  vereint' 

.1-  : ;«  M  /  *  . 

und  sofort,  wen«  />,  P,  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Längen- 
einheit .die  Maassanblen.  oder  Zahlwerthe  der  betrefenden  viel« 
eclt»*Uiiifönge  vorstellen: 

So  einfiicb  aueb  diese  Gleiebung  schon  ist,  so  wird  sle-docb  noch 
einfacher^'  wenn  man  ihr  Umgekehrtes  nbmnt.nnd  die  Tbdiliing 
einaelii  "Vollbringt;  da  dann  - 


wird.  Ihr  gemäss  ist  für  jede  Länp^enelnheit  der  umgekehrte  (re- 
ciproke)  Werth  des  Umfanges  P  des  umgcschrie!)pnen  Zwecks  das 
arithmetische  Mittel  der  umgekehrten  Werthe  der  ümfänge  p  und 
P  der  ein-  und  umgeschriebenen  necke ;  oder  der  Umfang  P*  des 


*)  AehnKdie.  to  wie  aach  coamente  Dreiecke  pflogo  leb  jedeneit 

so  zu  LezelchnMi)  dass  gletchTlelte  Buchstaben  die  Spitzen  gleicher  Win- 
kel andeuten ;  wonach  wiihi  j6de  zwei  mit  prft'^rhvicUen  Buchstaben  be- 
zeichneteii  Seiten  homolog  sind,  und  man  dumgcmäss  sehr  leicht  über- 
'  '  I,  wetjdie  Winkel  glddi  and  welche  Seiten  gleicbliagend  teien. 
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uil^fMdirieteiiAa  l^j^ecks  itfNdas  harmonische  Mittel  der  Urnftoge 
und  P  der  eki-  und  umgcschnebeneh  necke  *). 

5.  Die  bei  F  und  D  rechtwinkligen  Dreiecke  CDA  und  CFO 
hH!>en  den  Winkel  an  C  geiiweinachaftllch also  sind  sie  ähnlich, 
und  daher  ist  V  /  *  '  ' 


folglich 

Ferner  ist  zur  Eiiinination  von  PO  im  e  OGfl  die  t  A  II  frÄ^ 

j.  mithin, 


^ 

I 


I»  «»-1 


'»*  >  .1  •  i . 


nämlich      .  i. .  •  . . .        u'...:.  '\iUi' 

ateo  giebt  di^  Vereiillgung(|i6i^er  I^ofi^rtionen  die  neue 


I  ■  w :  I  Ii. 


«li^.hNrm*:fir«»H»:.fvieder  7^ ;  i^'y^jP^di« j^Sablwrerthe der  MreibiH 
dmi  ÜmfiEA^  vorstellen»  ist  'A\i\\<*y  • 

Nbmt  mm,  der  Gleichföniu|;keit  we^eo,  auch  hiervon  das  Um- 
gekehrte, so  ivird  f'  ' 


i— i/L  ± 


ir;  -jS»,;  I^ivlfichen  dei^  Umfangen  p  und  iP  der  beiden  regelmässh 
gttn  liecke  besteht  eines  TheiTs  die  Proportionalität  decselben  zU 

tai  Bi|11vtoesBern'  ODond  ^  der  ihnen  Meinjg^8cllHebenen''KHfllMi;^ 

»1  '11'  >  •  •  ■  M'  ' ..         •  •  ♦ 


«nd-  aiidern  Theile  Ist  Im  rMlitivinkligefi  Dreieche.Oilll^ 


*y>  Ili<i.  lctz(«re\Aa«1effiin^  obiger .  Gleachiing^  fiind^h:.bldi  in  van 
Swln'deii's  ,','EIoin.  d.  Geom.'S  übersetzt  Von  Jacob!,  Jena  1834, 

kanoten.  * 
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Diese  Proportion  wM  ▼ereinfaditj  wenn  naii  dmdi  nuA  d* 
theilend  ihr  die  Form  anweist: 


oder 


so  das»  man  danach  aus  jedem  der  umgekehrten  Werthe  der  Um- 
fönge  p  und  P  den  des  andern  leicht  berechnen  irann. 


7.  Die  letzte  Gleichung  macht  dadurch,  dass  sie  noch  mehr 
an  Einfachheit  gewinnt»  wenn  man  sie  mit      mnitiplizirt»  <d.'  h* 

>  Umfönge  »  ui  " 
nimmt,  folgücn  in 


die  Ümfönge  ^  und  P  xtt  dem  Darchmesser  d  ins  Verhfiltniss 


übersieht,  darauf  aufmerksam ,  dass  dieses  Verfahren  füjrlich  auch 
auj  die  iriihereu  zwei  Gieichuugeu  anzuwenden  sei.  Geschieht 
dies^  Indem  man  seil)«  mit  d  mnlünliairt,  so  eilialten  sie  folgeade 
Gestalt: 


8.  Kennt  man  demnadi  eines  der  beiden  VerhftltDisse  i  und 

so  snehf  man  das  andere  mitteist  der  Glefchnng  (1.)»  dam  an 

^  d 
yuiso  gemäss  der.  Gieichttiig.(2.)  das  arithme.tische  Mittel  pf^  unA 

zu  diesem  und  zum  nächst  vorhergehendeD  Verhältnisse -^gemSss 

d 

der  Gleichung  (3.)  da^  geumetrische  Mittel  — >.  * 

Auf  diese  Weiss  Hegt  jedes  nachfolgende  Verbfiltniss  zwischen 

den  zHoi  iTn7niftpn>ar  vornergehenden  und  diese  Verhältnisse  nähern 

sich,  bei  unendlichem  Wachsen  der  Seitenzahl  n,  einer  Grenze» 

welche»  weU  für  lim  n=x,  wenn  man  die  Kreislinie  c  nennt^ 

'  iL       c  '  \ 

sowohl  lim  psse  als  anth  lim  Pss  ist»  ^^'ssli^ssl  sein 
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» 

inus8.  Da  nun  auch  diese  Grenze  zwischen  je<Ien  zwei  nacil  eiB- 
Aüder  bepechi^teü  Verhältoissen  Hegt»  so  müssen  diejenii^eii  iiiid 
so  viele  Anfaiigsziffern  derselben  richtig  be&tuumt  ^eiu,  als  welche 
und  wie  viele  in  beiden  VerhSltnissen  die  nemlicben  siod. 

9.  Legt  man  z.  B.  das  eioj^eäcbriebeoe  regelmässige  kiechs* 
eck>  1»=^  zu  Grande,  ,eo  ist  seine  Seite  gleicii  dem  Jülbmesfier 

-o ;  daher  sein  Umfang        .     •  '      !  * 

 p=^&-^:^'6d  und  sonach  — "  \ 

Daraus  fiD,d^t  man  ,  - 

Bedient  man  sich  bei  der  weitem  Rechnung  der  Tstelügen  Loga- 
TUbnien»  so  ÜDdet  mfio  albuälig  folgende  zysaipmengehdpgf  u  Ver- 
1i8ltnis||w.: . 


«f. 


«  ■ 

4tP 

(l:p 

0-288675  • 

0-333333 

12 

0-311004 

0-321Ü75 

24 

0-3192i>0 

48 

0*317^ 

0-31^^. 

Ton  0  319220  und  0-317854  ist  das  arithmetische  Mittel  =0*318537 

hinreichend  nahe  n^loirh  dmi  {:;^eometnscheD  0*3185364,  Nimmt  man 
nnn  die  beiden  letzten  Zahlen  0'317H54 

und  0'3i b;336  '     "      '        .  ■ 

so  ist  ihr  Unterschied  .......  082  .  ^; 

sein  Difttel   227 

♦  m     ^^^^^         -  -      '  ^        '    "       ^  .1 

'     also  die  Grenze  ^  s  O'318309. 

Es  Ist  demnach  in  6  Anfaiigsziffern  nahe  richtig  i=:€f:c=0*318309; 

daher  findet  man  das  eicjentlich  vcrlang^te  Kroisvorhfiltniss  Trrr-etrf 
=3'14160.  Der  ri«  htlce  \Verth  ist  78=3  141  DÜiüö,  daher  der  ge* 
fuidene  erst  in  der  titen  Ziffer  um  1  zu  ^ross. 


N  a  ob  1 1  a  g.  ■  * 

lOl.  Eben  als  Ich  das  Maouscript  zur  Absendung  tierelt  lege» 
i^Ut  mir  Docb  der  Gedanke  bei ,  dass  sich  seihst  der  Methode 
Schwab*s  der  Vortheil  verschaffen  lässt,  nicht  erst  die  entfern- 
tere Hilfsgrosse,  den  Halbmesser  des  Kreises,  von  voraus  festee- 
setzlem  Umfange,  sondern  die  dem  gebuchten  n  nächste  Hilfs- 

grösse^  — ,  sogleich  zu  berechnen»  indApn  man  gleich  im  Anfang 


Digitized  by  Google 


86 

der  RechnuTicr  von  den  Halbmessern  der  regelmässigen  Vielecke 
auf  die  Verlialfni^se  tbrer  Durchmesser  zu  ihrem  sich  gleich  blei- 
benden ümtaiigo  übergeht. 

11.  Hiebei  nehme  ich  zugleich  Gelegenheit,  obige  Beziehungs- 
gleichungen zwischen  den  VieleckshaRrmessern  nach  einem  Verfäi- 
ren  abzuleiten ,  das  noch  einfacher  und  flberschaulicher  als  das  voa 
Schwab  a.  a.  O.  qiewiesene  ist,  und  welches,  wie  mir  mein  ver- 
ehrter Freund,  Herr  Professor  und  Regierungsrath  von  Ettings- 
hausen,  im  Juli  1838  erzählte,  sein  damaliger  Adjunct,  nunmeh- 
riger Professor  der  Physik  zu  Innsbruck,  Herr  Baumgarten,  in 
•inem  alten  Baebe  gefunden  habe. 

12.  Sei  (in  Taf.  III.  Fig.  2.)  AB  die  SeHe  eines  regelmässi- 
gen ,  einem  Kreise  eingeschriebenen  Vielecks.  Führt  man  auf  sie 
senkrecht  den  Halbmesser  OC,  so  balbirt  dieser  den  Winkel 
AOBy  und  die  Sehnen  CA,  CB  werden  einander  gleich.  Verbin- 
det man  die  Mitten  ji'  und  ß'  dersolhen  flurch  die  Gerade  A'JB*; 
60  ist  sie  die  Seite,  OD'  der  kleinere  und  ÜA'  der  grössere  Halb- 
messer  eines  regelmässigen  Vieleckes,  wetcbes  doppelt  se  ^el 
Seiten,  aber  doch  denselben  Umfang  wie  das  gegebene  hat. 

Denn  so  nie  OC  den  Winkel  AGB  halbirt,  cf)eri  so  halbiren 
die  zu  den  IVIitten  A'  und  B'  der  gleichen  Sehnen  (  A  und  CB 
gehenden  Kadienvectoren  OA'  und  ÜJJ'  wieder  seine  Hälften  COA 
und  COB;  folglidi  ist 

COA'z^A'  OA^  COB' ^B' OB  =  \AOB 

und 

A'OB^C0A'^C0B=\AÜB.     .    :  • 
•  .       .  -• 

Femer  Hegen  die  gleichen  Sehnen  CA»  CB,  also  auch  ihre  Mt- 

ten  A',  Jt,  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  ab,  nemlich  es  ist  OA' 
=:OB\  daher  das  Dreieck  A' OB'  gleichschenklig,  und  des  Win- 
kels A'OB'  Hall)irung«lime  OD'±A'B';  folglich  ist  A  GB'  der 
Winkel  am  Mittelpunkte,  A'B'  die  Seite,  OA'  der  grössere  und 
OJ/  der  kleinere  Halbmesser  eines  regelmässigen  Vielecks  von 
doppelt  so  viel  Seiten,  als  ihrer  das  gegebene  besitzt. 

Weil  endlich  \m  Dreieck  ABC  die  A'B*  \\  AB,  als  zugleich 
senkrecht  auf  der  ÜC,  ist,  dabei  CA'  und  CB'  die  Hälften  der 
Seiten  CA  und  CB,  also  zu  diesen  proportional  sind:  muss  A^B 
gleichfalls  'die  Hälfte  derselben  AB  sein.^-  Das  entstehende  regel- 
mässige Vieleck  hat  daher  doppelt  so  viel»  abür  balb  sn.  kkm« 
Seiten  als  das  ursprflngiicbey  mitbin  einen  eben  so  grossen  Um- 
fang wie  dieses.  ^ 

13.  Sei  nun  O  i  —  OB=OCz=R  der  grössere,  0/>=r  der 
kleinere  Halbmesser  im  ursprünglichen  regelmässigen  Vieleck;  da- 
her im  doppelt-  so  viel-seitigen  der  grössere  Halbmesser  OA' 
»Ojr=K' und  der  kleinere  l)/)'^^. 

-So  wie  CA'^AÄ'  muss  wegen  A'VWAD  auch  CD'=J}iy, 
^go^ 4ie  Mitte  von  CD  sein ;  dann  ist  O/^'  das  aritbmeti^dpe 
fl^i^ql  jfiU  .OC  und  OD,  nemlich 
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oder 


Die  OA'  ist,  >yeil  aul  ihr  die  AC  «eiikrecht  steht,  eine  Projec- 
tlon  der  OC;  uud  Oiy ,  weil  auf  ihr  die  A'B'  senkrecht  steht, 
ihre  Rückprojection ;  oder  in  dem  bei  A*  reclitwiDliligeD  Dreiecke 
OA'C  \st  A'D'J-OC;  daher  ist  OA'  die  mittlere  Proportionale 
2K-ischen  OC  und  OD* ;  nemllch  ^ 


oder 

Mithin  ist 


QCzOA*  =  OA'zOJy, 
=:  *). 


14.  Bezeichnen  wir  jetzt  bei  diesen  zwei  regelmässigen  Viel- 
ecken ihre  kleineren  Durchmesser  mit  d,  d'  und  ihre  grüssereo 
mit  D,  W ,  Bo  dass  diese  Dttrchmes|ser  jffio  Doppelten  der  sIeich- 
nami^en  Halbmesser  r,  r',  W  vorcitelfenr  beateheD  zwischen 
den  Durchmessern  ähnliche  Gleichungen  wie  zwischen  den  gleich* 
namigen  Halbniessom ,  nemlich: 


Stellen  rrir  endlich  noch  durch  p  den  in  beiden  Vielecken  ;[;leiehen 
Umfang  vor,  so  •^elteü  oflfenbar  auch  noch  ähnliche  Gleichungen 
für  die  Verhallnisse  der  vier  verhundeueu  Durchmesser  zu  diesem 

•ich  gleich  bleibenden  Umfange,  nümlich 

j 

a 
p 

Folglich  Ist 

d'  d 
erstlich  —  das  arithmetische  Mittel  ¥on  —  und 

P  P  P 

dann  ^  das  geometrische  Mittel  von^  und  ^« 
P  P  P 

15.    Geht  TTinn  nun  auch  hier  vom  regelmassigen  Sechsecke 
ans.  so  ist  seine  ^eite  AB=zh,  daher  sein  Um£wg  p^QR.  und 
•  1}    2/2    1  R 

das  Verbiltdlss  '^^g^"^*  Zugleich  macht  die  halbe  Seite 

mit  den  beiden  Halbmessern  r  und  R  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  H^^ottnuse  l?  ist;  folglich  hat  quin 


Zur  Ableitung  dieser  S&l^e  in  12.  und  13.'  irürde  auch  tchon  die 

ein 


auf  einer  Seite  der      liegende  Htilbich^d  der  Figitr 

Theil  IX. 
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-jj  ?;=JB»  und  daraus  r^-g  V3. 
Mitbin  ist  das  Verhältniss 

1         f/  V 

Mau  läult  daher  von  denselben  zMei  Zahlen  g  V3i^—  uwl  ^ 

_     ans  und  rechnet  in^  gleieliter  'l^^yBe^;  *  fdlglich  erhält  man  auch 

dieselbe  Zablenreihe  wie  in  obigem  TSfelchen  in  Art,  9. ,  nur  wird 
das  Verhältotös  s  durch  —  ersetzt.  Demnach  ündet  man  auch  wie- 

Fi 

der  als  Grenzverhältniss  • 

c  ff* 

15.  SchlnssJiemerkung.  Diese  letztere  Rechmin^swelse 
des  Kireisverh^I^nisses  lässt  sich  also  nicht  Mos  am  einlacbsten 
d«rchfiiTiren  ,  sori(T(^rn  auch  am  leichtesten  rein  <rcometiiiscli<ablei* 
tenT.und>obui^düfti|;c  sie.. wobl  diexivorziigUchste  sein. 


I  '>:  ■  •* 

I  • 

*  1  •  * 


IX. 

Velber  den  Satzr  toh  dem^^DUialte  der 

Obelisken. 

dem  Herausgeber. 


Herr  Oborlehrer  K.  Koppe  an  dfcm  G^innii>^uii^;>^  äoe^t 
hkt  sich  bekanntlich  durch  die  sehr  zweckmässigöVElni^hrung  einer 

mente  der  Stereometrie  verdloilt  ^ gemacht i  utld  '  d^i*^  Inhaltsffo^->' 

stimmuns^  auf  einen  bemerkenswerthen  Satz  zurückgeführt.  Für 
diiQsen  Satz  hat  Herr  Koppe  selbst  in  einem  besondern,  unter 
döm  ilifdh  Ein  neuer  Lehrsatz  der  Ster^ ome,trie.'  Voi^. 
Karl  IfBppe.  Essen.  1843.  erschienenen  Schriftoheii  und  in 
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seinen  Anfangs  gründen  der  reinen  Mathematik.  Zwei- 
ter Theil.  Zweite  x\uflage.,  Essen.  1846,  ferner  Herr  Pro- 
fessor Steiner  in  Crelle's  Journal.  Band  23.  Heft  3.,  und 
Herr  Professor  Bretschneider  in  seinem  Lehrgebäude  der 
n  i  e  d  e  r  11  G  e  o  n»  e  t  r  i  e.  Jena.  1844.  elementare  Beweise  gegeben. 
Ich  glaube,  aber,  dass  diese  Beweise,'  wenn  aucb  nicht  in  ihrem 
Wesen,  doi^  in  der  Form  lioch  eiber  Vereini^öhang  fähig  sind, 
da  der  Satz  wirklich  an  siW  So  einfach  ist ,  dass  er  sich  ei^^nt- 
lich,  bei  nur  einiger  aufmerksamen  Betrachtung,  auf  der  Stelle 
ganz  von  selbst  darbietet,  und  ^\ill  daher  in  diesem  Aufsätze  die 
Art  ufid  W^is€^  wie  ich  den  Beweis  darstellen  würde,  in  der 
Kffrze  nüttfaeiien. 

IL 


Ein  Obelisk  ist 


ist  ein  Körper  ^  welcher  von  z^ei  parj^lelen 
Vielecken  von  gleich  vieten  Seiten  als  Grundflachen  una  eben  so 
vielen  Trapezen,  als  die^  GrundUucheu  Seiten  haben,  als  Seiten- 
flacnen  eingeschlossen' wird. 

.  '  Die  Anzahl  der  Seiten  der  beiden  C»nindKächen  bestimmt  zu- 
glefcAiafaeh  die 'Anzahl  dter  Seiten  des  Obelisken. 

Die'Ciftfe^fiun^  dci-  betten  päralleleu^Orundflächen  von'eS^ 
m  ^^iid^dtS  üb     ^es^ (ybelfsfen'  ge%ää%i 

..  ..Die  Figur,  .weiche,  entsteht',  lirenn.  ein  .ObeBsk.  von  einer  .sei«» 
den  Grundflächen' f^arAlielen  Ebene  in  deicheu  Abständen.  Ton.<dm 
bciäe^i  Grundila  eben  geschnitten  wira>  heisst' seine'  mittlere 
Durchschuittsfigur. 

Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  der 
einen  der  beiden  Grundflachen  Parallelen  zu  den  Seitenkanten  eitles 
Obelisken  zieht,  so  heisst  das  Vieleck,  dessen  Ecken  die  Durch 


schnittspunkte  dieser  Parallelen  n)i|  der  mittlem  Durchschnittstigur 
sind,  die  Ergänzungsfigur  cfes  Obelisken  *). 

S^lir"^ laicht  Jässt  siclil'l/ewtilsen  vi^^^^  hier  ,  keiner 

b^'s^6V^e^^  l^Jaj^^^  die  beiden  Griinaflächen  eines  Obe-^ 

I|£fi^n  und  dessen  mittlere  I)urcb.scbnitti[jn;,qir  jederzeit  gleiche. 
Wjnkel  li^iben  und  dass  jeder  dreiseitiire  Ohelislc  eine  abgekürzte 
drelseitig'e  JPyrandde  ist,  d.  h.  das.s  die  Seitenkanten  eines  drei- 
seitigeh jOheliskeu ,  gehörig  verlängert,  jederzeit  in  (einem  luid  deuv- 
siinflln'*.l'iinkte  ziisamnien^tossen.  Eben  so  leicht  erhellet^  da^' 
die  mittlere  DurcbschnittsOuur  und  die  Ergänzungfsfigur  imni'eirj 
gleiche  Winkel  haben.'  Endlich  lallt  auch  auf  «ler  Stelle  in  die 
Ä\^j^feh ,  .4äss  die  Seiten  der  mittleren  Durchschnittsdgur  die  hal- 
bi^n  Sutüiiie\i,  die  Seitep  der  Ergänzungsfigur  die  halben  pifferen- 
zeh  d4F  Ifineb  naratl<§töii  Selteo  der  GruAdflSchen  des  Obelis- 


Ergänanngf-* 

durch  einen 


loe.  liiiMas  antf 


«ileiehtert,  wie  et  mir  scheint,  die  Dantellnng  des  BeweiMt. 

6* 
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III. 

Wenn  mau  io  Taf.  Iii.  Fi^.  3.  durch  eine  Ecke  A  eines  drei- 
seitigen Obelisken  ABCA'&Ü  eine  der  dieser  Ecke  iregenüber- 
stehenden  Seitenfläche  BCB'C  parallele  Ebene  AiyE'  legt,  so 
entstellt  ein  Körper  ABC0D'E'O,  «eich  er  von  dem  Dreieck 
ABC  und  Viereck  B'IV E'C  als  paralieloTi  Grundflächen,  und  dem  » 
Trapez  BCBC,  den  beiden  Paraileloeraramen.4/?Ä'Z>'  undy4CC£' 
und  dem  Dreieck  AI^E'  als  Seitenflächen  eingeschlossen  wird. 

Jeder  Körper  ABCDEFG  (Taf.lll.  Fig.  4.)  dieser  Art 
ist  einem  Prisma  gleich,  welches  die  mittlere  Durch- 
schnittsfigur  D^EfPG*  des  Körpers  zur  Grnndiläche 
und  die  Entfernung  seiner  parallelen  Grundflächen 
von  einander,  d.  h.  seine  Höhe,  zur  Höhe  hat* 

Die  Richt'mlNoU  liiervon  erhellet  auf  der  Stelle,  vveim  man 
durch  die  Linie  D'E'  eine  den  parallelen  Linien  AF ,  CG  parallele 
Ebene  lest,  welche  die  nutiiiuenralls  gehörig  erweiterten  Grund- 
flächen ABC  und  DEFG  in  den  I  minien  HJ  und  KL^  die  eben* 
falls»  weim  es  nüthi<;  ist,  gehörig  erweiterten  parallelen  Seiten« 
flächen  BCDG  und  AEF  in  den  Linien  HK  und  JL  schneidet. 
Dadurch  erhält  man  die  beiden  dreiseitigen  Prismen  ABHJD  E' 
und  DEKLD'E'  i  von  denen  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  sie  zur 
Deckung  gebracht  werden  können,  wobei  man  sieh  am  besten 
etwa  das  obere  Prisma  um  die  Linie  D^E'  gedreht  nnd  in  das 
untere  Prisraa  gelegt  denkt.  Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf 
der  Stflle  durch  die  einfachsten  Schlüsse  die  zu  beweisende  Gleich- 
heit des  Körpers  ABCÜEFG  und  deü  L^nniua.  ACHJFGKL,  was 
hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 


IV. 

VVenn^nun  ABCDEA' B CD'E'  (Taf.  III.  Fig.  5.)  ein  OhoHsk 
von  beliebiger  Seitenzahl  ist,  bo  lege  man  durch  eine  Ix  Ii*  bit^e 
Ecke  J  die  den  Seitenkanten  BB' ,  CV ,  DD\  EE'  parallelen 
Linien  AB*,  AC ,  Aiy,  AET,  und  ziehe  die  Lmlen  CIT, 
DPE*^  wodurch  man  die  Pyramide  AA'B"C'D"E"  erhält  Zieht 
man  nun  noch  die  Linien  AC,  AD  und  (^(  " ,  D' D" .  so  sind 
ABCB'CB"C\  ACbCD'C'D",  y4Z)/:/> offenbar  Kur- 

{»er  von  der  Beschaffenheit  der  in  HL  betrachteten  Körper.  Ueber- 
egt  man  daher  jetzt  nur,  dass  der  Obelisk,  dessen  mittlere  Durch* 
dcnnittsGgur ,  E^rgänzungsfi^r»  Hohe,  und  Inhalt  wir  respective 
durch  Mi  E,  H,  O  bezeicnnen  wollen,  die  Summe  der  Pyramide 
AA B" i"iy  E"  und  der  drei  vorher  ijenannten  Körper,  .«o  wie  fer- 
ner, dass  nach  einem  aligemein  bekannten  stereometrischen  Satze 
der  Inhalt  der  GrundflSche  der  Pyramide  offenbar  dass  end- 
lich die  Summe  der  luittlern  Durcbschnittsfiguren  der  drei  die 
Pyramide  zum  Obelisken  ergänzenden  Kurper  ai^osdieinlidi 
Fj  ist;  so  erhellet  nach  dem  bekannten  Saf^e  von  dem  In- 
halte der  Pyramide  und  aus  HL  auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  der 
Gleichung 
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woraus  sich  uninittelbar  der  fol*;ende  Satz  ergiebt: 

Jeder  Obelisk  ist  der  Summe  eines  Prisma  und 
einer  Pyramide  gleich,  vir.elcbe  respectWe  diemittlere 
Durchsclinittsfiicur  und  die  Ersänzungsf igur  des  Obe- 
lisfv  (  Ti  zu  Grundflächeo  und  die  Hoher  de«  ObeliskoB 
zur  gemeinschaftlichen  Hübe  haben. 

Stellt  man  den  Beweis  dieses  von  Koppe  gefundenen  Satzes 
auf  die  obige  Weise  dar,  so  bedarf  man  des  soarenainitcn  Schlus- 
ses von  n  auf  n-|-l  ^r  nicht,  der  Beweis  gewinnt^  wie  es  mir 
scheint,  (iberbaüpt  in  mehrfacher  Beziehung  an  Einfachheit,  und 
legt  aucfi  die  grosse  Einfachheit  des  Satzes  an  sich  deutlich  tot 
Augen.  Was  oei  Her  obigen  Darstellung  der  Kürze  we^en  etwa 
noch  unerortert  Q:eb!iel>en  ist,  wird  Joder  leicht  selbst  hinzufügen 
VVmnen.  Ueber  die  Anwendung  des  Satzes  zur  Berechnung  ver- 
schiedener Arten  von  Körpern  tindet  man  vielfache  Belehrung  in 
dem  oben  angeföbrten  besondem  Sehriftchen  von  Koppe,  auf 
welches  daher  zu  verweisen  für  deutsche  Leser  völlig  genügt. 
Weil  jedoch  das  Archiv  sich  auch  ei nor  grossen  Anzahl  von  Lesern 
ausserhalb  Deutschlands,  ich  darf  \ro\\[  sagen  fast  in  ganz  Europa, 
selbst  auch  jenseits  des  Oceans^  in  Amerika,  erfreuet,  £>a  mag, 
um  den  8atz>  wie  er  ungeachtet  seiner  grossen  Eiofachheit  aller- 
dings verdient,  in  einem  möglichst  grossen  Kreise  bekannt  zu 
machen .  liier  In  der  Kürze  noch  Folgendes  dem  Obigen  hinsuge- 
fügt  werden. 

V. 

£lne  abgekürzte  Pyramide  ist  offenbar  ein  Obelisk  mit  einan* 

der  ähnlichen  Grundflächen.  Bezeichnen  wir  daher  die  eine  Grund- 
nnche  einer  aT)2;rkürzten  Pyramide  durch  F  und  flas  Verhältniss 
einer  beliebigen  iSeite  derselben  zu  der  gleichliegeuden  »Seite  der 

andern  Grundfläche  durch  min,  so  Ist  nach  IL  m^j     +  '<) 
Verhältniss  der  gleichllegenden  »Selten  der  Grundfläche  F  und  der 
mittlem  Durchschnittstigur  jV,  und  m:^:^{m  —  7i)  das  \  erhältniss 

der  gleichlie^enden  Seiten  dnr  (irandfläche  F  iind  der  Erj^apzunt^s- 
tigur  E.  Daher  ist  nach  einem  bekannten  iSatze  aus  der  i^ehre 
Von  der  AehnlichliLeit 

F:irÄW«:j(w-|.»)«, 
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1 


folglich  ^ 
also  nach  IV. 


oder 


Entwiekelt  man  die  Quadrate,  so  ersieht  siqh 

gezeichnet  man  Ither  fiep  Inhalt  der  andern  Grundfläche  der  ahge- 
kOrzten  Pyradude  durch  f^,  so  ist 


also 


folglich 


oder 


welches  die  aus  den  Elementon  der  Stereometrie  hekannte  Formet 

zur  Berechuniijg  des  Inhalts  der  abgc)kürz.ten  Pyramide  i«t. 

Ein  l^ori.ton  Ist  ein  OBelis^v,  flessen  beide  Grundflücheo  ii,echt- 
ccke  sind.  Bezeichuen  wir  uuu  die  ^araliojcu  Seiteu  dies<e/r  K^cjb^- 
ecKce  dnrcb  ^,     niod  ^,  0'\  so  isjt  luu^      offeobj^'  ' 

M^\{a  +  «')  ;  J =  "4  («  +  «')  (6  +  60 ,  . 

£ = i(a  -   .  (6  -6') =-j  («  -  (6  ~  60 ; 

folglich,  wejui  h  die  Höhe  des  Pontons  ist: 
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1   "  •'  ' 

0 = /i  {,6  pd+.a') + Ä' (n 1; 

welches  die  gewOlmlicbeii  Formeln  zur  Berechnung  dOTlPoDioM:8tBd. 

Auch  aus  diesen  wenigen  Reispiclen  sieht  man  schon,  dass 
Herrn  Koppe's  Satz  zu  vielen  Ijenierkenswerthen  Resultaten  auf 
«ehr  eiotache  Weise  führt,  uud  jedentalis  sehr  yerdient,  in  den 
Ktereomettiadiwi  ElenMDiaffimtmrioiit  immer  allgera«im  au%«iiMii- 
men  iza/fTOideo, 


3K.  .  ■ 

lieber  die  X!nt§feliiiii^  der  €Mbelf§keii 
wa4  eine  freonielrifielie  Jkutgml^e. 

Von 

In  der  en(  lidischen  Geometrie  hat  es  von  jeher  als  Resjcl 
cjwer  guten  Methode  .gegolten ^  und  wird  auch  immer  dafür  gelten 
ilMI^P/  dass  jederzeit  erst  die  Realität  eioes  geometrischeo  Ob- 
jmitp  n^hgewiesen  werden  müs^e^  bevor  man  es  äberhau{>t  unter« 
nelujven  dürfe,  weitere  UiitersiichuDgen  über  dasseihe  anzustellen^ 
woraus  sich  auch  überall  die  öfters  scheinbar  willkührliche  An- 
cuna^ideureihung  der  geometrischen  Sätze  in  dem  euclidischen 
S^§t^g^e  auf  Genügendste  erklären  lässt^  so  dass  sich«  viood 
nvw  Qwr  dieaen  Gesichtspunkt  stets  festhält,  dieses  System,  WM 
lUjH)  auc^  II)  neuerer  Zeit  hin  und  wieder  dagegen  gesagt,  und  wenn 
man  auch  öftersjnit  eiper  gewissen  Geringschätzung  von  eiper  Veral- 
tun^  desselben  gesprochen  haben  mag,  in  allen  seinen  TheitMi 
OJ^ai  X'oUkoi^i^ieuste  und  *^hör)«te  abrundet.  Apdi  wüsste  ich, 
s^t  .9vf  dk  GeJMr  bbi*  mit        gewisse  ft^itnUokiglceU  am 
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Althergebraciiten  iestzuhaiteti  beschuldigt  zu  werden,  in  der  That 
keiu  neueres  System,  weiches  sich  in  ßezug  auf  wahre  geometri- 
seine  Strenge  und  Gvldenz  der  Darstellung;  der  eigentlichen  geome- 
trischen Gnindelemente  —  denn'  nur  von  diesen ,  keineswegs  von 

den  grossen  und  schunen  Erweiterungen,  niit  denen  in  neuester 
Zeit  die  «Geometrie  dnrrh  Aut'fas^Kung  aligenieineror  Gesichtspunkte 
so  sehr  bereichert  wurden  ist,  deren  Hohe  Wichtigkeit  Miemaod 
mehr  als  ich  anzuerkennen  bereit  sein  kann ,  ist  und  kann  hier  die 
Rede  sein  —  dem  euclidischen  Systeme  an  die  Seite  stellen  Hesse, 
weshalb  ich  denn  auch  dieses  System  namentlich  fiir  den  strengen 
geometrischen  Sehnlunterriclit  —  ohne  danpJn'n  auf  die  Einführung 
neuerer  Entdeckunireo  in  denselben  zu  verzichten  —  durchaus  für 
das  geeignetste  halte ,  und  es  fortwahrend  als  erste  und  eigentliche 
Grundlage  jedes  strengeren  mathematisefaen  Studiums  betrachte, 
wobei  ich  auch  nicht  umhin  kann,  zu  bemerken,  dass  sich  nach 
meiner  Ansicht  <1ie  Art  und  Weise,  auf  welche  manche  neuere 
Bearbeiter  der  Lleniente  gewisse  bekannte  Knoten,  deren  Lösung 
Euclides  uns  hinterlassen  hat,  etwas  cavalieren^eiit  %u  durchhauen 
suchen,  kelnesweges  billigen  lässt,  wie  auch  in  dieser  Zeitschrift 
schon  hin  und  wieder  hervorgeliebeo  worden  ist. 

Die  Einführung  der  besonderen  Art  von  K«*»rpern,  welche  man 
Obelisken  genannt  hat,  in  die  Kletnent*^  (U  r  Stereometrie,  ist  jeden- 
falls sehr  verdienstlich  und  verdient  alle  Anerkennung.  Mau  hat 
die  Inhaltsbestimmung  dieser  KOrper  auf  einen  sehr  einfachen 
Satz  zurfickgefOhrt,  welcher  eine  Quelle  vieler  anderen  Inhalts* 
bestimmun^en  geometrischer  Korper  ist,  und  icli  selbst  halin  in 
dem  vorher<2;ehenden,  absichtlicfi  von  dem  vorliejjenden  netreiinteii 
Aulsatze  eine  fiir  den  Elementarunterricht  so  wünschenswerthe, 
inr»glichst  einfache  Begründung  dieses  Satzes  zu  geben  versucht. 
Aber  .noch  jVienpand  hat,  so  viel  mir  bekannt  geworden  ist,  des 
strengen  i^acbneis  der  Möglichkeit  oder  Realität  der  OI)elisken 
ztT  fVihren  gesucht,  M-as  sich  nach  meinen  oben  dargelegten  An- 
sichten über  die  geometrische  Methode  nicht  rechtfertigen  lässt. 
Nach  der  Erklänmg  der  Obelisken  hat  man ,  ohne  um  deren  Reaü- 
tSt  sich  weiter  zu  bekümmern,  sogleich  einige  Eigenschaften  der- 
selben bewiesen,  und  hat  dann,  wahrschfäiilich  um  recht  bald 
etwas  in  der  Praxis  Anwendltnres  zu  gewinnen ,  mit  einer  gewis- 
sen Eile  den  körperlichen  Inliall  ilieser  besonderen  Art  von  Kör- 
pern zu  bestimmen  gesucht.  Die  ISach Weisung  der  Realität  der 
Obelisken  dürfte  aber  um  so  nothiger  sein  und  ein  besonderes  ' 
Interesse  gewahren,  weil  man,  wie  sich  nachher  zeigen  wird, 
wenn  man  dieselbe  zu  geben  versucht,  zuletzt  auf  ganz  natürlichem 
Wege  zu  einem  Probleme  geführt  wird ,  welches  sich ,  so  viel  ich 
weiss,  bis  jetzt  in  den  stereometrischen  Elementen  noch  nicht 
findet,  und  nach  meiner  Ansicht  durchaus  aufgelost  werden  musi^ 
bevor  man  überhaupt  zur  weiteren  Betrachtung  der  Obelisken  über- 
gehe?! darf.  Es  ist  hier  eine  Lücke  im  geometrischen  Systeme 
vorbanden,  welrhe  man  sich  hätte  auszufüllen  bemühen  sollen 
Wir  werden  bald  sehen,  welches  dieses  Problem  ist.  Eine  Auf- 
lustmg  bloss'  mit  Hülfe  der  synthetischen  €reometrie  •  weldie  allere 
dings ,  um  jene  Lücke  genügend  auszufüllen, '  errorderlich  sein »  , 
würde  und  viellf'irht  ziemlich  einfach  sein  kann,  zu  gehen,  ist  in 
diesem  Aufsätze  nirbt  meine  Absicht.  Es  genügt  mir  vielmehr 
für  jetzt,  auf  das  Problem  aufmerksam  zu  machen  und  die  syn- 
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thetische  Auflösung  den  l^rsoni  zu  fiherlassen ;  dfiffegen  werde 
ich  aber,  um  eine  genauere  Einsicht  in  die  Natur  desselben  zu 
vermitteln,  im  Folgenden  eine  analytische  Auflösung  geben,  welche 
mur,  sowie  die  Aufgabe  selbst,  nicht  ganz  uninteressant  su  sein 
scheint 

Wir  wollen  nn.s  also  jetzt  ziH  rst  mit  der  Entstehung  J^r  0)»f*- 
lisken,  deren  Erklärung  wir  als  bekannt  voraussetzen,  beschättigen, 
indem  wir  vorläufig  nur  bemerken,  dass  man  im  Folgenden  stets 
festsuhalten  hat,  dass  in  Folge  der  Definition  alle  einen  Obelisken 
begränzende  Flächen  ohne  Aus  nah  nie  Ebenen  sein  sollen.  Hi^ 
nach  kann  man  sich  aber  die  Ei)tstchu?ig  eines  Obelisken  auf  fol- 
gende Art  denken,  wobei  wir  im  lolgcnden  der  Kürze  wegen, 
wenn  das»  Schneiden  zweier  geraden  Linien  gefordert  wird,  deren 
Paraliellisnins  dabei,  nie  ausschliessen  werden. 

Es  sei  eine  beliebige  ebene  geradlinige  .Figur  AiA^A^Ä^.^Ah, 
welche  wir  im  Folgentfen  drr  Kfir/e  wei^^en  durch  brzeifhnen 
wollen,  ffeL^eben.  Durch  den  Punkt  lege  man  eine  Ijdiebige, 
nicht  in  die  Ebene  der  Figur  F  fallende  gerade  Einie.  Hierauf 
le^  man  durch  den  Punkt  A^  ehie  nidit  m  die  Ebene  der  Fi^ur 
jT  fallende  gerade  Linie,  welche  die  vorhergehende  durch  den 
Punkt  Ai  ir*'l('i:te  iierade  Linie  in  oinem  gewissen  PHiikt<'  schnei- 
det, was  ofienbar  jederzeit  möglich  ist.  Ferner  Irjie  man  durch 
den  Punkt  A^  eine  nicht  in  die  Ebene  der  Figur  /  lallende  gerade 
Linie»  welche  die  vorhergehende,  durch ^den  Punkt  A^  gelegte 
gerade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte  schneidet,  was  wiener 
offenbar  jederzeit  iiK'jcriif  ^i  ist.  Auf  diese  Art  ^vcitrr  <jehend  wird 
man  endlich  zu  dem  Punkte  An  i^elangen.  Durch  diesen  Punkt 
n-erden  wir  wieder  eine  nicht  in  ilie  Ebene  der  Figur  F  fallende 
gerade  Linie  legen,  welche  die  voriiergehende,  durch  den  Punkt 
Am~^  g<?legte  gerade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte  schneidet, 
zu  legen  haben,  was  oflfenbar  ]*ederzeit  möglich  sein  würde.  Soll 
nun  aber  ,  nie  es  nach  <ler  l)<  fiiütion  des  Obelisken  erforderlich 
ist,  auch  die  letzte  durch  die  Kante  AnAi  gehende  Seitenfläche 
desselben  eine  Ebene  sein,  so  ist  es  augenischeinlich  nöthig,  dass 
die  letzte  durch  den  Punkt  An  gelegte,  nicht  in  die  Ebene  der 
Figur  F  fallende  gerade  Linie  nicht  bloss  die  vorletzte,  durch  den 
'  Punkt  An^i  gelegte,  sondern  zufrl«"ich  auch  die  erste,  durch  den 
Punkt  Ay  gelegte  gerade  Linie  .schneidet,  und  wir  werden  also, 
indem  wir  den  Nachweis  dor  Realität  der  Obelisken  zu  führen 
suchen y  offenbar  zuletzt  zu  der  Aufgabe:  —  w^nn  zwei  gerade 
Ernten  im  Räume  und  ein  in  keiner  derselben  liegender  Punkt  ge- 
geben sind,  durch  diesen  Punkt  eine  <lie  beiden  ge!i(']MM)cn  gera- 
den Liriit  ti  schneidende  ijerade  Ijiuie  zn  legen  —  getuhrt.  Die 
Auflösung  dieser  Aul  gäbe  muss  als«»  im  geometrischen  Systeme 
Rolfawendl^  der  Theorie  der  Obelisken  Torangehen«  Ist  aber  die 
Möglichkeit  derselben' nachgewiesen ,  so  wira  man  ohne  Weiteres 
mittolst  einer  der  Fisrur  F  para11('!''n  Eheijf  einen  nach  allen  Sei- 
ten hin  von  Ebenen  l)egr;iii/t( n  Kiirper  von  der  Natur  der  Obelis- 
ken herstellen  können,  uiid  also  die  Realität  der  leUteren,  wie  es 
h    <Ue  geometrische  Strenge  fordert,  bewiesen. haben. 

Alles  kommt  also,  wie  man  hieraus  sieht,  auf  die  Auflösung 
der  oben  Tianibaft  gemachten  Aufgabe  an,  wclrhr  \\\r  mm,  die 
Aufsuchung  einer  synthetischen  Auflösung  für  jetzt  den  Lesern 
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überlassend,  aiialytlseh  jiuiüitiejfi  >voU€ai^  eine  e^VFq^  gfiil^tt^P 
lIln^iQht  Mi  ihre  Natur  au. Yei^miitaln.  '  : 

Es  seien  zwei  »icrade  Linien  im  Räume  und  ein  in 
keiner  derselben  liegender  Punkt  ^e^eben;  man  soll 
durch  diesen  Punkt  eine  die  beideii  gegebenen  geraden 
Linien  schneidende  gerade  Lin^ie  legen. 

.  *        ^  ■ 

AufbOflung. 

Die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  geraden  JLiimen  seien 

4?-— «1  y — ^1  z — et 

eoficei     cos/Si  ~cos  yi  * 

cqs  tifa     cos  /5a  )!a ' 

•1  • 

üpfl  «3  ,  .63,  C3  seien  die  Coordinaten  fleg  p:egebenen  Punktes.  Da 

«^e  gesuchte  gerade  Linie  diireh  den  Punl^t  (aa^j^c^)  gehen  soll,  so 

i^irc  Xxli^lciiungeu  ,vun  ^ler  .Fo^ni : 

■ 

r     r  k 

Weil  nun  diese  trerade  Linie  sowohl  die  erste,  als  anch  die  zweite 
der  i)eiden  geraden  Linien  1)  schneiden  soll;  so  haben  wir,  wenn 
die  Coordinaten  der  respcciiven  Ourcbschnittspunkte  durch  Xi , 
Ii  und  0^2»  ^2 >  ^2  ^^^*'^^'^^  werden,  die  »folgenden  Gleidnaigen: 


1) 


cos/?! 

C  OS  ' 

4h — Ö3 

COSj( 

^2  — 

_  ;/2— ^2 

_  «2  — <^2 

COS(% 

cosy,  • 

OSb— 4^ 
C08^ 

C08^ 

cas| 

r^imnit  man  zit  diesen  acht  i^rie^chungen  eDdiicb  noch  die  be- 
kannte Gleichung 

so  hat  man  neun  Gleichungen,  mittelst  welcher  die  neun  unbeLann-  ' 
ten  GrüSi?en  orj.  Wi,  21  ;   ^t«»  2/2>  ^>   V>  '^t  X  bestimmt  weiden 

m||8sefi. 

Elpmiuirt  map  jaus  den  vjer  Qleiphimgen  f^iß  ,dcei  Gfus^e^ 
yi*  hl  8^  erhut  man  nacb  leichter  Rechnung  die  Gleichung: 
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1^    1(61  —  63)  cos  yi —  (ci —C3)  cos /3i  1  cos  9p 

+  {{Ci  —  C3) €08  tSfi  —  («1  —  O3)  cos 3ft  I  CÖB  f  l.=50; 

und  auf  ganz  ähnliche  Art  ersiebt  sich  durch  Elimination  von 
j^;^jj'  aus  den  vier  G!eichungen'4)'aic  Gfeicli^^  ' *  '  ^ 

■ 

7)   { (62 — 63)  cos  ya     (c* — «a)  cos cos, |gp  \ 

+{(04— ii«)cosjSra  "-(Sa— ^,X<jo8flfe)cojix  ' 

pie^e  beiden  Gleichunsfcn  liefern  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung 5)  die  zur  Bestimmuns^  der  drei  unbekannten  (irö^^cn  tp,  tlf, 
X  erforderliche  Ajn^M  ypp  Gle^ohungeo. 
Setzt  niaD  dejr  Kfirze  wegen 

Ai=(ai  —  «3)  cos  ft  —  (^1  —  0^)  cos  , 

=  («a  —  rtTg)  cosß^  —  (62  —  A3 )  c 08  «2 ; 

A = (^1 — ^3)  cos  yi — (ci — C3)  cos 

C2=(C2— C3)  cosoj  — (ö2~<^)  cosy^; 
«tojffevdeo      beiden  ^Gleichimgeo  ^)  imd  7): 

i  Bi€os(p+ Cicosip-^- AiCos-x^^O, 

woraus  sich 

M^2 — -^1 

eigiebt  Alcno  ist  nacih  S): 
€080)  =4-  -  Cii<a--~j4ift 

woraus  sich,  in  Verbindunif  mit  10),  die  folgenden  Formeln  zur 
Bestimmung  yon  9»  x  «^rgeben^  ip  denen  cue  «ob^i^ji  und  uutem 
Zeichen  läiii  einander  J511  beziebeo  filDd': 


8) 


co8  9>=sdb 


€08»:=  db Irr.  ..o^/ft7^!l' 
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Hat  man  aber  ilio  VVinkoi  qp,       ^  mittelst  dieser  Formeln  ge- 
funden;» so  erhält  man  die  Courdinaten  Zi  und  a;^,  y^, 
leicht  mittelst  der  Oteictiungcn  3)  und  4),  was  wir  hier  nicht  wel- 
ter eiit\>ickehi  wollen. 

Die  Gleichungen  der  gesuchten  durch  den  Punkt  (a^biC^)  ge- 
henden un<l  die  beiden  ireirebenen ,  durrb  die  Gleichungen  1)  cna- 
rakteritiirten  Linien  schneidenden  «geraden  Linien  sind  nach  2)  und  11): 

Zu  einer  andern  Aufli'isuiig  gelangt  man  auf  iolgeude  Weise. 
Die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  geraden  JUnlen  seien 

und  //,  h  seien  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes.  Also 
sind  die*  Oieichungen  der  gesuchten  geraden  Linie,  von  der  Fonn 

14)  X'-fz=^Ä{z-'h),  yy^Zif^h). 

Sind  nun  H  und  jr^,  y»,  z^  die  Coordinaten  der  Dureh- 

schnittspnnkte  dieser  Linie  mit  den  beiden  gegebenen  geraden 
Linien,  so  haben  wir  zur  Bestimnmn'j  d*'r  arlit  unbekannten  Orfis- 
«en  iCi»  y\9  ^ft»  ^a»  ^>  ^  die  iolgeudeo  acht  GieiGhuogeD : 

15);       ar2=flr2r2  +  *2»  3'^=«V»  +  fe; 

/=^(zi— Ä),  jyi— ^=a(2i— Ä), 

Aus  den  vier  letzten  Gleichungen  erhält  man  durch  Elimination 
von  A  und  21: 

j  (^i-/')(^i-Ä)-{ar^-/)(ri-Ä)=0, 

'  M  Cyi-/7)(**-'0-(^2-/;)(n-/0=0; 


also  vermöge  der  vier  ersten  Gleichungen: 

Kr,  +  A  -9)       Ä)  -         A  -9)  (Ii  -  Ä) =0; 


17) 
oder 


{ (a,  — a,) zi  4  {a.Ji  ^b^—fy.i^ 

= I  (ft  - fc)  Ä + («1  /H  ?2 -i^)  ^ ; 


Digitized  by  Google 


n 

lolglicb  \-     ■    *.  • 

19)  {fl2Ä  +  6,-/>K~«a)i,l|(ft-^2)//  f        f /3.^-^)ri} 
—{a^hi^ßi  —   +  («1— oa)2i  \  l  (Äi  —Li)h  +  (01Ä  +  b^-^f)!^ }, 

also»  wie  man  Dach  leichter  Entivickelung  findet: 

20)  0 = { (61  -  b^)  {a^h + ft  -.9)  -  (ft  -  ß^)  (a^h  +    -f)  \  h 
i  («1— «2)  {bi-b,^)h  f  ) 

Für  Zi  =  h  wird,  wie  man  leiclit  lin<let,  flie  GleidiUDg  19),  folg- 
lich auch  die  Gleichung  '20),  erliiilt^  so  dass  also 

0  =  K6i    «(a^  +  ft  -  ^)  -     -  („^ A + fi^       I Ä 

+  l  («i-«ji)(aiA  +  6a— /)— (ßi-o^(«iÄ+/?t-^)U* 

ist.  Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  20)  >  so 
erhXlt  man,  wenn  der  Kirze  wegen 

(  Mss   («i  — c.,)(/>i-/5».>)A  f  (aiÄ  +  62-/X«2Ä  +  /^i-ir) 
21)  I        -(«i-fla)(^i"-i?a)A-(fl2Ä  +  ii— /*)(«iA+^a-^), 

gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

22)  (:^-Ä)|if+iV(ii  +  A)|=0, 
so  dass  also  entweder 

oder 

Jlf+iV(;fi  +  A)  =  0, 

d.  h.  /^tneder 

23)  :^  s=  A 

od«r 

24)  ^-f  A=— ^=fs— 

ist. 

Wollten  wir  aber  Z|=:A  setzen,  so  würde  aus  der  flbifteii  und 
sechsten  der  Gleichungen  15^  ^1==/*,  3fi=ff  folgen,  und  wegen  der 
ersten  und  sweiten  dieser  Gleicnungen  müsste  also 

/^ssaiA  +  Äi,  ^  =  «iÄ  +  ^i 
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sein,  (1.  h  der  jjei^obene  Punkt  {fyh)  würde  in  der  ersten  der  hei- 
den  gegebenen  Linien  liefen,  was  G;^egen  die  Voraussetzung  8trei< 
tet,  da  wir  angenommen  haben,  dass  der  gegebene  Punkt  in  kei- 
ner der'.bei^n  gegebenen'  Linien  liegen  soll. 
Hiemach  kunnen  wir  also  bloss 

M 

25)  ,i=-Ä-f. 


setzen.', 

]" 

mein 


;zen.; 

^  Bi^  hierher .  liubon  wir  die  Rechnung  absichtlich  ganz  alige- 
in  geföhrf.   Um  uns  jedoch  die  fernere  Rechnubg  zu  erleichtern, 


Punkt 


wollM  ^^|r,  was  oflenhar  ^erstattet  ist,  jetzt  den  geffebenen  1 
als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen,  d.  h.  wir  wallen  Im  Vorher- 

gehenden  f=zt/~h=0  sefxen. 

Diei^  voruu4»gesetzt/  ist  im  Vorhergehenden 

folglich  nach  25): 

'  (öl  — fl2)/?2  — («1-02)62' 

Nach  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  18)  ist 

also,  wenn  man  den  vorhergehenden  Werth  von  einführt: 

28)'  fhß%~f''ih  r 

'    ^        ('»i~"2)/?i  -(ai -«a)*/ 

Fuhrt  man  nun  ferner  die  gefundenen  Au^riteke*  von'  Zi  undP  x^*^ 
in  die  auä  15)  bekannten  Gleichungen 

ein,  so  erhält  man  für  die  Cf>ordin;itf»ii  der  f )nr('bschn^(tspiilifete'öer* 
gesuchten  Liiii«^  mit  den  beiden  gegebeneu  Linie»  überhaupt  die 
folgenden  Ausdrücke: 

_6i  («262  —  f^^'i)  —  K  K  ^1  — 

(oi-ßa)/^»  -  («1— «2)6« 
und 
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Die  Gieichuiigeu  der  gesuchten  Linie  sind 
31)  ;X  M»— Ml 

oder 


32)  ^  = 


 y_  


Ist  d6T  j^egebene  Pürtkt'nlthtd'Ät' AhfAÄff  dfernüoordinateb,  son-^ 
dern  iil^erhmipt  durch  die  Coördihaten  f,  tji  Ä'  besthfimt;  s6'hfraüchf 
niiif  skslr^ttifch  densdhfett' bld;<s^eak'''d<»nif'i>riniifive()  Cod^diinattiMt* 
.  gyisteme  pätiUeles  CoordtnäteÄ^^^sffeta'gi^löp  zi'  ditafeift •  und  wird» 
dfinn  ieicnt  finden,  dass  man.  die  nötnigen  Aiisdriiclfte''2tir  Be'-' 
f>tiiuninn£j  der  Lage  der  »^esuchteu  Linie  zu  erhalten  >  in  deo  vor- 
hergeheqden  Formeln  bloss  fiir  j 

rcspective 

und  für 

setzen,  alles  Uebrige  aber  iingeändert  ia.^sen  niuss»  was  wir  wei- 
ter aufzurühren«  dem  Leser  überiasseni^ 

SfchliessÜch  wiederholen  wir,  da^  wir  eine  Aüflüsiko^  dei'  yor- 
hergehemleR  Aufgabe  bloss  durch  Conettmction,  so  dass  dieselbe 
Hätz  in  deii  'EtenMhteii  d^'  SWi^dAfö^i«i  fiiaeii  k^nTy^  fiUf«^vMiiV* 
sdhiii^e^^harieit; 


4  4 
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Sur  les  derivees  d'une  fonction  de 

fonetion. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningae. 


Divers  procedes  ont  öte  propois^s  pour  «l^femiinor.  en  forme 
finie^  leis  derivees  d  une  fooction  qui  d^peud  d  une  untre  roiictiou. 
Ce  Probleme,  loin  d*dtre  g^oi^ralement  r^solu,^  ii*est  abord<$  que 
pour  des  cas  tr^s  späciaux.  Convaincii  de  rimperfection  dt;  la 
theorie  des  deriv^es,  M.  Oscar  Schlömilrh  (Archiv.  T.  VIl. 

B.  204.)  a  te^tö  de  dätemioer  les  derivees  des  foucüoD«  et/««, 
a  t)rouve 

dans  laqvelle 

n       1  ^     w  ^     

et 

aj/-«' =Jii  c  V'«' + 4»  «^'r*^ + + An   /p , 

n 

le  coeiBcient  Ap  ^tant  doim^  dans  cette  formüle  par  i'äquation 

en  obscrvaTit  quo  daiis  Ir^j  dptix  formules  //^ ,  /^i,  ....  d^signent  les 
coefBcieiits  binuminaiix  de  1  ex^osant  p.  L'auteur  a  demontre  ces 
formules  par  induction,  en  indiquant  qu  elles  seront  vMfi^es  pour 
les  döriv^es  de  l'ofdre  n^f  1»  loniqa*oii  les  suppose  exactes  jpour 
rordve  «.Da  igoutä  Atre  parvenu  h  ia  d^terminanon  des  coeflictenta 
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Iiar  une  m^thode  qui  loi  est  propre ;  et  il  est  ä  regretter  qu'il  ne 
*a  päs  <*o!i)mnniqtide,  piiisque  la  methode  est'  sonrenft  "piuB  in- 
structive  que  le  retiultat  n'c\st  interessant. 

Depuis  lüiigteiHps  j'avais  trouve  les  luemes  lurimiles,  rnais, 
ocGupe  par  d*autres  recberches,  |e  ne  les  avais  pas  redisees.  £n 
liieant  recemraent  Tarticie  cite  de  M.  Schlomiich,  jai  Üx4  de 
nouveau  l'attention  sur  ce  sujet,  et,  cn  attendant  que  Fante ur  faisse 
connaitre  la  methode  par  lacjfuelle  il  est  parvenu  ä  ses  formules, 
j'exposerai  ie  procede  qui  nin  coiiduit  a  une  formule<  generale  qui 
embrasse  les  formules  citdes  eomnie  cas  pärticuliers. 


Puisqu'on  a  g^neralement 

au   n/» 

il  faul  que  'eoit 

loisque  •  ddsigne  nne  variable  qui  s^dvanonit  aprto  les  dlffdrentia- 
tlonfl.  Si  donc  y  reprlSsente  tine  fonction  de  x,  et  qu'on  pose 

on  anra  de  m^me 

et  loreqn'on  fait 

(2)  y^,=^  +  öf, 
Ii  a'ensnit 

ce  qui  ebange  l'dquation  (1)  en 

(3)  Kfs—Kfv-^^i- 
De  pius,  on  tire  de  l  equation  (2) 

(4)  e#=s:y,+«— 

ce  qui  niontre,  non  seulement  que  ©e  depend  ^e  :r  et  s,  mais  en- 
coTC  qHo  0e  s'evanouira  avec  e,  du  moius  si  Ton  excepte  los  va« 
lenrs  particnliöres  de  a  pour  leaqneUes  il  y  a  solntien  de  eontinuit^. 
On  ama  par  auite 

et«  en  vertu  de  T^quation  (3), 
TbeÜ».  T 
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ou,  puisque  ^  est  ind^|)eiidant  de  ' 

. (S)  ay»=A8;®.+  o/'ss:®'" +r2":s^'«2i +  •••• 

On  s'assurera  aisement  que  la  s^rie  daiis  ie  second  membre  de 
cette  formule  s'arr^tera  aaterme 

1.2.3....«'» 

Sarceque^  seloii  T^quation  (4)^  Ic  prämier  terme  da  d^Feloppement 
e  6f  suirant  les  puissances  entieres  et  positives  de  e  e&nt  pro* 

portionel  k  e,  le  premier  terme  du  d^veloppcment  de  O^serapro- 

portionel  ä  f'",  et  qu  un  terme  de  la  foniu:  o^f^qpf  s'ev.inonira  avec 

s,  lorsque  ni  est  plus  graud  que  Ji,  et  que  9?^  rejste  fonction  conti- 
nue  pour  c=Ö.  La  formule  (5)  peut  donc  4fre  mise  sous  la  forme 

dans  laquelle  on  a  pose,  pour  abreger, 

(6)  iS:/ sc  1.2.3....i&; 

et,  si  Ton  substitue  ä  &e  sa  valeur  tiree  de  i  equatton  (4),  U  viendra 

Posons  encore,  pour  abreger, 

(8)  (A)  -  1  .  i   ,     3   .  .  .  7-^  " ' 

ou  aura,  eu  developpant  ic  binomc  {yx^t^lfx)^, 

et,  si  Ton  a  esjard  ä  requatioii  (1),  et  qu'on  observe  que 
iszbl  ^=^'  >^  r^sultera  eufin 

Vo'ici  la  formule  generale  annoncee-  qni  subsistera  pour  toute 
foiiction  fy  de  y  et  pour  toute  fonctioa  y  de  .t,  cn  exceptant  tou- 
jours  les  cas  particuliers.  ou  i  ou  attribue  ä  x  une  vaieur  t^Ue .  que 
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la  continiilM  sera  interrompue.  En  preiiant  successU  ement  y=za^ 
et  y=e'y  eile  foiiniira  let;  rnrnmlps  de  M.  Schlümllrb  rapportees 
au  commencement  de  cet  arücle.  II  faut  observcr  toutelois  que, 
quoique  la  formule  (9)  soit  plus  developpee  que  la  lonnule  (7X.  . 
Celle -ci  Temporte  par  sa  simpBciM:  e'est  pour  quo!  nous  allons 
noiis  en  occuper  encore  un  instant 

Faisona 

^  =  yx  =  e^, 

on  aura 
doü 

et  la  formale  (7)  douuera 


(10)  elf^rr 

Ot,  t  4tant  egal  a  zöro, 

sera  le  coefficient  de  tc"  dans  le  developpement  de 

(iJ-— 1)* 

siiivaTit  les  |ni?ss;moes  entieres  eX  positives  de  u.  Donc,  sl  i*on 
desigue  ce  coeiücient  par  Bk,  n»  on  aura 

.  ai)  «>=*1V3B^*'"**'^^'' 

Lorsqu'on  voudra  appliquer  la  formulc  (7)  ä  la  d^termination  de 
la  d6m4e  ^f^»  Ü  sera  plus  commodei  de  substituer  d'abotdT  k 

c  et  par  suite  —de  ä  di,  ce  qui  la  chaiigera  en 

MaEntenant  sl  Ton  fait 

on  anra 

doü 

et  Ton  trouvera,  ä  l'aide  de  la  formule  (12), 

7* 


Digitized  by  Google 


100 

i 

doBc,  si  l'ou  pose 

U  sttivra  que  Ak,»  sera  le  coefiicieut  de     dans  le  developpement  de 

Ii* 

saivaot  lea  puissances  entieres  et  positives  de  u.   3oit  encore 

y  =  yjr  =  £r, 

on  aura 

Cette  valeur  de  iy  Substitute  daus  la  formule  (12),  il  viendra 
et,  si  Ton  pose  ^ 

ou  sera  assure  que  Ck,n  represente  le  eoeifictent  de  ^"  dans  le 
deveioppement  de 

suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  u.  On  voit,  par  cc 
qui  piecede,  en  quoi  consiste  Tavantas^e  que  foumit  la  fonnule  (7), 
puisqu'elle  montre  rorigine  des  coefficients  A,  B,  C,  de  manlire 

äu'on  pourra  iiif^iütptKnit  ötndipr  rps  coeflicieiits  indöpendammeDt 
es  formules  dans  lesquelk'ö  ils  se  sont  presentts. 

Nous  examinerous  donc  ces  coeflicients  dans  un  article  special. 


Anmerkang  des  H«raii«s«b«'s-        Titeil  VIII,  Nr.  XIXHI.  viid 

Nr.  XLI.  bell  ndcn  'vi<7i  nucli  zwei  AhliaatUun^^cn  d6«  Hcmk  Profesior  Dr* 
SchlömilGh  über  hüliere  DUEoreazialfpiotieAtea» 
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Sur  le  deireloppement  de  la  fonetlon 

l       flu  \' 
Par 

Monsieur  Ubbo  IL  Meyer 

de  Groningne. 


Les  applications  du  No.  precedent  nous  ont  conduit  aux  coef- 
ficients  des  paissances  de  u  ams  le  d^veloppement  des  foBctious 

((l  +  tt)^-r-l}*,  (6«— 1)*  et  {/(1-fM))*. 

La  determination  de  ces  coeflicients  offre  beaucoup  de  difficultea, 
et  jusqu  ici  oii  n'a  pas  trouve  d'expreäsioiiB  dont  la  Kirnplicite  seit 
coniparable  ä  celle  des  coeflicients  binomiaux.  Aüu  de  contri- 
bner  k  la  connaissance  de  ces  codfidents,  je  vais  en  signaler 
qoelques  lelations. 


Le  developpement  de  la  fondioii 

(l  +  tt)/*— 1 

'  neu  sdrie  suivant  les  puissances  enti^s  et  positiTes  de  u  commence 
par  fite,  donc  le  dtfräoppement  de 

flu 

conmiencera  par  runitö.  Aa  lieu  de  la  .fonction 
nous  coDsiderons  donc  plutdt  la  foncCion 
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dont  le  deTcloppeinent  auia  1  uuite  pour  premier  terme.  De  iD«iue 
noiLS  nous  occuperoiis  des  fonctions 

i^^r  et  li^ii^r 

au  lieu  des  fonctions 

H««—!!*  et  + 

et  nous  posons 

^ — ^ — ^  -«4^-"*""' 


(3)  ^%^r""^"€«..«^; 


fi  etant  \m  nombre  entier  et  positif,  taiidisqno  >c  et  (li  desitinent 
des  nomUres  quelcoTirpies.  II  suit  de  lä  qu  enfrf  Ics  coefHicients 
Äy  B,  C  de  Tarticle  precedeut  et  entre  les  coeliicieiits  21,  Jb,  iC 
il  y  a  les  relations 

k  ^taui  uii  iiombre  entier  et  positif.  Ou  s'aasurera  de  plus,  par 
le  thdordme  de  Cauehy,  que  les  iS^afions  (1)  et  r3)  ne  subststent 
qne  pour  un  module  de  u  mi^nem  a  1 ,  et  que  1  equation  (2)  ne 

;Sobsiste  que  pour  un  modulc  de  n  iiiferienr  l\  ^rt. 
*     DäsignoTis  malntenanf  par  e  une  variable  qui  8  evanouit  apres 
les  diffärentiattons,  oti  aura,  par  le  tlieoreme  de  Maclaurin: 


(5)  2tx,»,/.=-,c7,  i  ^  i  , 

1  .»ce«— 


(6)  ;öx,„  =  ~ö.'|^^  , 

(7)  c,,^J.anM±i2r; 


equations  qui  suftiseiit  \uy\}v  defemiineT  2(,  <£  pour  4out  joombre 
entier  et  positif  n,  et  auxquelles  ou  pourra  joiudre 

fR\  \      ^»'*  ^  ^ '       o  ^  ^ »      0  =  ^  ? 

En  remplayant  e  par  —  et  par  suitfe  dt  par  /k^o  on  tire  de  1  equa- 
tion (5) 
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Or,  lorsqu'on  fait  ^=o^,  «u  ——0,  lavalettrde(l+-^)'»»eclMUi* 

gera  en  e*.    Douc  $i  la  valeur  de  t  a&i  egale  a  zero,  on  aura 

uu,  en  vertu  de  requation  (0), 

*  - 

*  .  j. 

Si,  au  eontraife,  on  pose  ffts=»=:0»  il  sult  de  Nqivitioii  (5) 

ow,  suivant  T^quatlon  (7), 

(10)  <Eit,  II  s=  2ljf , «,  c 

On  voit  donc  quü  suflit  de  döterminer  d  une  maniere  generale  le 
coefBcient  2( ,  puisque  laß  equatioiis  (9)  et  (10)  foof UMS^eu^  le  moyen 
de  d<§diure  ^  et  (T  de  21. 


Posons,  pour  abr^ger, 

ai)  iitli^f; 


on  aura 


et  pinsque  ;  • 

(l  +  6)M— 1  -(1  +  I 

on  tire  de  la  pr^cedente,: 

(13)  t  (1 4-  £)  6,/e=»^j^_^.^^^/;  -h  x(ft^  1)/., 
ouy  siuvant  T^quafion  (11), 

€(l  +  f)^*/^,«  =  Ä/f,x-i  +  X  ((t— 1 1)  » 

puls  ' 


Pour  developper  )e»  (^erivees  de  cette  ^qaation,  on  peut 
de  la  formiue  de  Leibnitz 


se  aervir 
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1  m 


n  et  m  etant  des  nombres  eiitie»  et  positUs,  et  5)  donnö  par 
lequation  ^ 

(16)  ("3 „  n (n- 1)  (n>-^2>..^(it^m  +  i) 

.1*2.    3  m 

tiffet  si  Ton  snppbse  que  09«  reste  fonetion  continue  pöur  j:r=0, 
®*  ^x—ai!^,  p  tftartt  ün  nombie  entier  et  posttiC  la  for- 

mule  (lo)  86  röduira  a 

(17)  ,P^, = (,1)^/0-^'  9.=5~i^,  9- 

En  appliquant  cette  formuie  a  l  equation  (14),  on  obtiendra 

«^"/*^»+»MCv.,«=«8:Ax-i+x(p-i)/iarv.,x-<Ax, 

d'oü  l'oo  deduit,  en  ayant  egard  am  <(qaations  (5)  et  (10» 

(18)  (x+w)2rx,«=x2lx~i,n  +  (f^X'-«+l)2lx,„-i. 

On  pourra  partir  rin  rette  equation  aux  differences  partielles  poiir 
determmer  X,n,       y  joiffnant  les  eqiiattoTis  fS)  et  la  ooiidition 
que  %t,n  ne  cootieime  point  de  termet^  periodiques  par  rapport  a 
Posods  pour  cela 

(19)  aix,«=  - 


(jc  +  l)(x  I  2)....(x  I  «)' 

Kuhstiluons  cette  valeur  de  21  dans  l  equation  (18),  et  faisons  dis- 
paraitre  le  facteur  commun  aux  deiix  oiembres.   On  trouvera 

P*,u  =  Pn-^un  +  (f*— 1«—»  +  1) , 

d  ou 

Px-i , n  =  (^^1  +  1) ; 

et  puisnue  2fo,n=0,  si  w  n'est  pas  dgal  a  ztfro,  oir  aura  de  mdme 

/o,n  =  0  soiis  la  meme  condition.  Si  doiic  represente  ime  vari- 
able dont  1  accroLssemept  est  egal  ä  l  uiüte.  on  d^duit  de  la  pre- 
c^eote  ^ 

*i=i 

OQ 

(20)  - 


•1—1 

ayant  soin  de  reduire  a  z^ro  la  fonctioD  periodique  par  rapport  h* 
que  l  intögratioii  finie  tntroduit,  si  »  n*est  pas  na  nomine  entier  et 

poöitif. 

En  changeant  kj^  en  A^,  »en  ic^,  et  nenn— 1,  TäquatioD  (20) 
se  rädmt  k  .  ^        ^  ' 
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et  8ubstftatot  cette  valeur  de  dans  l'öquaüon  (20),  on  ob- 

tiendra  ' 

En  contimumt  ainsl,  et  obserrant  qvte 
11  Tieoara 

et,  en  yerta  de  T^quatiou  (10),  on  aura  «nfin  « 

kl,  A'a,  ....  A^n  desis^nant  des  variables  dont  1  accroisscment  est  1,  et 
Ics  integrates  etant  prises  de  raaniere  que  les  fonctioos  periodiques 
par  rauport  ii  x  s'i^Taiiouissent.  Cette  ^quation  est  peu  commode 
pour  i^Taluation  du  coefBcient  toutefois  eile  semble  m^ter 
quelqoe  attention,  parcequ'il  o'est  pas  impossible  de  rerinire  l'intö- 
gration  multiple  a  uiie  intej^ration  simple.  Ajoutons  gue  ies  equa- 
tions  (9)  et  (10)  i'ournissent  le  moyen  d'obteiiir  irameaiatemeot  4es 
Telatione  analogues  pour  iea  coelficients  J^etC.  L'^qnation  (18)  donnern 

(22)         •  (x  4-  r?)Äx,  n  =  nl^M^fU     »&»»^ , 

^)        («  +  n) (Lx,n  =  K(Cx-i,«  —  1) Cjr,»-i  ;  . 

et  requation  (21)  se  reduira  a 


(24) 


(25)  €x,«,= 


J>  ^      ....        ^       l— IJ"  r     '  ■  *     .        4  «M     ' .  . 


L'equation  (13)  conduit  encore  ä  d*aiitres  relatidns.  On  en 
tire  d'abord 


pU15 
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En  y  apulitiuaut  iafbrmul«  de  Leibi^tz  (15)«  4|u'on  peut  meitee  ^us«»i 
60US  la  lortue 


n7         fliBO  (« — m)/ '   m/  * 

on  trouvera 


n — in^-l  n — m 

et,  eu  ^gard  i  Is  formale  (17) , 

-^"^•f'  (m-1)/ 

l'equation  precedente      chaogeca  eo 

ou>  en  yertn  des  ^qiialioBS  (5)  «i  (11), 

(20)     a*,»  =        n^m-l-J  ^ (»+'»)2t*,»-((*-A»-7'»+l)2Jx,»-i|. 

Le  spcond  raembre  deviendra  plus  simple,  si  Ton  observe  qu'en 

general  ou  a 

nie=n^l  m=n 

et.qae  par  suife  r^qaation  (26).peiil  ^tre  cbaiigtfe  en 


IX. 

n — m  n — rii — i 


Mais,  fluivant  V^qnation       od  a 
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•t  de  l'e^uattoo  (16)  on  deduit 

(^-^>=  n-m 

doiic,  apres  quelques  reductions>  requation  precedente  devieudra 


(27)  »2Ik,,=^     («-m)(n-m-f.l)  0^-1)21*,«. 

Remarquons  encore  qu'a  l'aide  de  la  relation  (18)  oii  deduit  de 
requatiüii 


Od  parvient  k  une  relafioii  aemblable  h  requation  (27) ,  en  ope- 
rant  sur  requation  (12)  ^rdnenMe  sons  la  forjui^ 

P  J  ^f*   

^'*^-i  +  €-(l  +  e)^/* 


d  oü  Ton  tire 


En  prenunt  la  deriv^e  de  l'ordre  7i  par  rapport  a  f  des  deux  mom- 
hres  clo  cette  equation,  et  se  servant  des  iormules  (lö)  et  (17),  qo 
obtieiidra  apr^  quelques  reductions 

(29)  ia*,»=      (x  +  m)^^— ^a*,», 

ou,  ce  qui  revicnt  au  möme,  ' 

AjoutoDs  encore  que  Ton  trouvera  des  fvlatioos  analogues  ponr  les 
coefficients  ^  et  S  ^  Taide  des  öqoatioDs  (9)  et  (10).  L'^nalion 
(27)  conduira  k   

(31)  =  ^^r::^  1)1  • 


(32)      «<Ex..=  (^ 

L'öquatioD  (2S)  doniiera 

<33)  Äx,»—  (»-.m+l)!^'-!'"*' 

Enliu  l'equation  (29)  ou  («iO)  touriiira  seulement 
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car  pour  ftz=0  eile  coinddera  avec  Täquafian  (27)  et  r^doira 

donc  a  la  relatioü  (32). 

A  ces  relations  ficiivent  se  Joindre  relles  qii'on  ohtient,  en 
appUquant  la  formule  de  Leibnitz  au  s^econd  racmmc  de  1  et^uation 

On  «rrivera  k 

(36)  .  2l*.«='"^^*2Jf,«2l«-ji, 

puis,  an  moyeD  des  ^aaüoDs  (9)  et  (10), 


(37)  J54c,fi=E  -7 

111=0 
m=n-J-l 

(38)  -y  €x,m€»^X,n. 


Dans  toutes  les  formules  rapportees  ci-dessus  la  valeur  de 
fn  teste  invariable ;  c*e6t pour  quoi nous aTons ^ritoartoat  aimple« 

ment  3(x,n  au  lieu  de  2Ix,7i,//.     Chercfaons  a  präsent  des  relatieDS 
daiis  lesqueües  il  entre  ä-la-fois  diverses  valonrs  de  jit. 
Soit  ^  une  foDctioD  de  a  dätermioäe  par  i  equatioD 

(39)  yÄ^^s:  I; 

il  s'cn  suit 

De  plus  on  tire  de  l'equation  (39) 


d'oii 


denc  on  aura 
(40) 


1»^ 


i»  _(H-j?)#'--l_((H-y)"-l| 


puis 
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Rappelons/not^  maihteiiant     fdiraule  (7>^du  No,  prdo^dent 


et  appliquons  cette  formule  au  second  membre  de  l'^quation  pfä- 
c^dente;  nqua  obtiendrons^  en  egard  a  l'öquatioa  (3U), 


En  faisantar=0,  et  observant  que  y  sevtaumH  avcc  ^>  ob  d«$duU 
de  la  pr^4dente  jointe  k  l'equation  (5) : 

0 

MaU,  ä  laide  des  equations  (5)  et  (17),  on  troavera 
dbne  on  aura 

m— n^-l 

ou,  en  ^erivant  — n  m  iieii  de  x, 

(42)        21— x,n,^=         ft"      wi, i 2(iii,ii— i»,yt4. 
De  plus  on  en  tire,  en  vertu  des  (Sqaations  (9)  et  (10)» 


(43)  ^  'C«,«Ä«, 

771  —  O 

(44)  C:-x,n:= 

r 

Le  thöor^me  de  Bunnanii  condait  eneore  h  une  telation  plua 
simple*  En  effet,  en  vertu  de  ce  thtodme«  on  a 


en  faiaant  «ssO  apr4s  lea  diff^rentiationa,  et  sopposant  que  y 
•'dvanonit  avec  s,  tandiaque  la  rapport     resie  fini.  II  a'en  auit 
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et 


Si  donc  y  depend  de  x  par  T^quation  (39)»  cToü  Ton  a  d^nit 
J'^uation  i4ff),  ou  obtiendra 


(  ) 

et  puisqiie  lea  valeurs  de  ^  et  ^  sont  nullea  apris  les  dilE^fttia'- 
ti«na>  on  aura*  suivant  i'i^iiatton  (5), 

(45)  3x,s,iK  =  f*";fqr^  2l-5T5,ii,  ; 

d'oü  encore ,  eo  ayant  egard  aux  equations  (9)  et  (10) , 

(46)  ö«, « = C-^rpr,«, 

(47)  n  =  ö-xTS;  n. 


Avant  de  terniiiier  cet  article,  bouk  f'ernüs  coiHiaitre  les  for- 
niules  par  lesquellet»  les  coefHicieiiU  Ii,  J^,  <L  bout  expriniet»  d'iine 
maniire  ind^pendaiite, 

Concdd^rons  d'abord  le  cas  ou  x  sera  un  nombre  entler  et  po- 
aiti(  que  neue  di^signerona  par  f»,  On  anra 

d'oü  9  snivant  la  formule  (17)  j 

(Mi      ...  .  .   .  » 

SoU  «Dsaite  H  «De  ftmctton     «  iMtennfarfe  par  rtfqnaäon 
(4») 

..  .  , 

d,       V  •  •.     .  ' 

ou 
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3"  KktiöJlrLi  =a!(i  +  M)'. 

*  I       (jta:       )        *^    '  / 
Appliquons  i  equatiou  (41)  au  fecond  membre,  et  observons  que 


il  viendra 


«t,  imiaque  u=0,  lorsque  ;r=0,  on  tronvera,  en  prenant  d;  =  0 
et  recoorant  ä  Täquation  (5)» 


(50)  '«».,»(»), 

 50 


daius  laquelie  on  a  fait,  puur  abieger, 

2 

n! 


1  r.n  m 


lorsquon  aura  trouvtf  la  valeur  de  7lp,n  par  r^quation  (48), 
vBluera  om.«       Täquation  (51),  et  r^aation  (60)  doiuiera 

la  valeur  de  5lx,n,  quel  que  soit  x. 


ou,  suivant  l'^quation  (49), 

I 

«-,-=-^3,  1  — ^jj   ; 

de  plus,  m  ^tant  un  nombre  entier  et  posiüf,  on  tire  de  la.  prM- 
dente  jointe  k  requation  (5), 

(51)  ««,,„=:(- 1)«  {-l)P(jn)lip,n.  ' 

Donc  ^ 
en  ^valuera 

enfin  la  vale—  ,      .  ^         .  . 

Oll  troavera  pareillement,  poui  i'evaluatiou  de  47, 

(52)  ^         a&*,ii=  /?«,«(»)» 

ji=m-t-l  p 

(53)  ft„,»=r(-.l)»    ^  (-l)P(m)Äj..«, 

Quant  au  coefücient  <C,  ou  aura  encore 
(öö)  €«,»=  ym,ii(x), 

p=m-f  1  p 

(56)        ym,n=(-l)'»  (-l)i'(m)a:|,,»; 
nuus,  lorsqu  on  voudra  döduire  ia  valeur  de  €f,n  de  1  equation  (48), 
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€tt  y  birnnt  (tsO.  on  sera  eondnlt  i  la  foime  X.  Ponr  tfviter  cet 
iaconvAiieiit,  on  diferent!«  p  foi«  par  rapport  4  t  l'^quaSon 

et  Ton  troiiTem«  en  ayant  «Sgard  anz  ^qmtioiia.  (10)  et  (17), 

oii>  sl  Ton  sabstitue  «  4     et  par  atiite  qdi  kBt, 

p/C,,»=aJ(e)(-l)P   ^  (-l)«(p)^. 
Gr,  comme  on  a 

£>p,  0=1, 

on  deduit  de  1  equation  (54) 

ce  qoi  change  1  equation  prMdente  en 

(57)  .  €,,«=8?%"; 

1 

d'on  Ton  volt  qoe  j^(^,n  sera  le  coefiicient  de  dana  le  d^re- 
loppement  de 

1)  (^-2) ....  -  ?i  -f.  1) 

.    3  ....  (p-flT) 

anlvant  les  puissances  entieres  et  positives  de  or.  Ayanf  ^vahi4 
ce  coeflficient,  soit  par  le  thc^onnie  de  Girard,  soit  par  d'autres 
moyens,  on  calculera  7m, n  par  recniatioii  (56),  et  l'equation  (55)  four- 
nira  eiiäutte  la  valeur  de  (Lx,n  puur  tout  x.  11  faut  remarquer  tou- 
tefoLs  onll  aera  ploa  simple  de  deduire  la  valeur  de  iL  dca  «^qiia- 
tioDs  (47)  et  (52)  t  ce  qui  doiinera  imm^iaferoeBt 

*x»«  =  74.^  Pm,«  (— « — «), 

X  -f-n  m=o 
OQ ,  oe  qui  reTlent  aa  mdme, 

X      »ii=n4- 1  Ri 

(58)  n  =  J^^  (-  1)™  /?m,n  (X  +  n  +»- 1).  , 
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1Jebuiissau%abeii  für  §cbiUer. 

Von  dem 
Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehr^  des  fitatheviatik  und  Physik  an  der  höhorffi  BiigoMcliiile,  sn 

Sinaheim  bei  Ueidelberf^.  ,  . 


1      ,      1.1.         s    •  r   ^  ^ 


1  'X  1  '  2 

2  taag  gl  +  ^ toggä  +  ^tang  ^  -J- in  inf.  =  -. 

jtong  pjf (ang^ + ^  tang  ^-f ....  in  inf, «  1- 


Zwischen  den  Sciienkeln  AB  und  des  Winkeis  BAC  soll 
die  Linie  A>/^  so  srezo^en  werden,  dass  der  innerhalb  des  AVIn- 
kels  BAC  'gegebene  Punkt  F  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
AUE  werde.  •  *  * 

(Die  Figur  zu  dieser  und  der  folgenden  Anfgabe  wird  flieh  ein  Jedjar 
leicht  eel|wt  eotiieid««  kdnneii*)  ,  l  . 


An^jsrHinlb  der  SrbpTik'pl  AB,  AC  des  Winkels  J5^C  ist  ein  Punkt 
£uTid  innerhalb  dieser  Sehenkel  eine  durch  die  Spitzel  des  Winkels 
gehende  Linie gegeben;  man  soll  die,  die  Schenkel  ABixnA 
AC  in  M  iin4  ÜSf  sdmeidßnde  Gerade  MN  dergestalt  ziehen, 
iSlf^'VeHängert  diirch 'i^  gehe  und,  wenn  O  den  DurchschnitÜsj^lOlkt 
dieser  Linie  vaA  49  be«ffHft>9^et,  »igNch.i4f(i|fFP^»f^l«<r  7/  i  • 


Theil  iX.  ,  8 
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Aaf  einer  Creraden  OP  rollt  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  S 
ist»  mit  einer  Geschwindigkeit  V.  Auf  dem  Umfange  dieses  Krei- 
ses rollt  ein  zweiter  Kreis,  welcher  den  orsten  im  Aofan^re  der 
Bewegung  in  einem  bestimmten  Punkte  G  benihrt,  mit  einer  (ie- 
schwiodigikeit  v.  Ist  nun  r  der  Halbmesser  dieses  Kreises,  so 
▼erlangt  man  den  Ort  eines  bestimmten  Punktes  M  des  Umfangs 
des  letztern  Kreises  am  Ende  der  Zeit  t,  sn  wie  die  Kurve* 
weiche  dieser  Punkt  lieschriehen  hat« 


Es  ist 

ub'i-ia-i-d)he^{ai-2cl)fjc^  +  {aV^(l)he^  \- ....  \  (a  +  (w-l)d)6e»-i 
_  (g-l)(o  +  (it-l)<^6g»-(p"-'l)6d— (o-~ii)6(e^l) 

So  iindet  man  für  a=l,  e=b,  d^li 

b  +  '24.+36»+4*4  +  ....  +  nOn  =  n'^'-(n+l)i^^  +  6 


£ü  ist 

f  (f  -  l)(r— 2) ... .  1  +  (r  +  l)r(r^l) ...  2.  a:+rr+2)  (r+1)  ...3 .  a«+ .... 
....  +  (r  +  m)(r  +  f«— !)....(?» +  1)«« 

=  r  (r-l) ....  1 -j^iyJT  =F  T  (xMy 

(m-fr+l)(m-fr)    a:"»*^^   _  (iit-fri--|-l)(m-fr)(m-fr— 1>  a:*»^'--'-^ 
*        1.2         (x— 1.2.3  '(;r-l7^ 
,  (iw-fr-f  l)(m  +  r)....(m-i-^)  ar"»+^-l 
 +  I72.3....r 

wobei  das  obere  Zeichen  fik  ein  gerades,  das  untere  fiir  ein  un- 
gsrädes  r  gilt. 

So  findet  sich  z.  B.  fiir  rz=Z:  .  . 

3.2.1  +  4.3.2.:r +  5.4.<i..r2-f-....4-(m  +  a)(m  F^2)(m  +  l):r™ 

r      j:n,-|4_^  ^mf3_l       (m  +  4)  (jM  +  3) 

==^1 — (i=iT^  +  ("»+4)  •  -^ly  o — -ö^^* 

,  (ffl+4)(m4^3)(m>i-2)  £^"1 

Fflr  :r=l  bietet  sich  die  Summeunterder  Form  ^-dar»  deren  wah- 
rer Werth  jedoch  aisdaon  leicht  m  ermitteln  ist. 
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 (j^i)^  ^; 


Iscellen. 


Die  durch  gtosefi  Gelehrsamkeit«  namentlich  auch  in  philolo- 

f ischen  Dingeo,  ausgezeichDete  Schrift:  Denkschrift  zur  Säcu- 
arfeier  drr  T' ti  i  v  e  rs  i  t  ä  t  Erlanj^en  am  23  —  25.  Auff.  1843 
im  ^amea  der  vereinigten  Universität  Halle  und  Wit- 
tenberg dargebracht  von  Dr.  J.  6.  C  Schweigger,  Pro- 
fessor der  Natarwissenschaft  in  Halle»  (Ueher  natur* 
wissenschaftliche  Mysterien  In  ihrem  Verhältniss  zur 
Litteratiir  des  Alterthums.)  Halle.  4.  enthält  auch  manche  fiir 
die  (jioschichte  der  Mathomntik  interessante  Bemerkungen,  imd  ver- 
dient daher  in  (Ueser  Beziehung  um  so  mehr  hier  empfohlen  und 
In  Erinnerung  gebracht  zu  fverden,  well  solche  Gelegen heitschrif- 
ten  oft  weniger  Beachtung  finden,  als  sie  verdienen.  Ich  werde 
daher  hier  und  gelegentlich  wieder  in  den  folgenden  Heften  des 
Archivs-  Einiges  aus  derselben  ausheben,  wünsche  aher,  dass  da- 
durch iNieniaud  abgehalten  werden  möi^e,  sich  mit  dem  ganzen  In- 
halte dieser  gewiss  recht  sehr  Beachtung  verdienenden  Schrift  des 
würdigen  Herrn  Verfassers  und  anderer»  eine  ähnliche  Tendenz 
habender  Schriften  desselben  näher  bekannt  zu  machen,  was  ins- 
besondere auch  den  Herren  Philologen  anmrathen  sein  mOchte. 

Ich  hebe  ftlr  diesmal  die  folgende ,  das  berühmte  Problem  TOn' 
der  Verdoppelung  des  Würfels  betreflfende  Stelle  mit  einer  aus- 
führlichen Note  zu  derselben  heraus,  die  sieh  S.  12  und  13  und 
S.  44  und  45  finden ^  und  hofl'e,  dass  beides  lür  sich  verständlich 
sein  wird,  indem  ich  nur  noch  bemerke,  das» -die  Note  sich  hanpt^ 
sachlich  auf  die  im  Texte  mit  Cnrslvschrift  gedruckten  Worte 
bezieht* 

„Wenn  Aristoteles,  da  wo  er  in  seiner  Physik  vom  Raum 
redet,  die  unbeschriebenen  Lehrsätze  (aygag)«  öoy^ra)  des  Plato 
erwShnt,  so  ist  es  klar,  dass  man  sich  dabei  nicht  ein  eigenes, 
dogmatisch  geordnetes  philosophisches  System  zu  denken  habe, 
wie  Temumann  meint,  eben  so  wenig  aber,  wie  neuerdings  //er- 
mann  annimmt,  „  eine  weitere  Entwickelung  der  Sokratischen  Keime 
unter  dem  Einfluss  anderer  Philosophien  oder  eigener  Erfahrun- 
gen'', was  auf  spätere,  von  der  schriftlichen  Mittheilung  verschieb 
oene  Zas&tM  binauslaafen  wfirde,  van  denen  jedoch  schwer  an 

8» 
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beweisen  vsäre,  dass  sie  IpfVi£»1irh  eine  weitere  Entw ickeluriL;  Sa- 
kratischcr  Keime  waren,  alsd  dd  Hauptsache  nach  auf  Moraiphi* 
losophie  sich  bezogen.  Eher  tUus  Ocgcntheil  lä«st  sich  wahrschein- 
lich machen  mit  Beziehung  auf  eine  Andeutang  Cicero' s,  der  aiis- 
drCicldich  hervorhebt,  dass  Plato  sich  von  ägyptischen  Priestern 
in  astronomischen  und  mathematischen  Dingen  nahe  unterrichten 
lassen,  auch  die  Pythasforäer  aufii^cKucht,  um  sich  über  Dinge  zu 
belehren,  welche  Sokrates  verschmähte.  Und  man  darf  nur  einen 
Blick  werfeo  auf  die  Geseliiehte  der  Mathematik,  ain  sich  zu 
überzeugen,  dass  Pluto  und  seine  Schule  auch  in  m atbematischer 
BezIehuTis:  einen  bedeutenden  Ruf  habe.  Ton  Aufgaben  jjnnz  nn- 
derer  Art  handelt  es  sieh  hier,  als  diejeniijen  sind,  woraut  wohl 
zuweilen  in  den  i^iatonischen  Schriften  angespielt  wird.  Im  mathe- 
matischen  Fache  mfipcen  vAt  diso  ganz  entocBeden  ungeschriebeDO 
Platonische  Lehrsatze  annehmen.  Selbst  mit  einem  Ausspruche 
des  Delphischen  (Rottes  h;in<it  IMatos  Ruf  als  IMathematiler  zu- 
sammen, indem  er  das  sjeometrische  Problem  gelöst  haben 
wovon  da^  Üelphtäche  Orakel  das  Aufhören  der  Pest  in  Allieu 
aMiängis  machte.  Wais  man  auch  halten  mag  von  dieser  Sago 
qder  Fabel :  auf  alle  Fälle  ist  ihre  Entstehung  nur  unter  der  Vot* 
anssetzung  denkbar,  dass  nicht  bloss  im  Orient,  sondern  auch  in 
Griechenland,  und  namentlich  in  dem  diiK  Ii  seine  Eleiisinischen 
Mysterien  berühmten  Athen,  mathematische  und  religiöse  Bezie- 
hungen in  engerer  Verbindung  standen,  als  ttian  gewBBmKeh  sich 
vorstellt.  Wie  aber,  aus  ganz  guten,  ivtssenschailtlichen  sowohl 
als  moralischen  Gründen,  wir  lieber  gar  keine  Mathematik  und 
Naturwissensehaft  werden  haben  wollen,  als  eine  solche  tmtlitio- 
nelle,  welche  noch  heut  zu  Tage  bei  den  ßrahmineu  in  Ostindien 
religiös  sich  geltend  macht:  so  konnte  dasselbe  auch  bei  Sohra- 
U$  der  Fall  sein,  welcher  eben  darum  bloss  auf  Moralphilosophie 
äch  einlicss,  die  ihrer  Natur  nach  entgegengesetzt  Ist  jedem  fid- 
ächeh  Mysticismus.'^ 

13.  ..Vfccro  ilcfinibiis  V.  29.  —  Die  lilirlgen  hierher  jjehörif^^pn  ,  nuf 
PlfÜO'S  maUieiuali<i('he  nur  intindiich,  nirlit  in  seinen  Schriften  vurgetra-r 
gene  tiehrsatse  si«^  beziehenden  Beweiwtellen,  Hadet  man  geMHumclt  in 
IdontUCla'S  Geschichte  der  Mathematik,  B.  I.  S.  l63 — 185,  wo  imiständ- 
lich  die  Rede  ist  rtni  den  t»fflputenden  Verdiensten  Plato'«  und  der  Plato- 
oiüchen  Schute  um  Mathematik.  —  So  wie  aber  der  Huhm  des  Sokrates 
mit  dem  Ao«spruche  de«  Deipklschen  Gottes  ^  der  ihn  für  den  weieetten 
erklärte,  zusammenhängt:  so  reiht  eine  Sage  den  Wwhm  Pia fo's  alS 
Mafhemaftkersi  an  «Icn  .Insspruch  desselben  Gottes  tin  Vn\  soj^loich  711 
Tcrstchn,  dass  von  dem  sogenannten  Delischen  Problem,  die  \erdoppeiuug 
des  Cuöus  betreffend,  die  Rede  eci,  leee  man  S.  13.  Z.  12  (—  oben  Z.  1 8.  —  6.>  - 
statt  das A/SCAe  Orakel  *  vielmehr  .,da8/?e//JCAg  Orakrl",  nb^^  nhl  der 
Orakel  gehende  Gott  derselbe  ist,  näinlieh  Apollo,  Apollo  soll  die  Ver- 
doppelung der  IVfassc  seines  cubischen  Altars,  gemäss  den  von  Montucla 
•agefilhrteii  Zeugnissen,  zur  Bedingung  des  Aufhoreiw  einer  Pest  in  At» 
tica  gemacht  halicu.  Saturlieh  darf  man  nicht  an  jene  lirnÜiTnte  Pest 
denken,  welche  den  Periktcs  liinwegrafTtc,  sondern  diush  eine  spätere 
Rückkehr  der  Seachc  annehmen ,  sofern  nämlich  PioiO  das  Problem  ffe* 
ISet  haben  soll,  obwohl  MontuCta  gezeigt  hat,  das«  es  schon  vor  ihm 
gelöst  war.  Uebirigens  giebt  es  noeh  eine  gnnr  andere,  bm^^Jehtlieh  auf 
Namen  und  Localität  verschiedene  Krzählungsart  der  £nUtehung  dieses 
l^robtem«.  XhA  eben  daram,  well  tob  mner  gani  aehiraelteiNlefe  aiii 
ihrer  Nahir  nach  nieht  an  eine  bestimmte  Localität  zn  bindenden  Fabel 
die  Bado  iats  m  kaiw  man  (wie  MtOtim  ea  that  nad  abeu  ae  anch  Bat* 
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fffW ,  jeder  in  seinem  niatheiimtical  and  philosophical  dictionary,  )  da« 
Delische  Problem  bloss  aU  AppoiWuscäes  Problem  auffttsscu,  du  Apoliu 
auch  Deliu$  heiMt;  und  mag'  dann,  vie  es  gleichfalls  von  Uutlon  und 
Barlow  resdiah»  auch  Delphisches  Orakel  schreiben,  statt  Delisches 
Ürahel.    Letzteres  aber  müsste  nach  c'f  r  Plu/archhchen  Erxählung^  (de 

fenio  Solcratis  c  7.)  genannt  iverden,  obwohl  Plntarch  In  derselben 
teile  uns  tcben  auf  eine  9tei  allgemeinere  Auffassung  der  Srnäkhmf 
hinleitete.  —  Schoji  LiM^ähnt  nämlich  wurde«  wie  günstig  sich  das  Del- 
phische Orakel  über  Sokrates  nnsspracli,  was  in  der  Platonischen  Apolo- 
gie als  ein  Aufruf  des  Gottes  dargestelU  wird  einer  den  1?  oi^cliungs- 
c;eiat  anregendeo  Lehrwelse*  Uad  gerade  aae  demeelben  Gesichtspunkte 
lasst  Plalo  das  geometrische  Problem  desselben  Gottes  auf.  Es  erzählt 
nnmlich  Pliitarch  ^  das«  Plat«  ,  über  Lnsung^  dieses  Problems  befrag-t, 
sich  uu  etwas  erinnert  habe,  was  bei  seinem  Aufenthalt  In  Aegypten 
eieh  ereigaet  hatte*  Es  sei  nämlieh  elae  Karhxeichnnng  einer  figypti* 
sehen  Auf??rhrift-  ^vrlchr  in  cinmi  Grabmal  der  MUmeiie .  dei-  Mutter 
des  Herkules^  auf  einer  Tufci  gefunden  wurde,  nach  Acg^ypten  gesandt 
und  diese  Aufschrift  ron  Chonuphis,  dem  Propheten  wie  er  genannt 
.  wird,  erklärt  worden  in  folgender  Weise;  die  Griechen  würden  zu  einem 
mhigen  und  friedlichen  Leben  ermahnt,  sie  sollten  Aer  Phffnsophfe  ffl.  h. 
Im  alten  Sinne  des  Wortes  Aolurteissejischafl}  sich  befleissigcn  und  mit 
Griiaden  statt  mit  Waffen  Ihre  Streitigkeiten  entscheiden.  —  In  dieeem 
Sfaiae  nttn  habe  PiaiO  geantwortet:  Apoile  welle,  indem  er  ein  ^eom^ 
trisches  Problem  vorlege,  die  Grierben  wejs^en  ihrer  Unwissenheit  ver- 
h6kran  und  sie  erinnern,  dass  sie  ileissiger  Geometrie  treiben  möchten« 
Der  CN>tt  Terlange  gar  mcht  die  ¥erde|ipelnag  der  Masse  seines  ettbl- 
•dhra  Altars,  sondern  befehle  den  Griechen  das  Unheil  des  Krieges  zu 
Termeiden,  sich  den  MuRcn  7.n  widmen,  nnd  freundlich  mit  einander  za 
verkehren ,  nachdem  sie  durch  Wlssenschafletl  und  namentlich  älathema- 
tfh  die  Leidensdiaften  besänftiget  (ßta  lHytav  $tal  Sid  ftm&fjf^dwtv  w 
jeafÄflrpa«WöKr«s).  —  Vcr<i:I<'icht  innn  damit  eine  Stelle  des  Plutarch  in 
dem  Leben  des  Nikias  c.  23. :  so  wird  man  mit  Verwunderung  erfüllt, 
SU  sehen,  wie  viele  Muhe  es  kostete  und  wie  künstliche  Umwege  man 
irihlen  masste,  um  der  Bfathematik  nnd  den  Naturwissenschaften  zu- 
narhst  nur  Diildimi^  wenigstens  im  T dirn  nnd  endlicrh  allgemeinere  Ver- 
hiL'itun;^  zu  verüchaffen,  wobei  man  dann  getrost  der  still  wirkenden 
Kraft  der  Wahrheit  vertrauen  konnte.  Selbst  Orakelsprüche  niussten  in 
dieser  Beziehung  zur  Hülfe  genommen  werden.  Bas  lange  Sprechen 
des  Sokratcs  in  der  Platonis(rhen  Apolof^le  über  dm  ihn  betreifenden 
Ausspruch  des  Delphischen  Orakels  erscheint  in  diesem  Zusammenhang 
in  einem  gana  anderen  Lichte.  Znglelch  merkt  man ,  dass  he!  den  Ora- 
keln des  Apoile  wohl  mehr  unterrichtete  Priester  in  Thätigkeit  raö^en 
gewesen  sein,  als  jene  erblichen  waren  in  den  Eleusinlsrbrn  Mysterien 
aus  der  ^Familie  der  Eumolpiden.  —  Ueberhaupt  hatten  die  Mysterien 
▼eraiigsweise  die  Traditionen  der  alten  Zelt,  die  Orakel  aber  die  Gegen- 
wart and  Zukunft  im  Auge;  theilwetse  eben  darum  den  durch  die 
Mysterien  voranhisstcn  Hemmungen  entgegengesetzt.  Als  diese  Hiren  Em- 
flass  verloren  und  namentlich  die  mathematischen  Wissenschaften  Ge- 
\  meingnt  der  Menschheit  worden,  schwiegen  bald  anch  die  Orakel  nnd 
mriMtan  eehweigen.** 

Ueber  Dezimalbrüche.  «" 
Von  HefTD  Simon  Spitzer  zu  Wien. 

(Van  Heffb  OIrbetor  !r.  Littrew  deni  Hemsgeher  aar  Aafbahne  in  das 

Archiv  gutig«t  mitgethellt) 

Bei  Abfassung   des  gesenwärtigen  Aufsatzes  war  es  Dicht 
meine  Absicht»  die  Anzahl- der  beetehenden  Rednumge«  Voithtdle 
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um  Einen  zu  verniebrei»,  da  ich  uei^s,  dass  sie  selten  weiter  als 
in  der  engen  ^»phäre  der  Schule  ihre  Anwendung  finden;  es  war 
bloss  meine  Absteht,  aaf  die  zahlreielMn  Clesetze  anfimerksam  za 
machen,  die  in  den  Dezimalen  herrschen,  die  wie  aus  einer  uo- 
ausschvplbaieo  Quelle  jedem  darüber  Denkeaden  von  aelbat  aof- 
(allen. 

Die  Verwand luni;  mehrerer  m  iueiiier  Brücho  in  Dezimalen  ist 
das  erste,  was  ich  hier  betrachte.  Es  wird  eewiss  Jeden  über- 
raschen, wenn  Ich  behaupte,  ja  seibat  durch  meTbat zeige,  cküw 
ich  gemeine  Brüche,  deren  Neoner  19,  29,  39  ;  49,  u.  a.  w.  sind» 
80  schnell  in  Dezimalbruche  verwandle,  dass  kaum  Jemand  daa 
Resultat  so  schnell  abschreiben  könnte,  als  ich  es  aasrecbae. 

Ich  will  zuerst  den  eigentlichen  Rechminirsnieebiuiisnin«:  dnrch 
mehrere  Beispiele  erlHutern  und  dann  die  iiichtigkeit  des  V  erlah- 

retis  durcb  einen  einfachen  Beweis  bes@^tigen.  Es  sei      das  ge- 

wShlte  Beispiel,  so  sa^e  ich:  2  in  16  geht  8mal  (der  Quotient 
wird  jedesmal  aufgeschrieben  und  als  neuer  Dividend  betrachtet), 
2  io  n  gebt  4mal ,  2  in  4  geht  2mal ,  '2  in  2  geht  Imal,  2  in  1  ijebt 
Omal,  bleibt  1  (der  Rest  wird  immer  verzehnfachtj,  2  in  lÜ  sreht 
5mal,  2  in  5  geht  2mal,  bleibt  1  (1  als  liest  wird  verzehnfacht 
und  der  Quotient  2  dazu  addirt)»  2  In  12  geht  Qmal,  2  Id  0  gebt 
3inal,  2  in  3  ^ht  Imal,  bleibt  1,  2  in  11  gebt  5mal  n.  a.  so 

dass  man  hat  jQ=0  i>42Z052():Jl.>.... 

g 

Z^v  ei  tes  Beispiel.        Uier  ist  der  beständige  Divisor3;  aisoS 

in  0  geht  ^nial,  3  in  3  geht  Imal,  3  in  I  geht  Onial,  3  in  10  geht 
.*?nial,  bleibt  1,  3  in  13  s^eht  4mal,  bleibt  1  ,  3  in  14  geht  4mal, 
bleibt  2,  3  in  24  geht  8mal,  3  in  8  geht  2mal,  bleibt  ^,  3  in  22 
gebt  7mal,  bleibt  1,  3  in  17  geht  timal,  bleibt  2,  3  In  25  gebt 

ämai*  bleibt  1  u.  s.  w.;  daher  ^=0'31034482758...* 


Drittes  Beispiel.        Hier  sage  ich  5  in  1  geht  Omal,  5  io  10 

gebt2mal,  5  in  Leht  Omal,  5  in  20  geht  4mal,  5  in  4  geht  Omal,  5  in  40 
geht8mal,  5  in  8  gebt  Inial,  bleiht  3,  5  in  31  geht  6mal,  bleibt  1, 
fi  in  16  geht  3mal,  bleibt  I,  3  in  13  geht  2mal,  bleibt  3,  5  in  32 

gebt  6mal,  bleibt  2,  5  In  26  geht  Gmal,  ii.  s.  w,,  so  daaa  ^ 
r:O'0204OS16326ö.... 

Wer  sich  die  Mühe  nimmt,  diese  angeführten  Beispiele  auf- 
merksam durchzulesen ,  sie  selbst  auf  dem  Papier  zu  arbeiten  und 
sich  durch  drei  bis  vier  Stunden  in  mehreren  ähnlichen  Beispielen  übt, 
wird  sich  gewlas  überzeugen»  das«  Ich  vorher  nichts  Uebertriebeaea 
behauptete. 

Jetat  zum  Beweis.  Es  sei  Z  der  Zfihler  und  lOJV—l  der 

Z 

Nenner,  so  helsst  der  Bruch  igJ^ZZl'  wenn  man  den  Zähler 
durch  den  Nenner  dividirt,  fiodet  man: 
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2  ^*  in3  7V3  +  im     +  •••• 


10  lY—  1  ""10  iv^  10^  m  ^       ^  \\^n^ 

d.  h.  es  entsteht  eiue  aiiendliche  ReiTie ,  deren  Istes  Glied  10<cl, 
deren  2tes  Glied  lOOtel,  3te«  Glied  lÜÜOu  i  u.  s.w  enthalt.  Ferner 
sieht  maD  aas  der  Reihe:  man  findet  die  Iste  Dezimaiziffer^  wenn 
man  X  durch  iV  diridirt,  die  2te  Ziffer  erhält  man  aus  der  era|eot 
wenn  man  diese  durch  iV  dividirt,  eben  so  erhält  man  die  3te 
aus  der  i?ten,  wenn  man  diese  durch  iV  dividirt  n.  s.  f.  Dass 
man  den  jedesmaligen  Rest  verzehnfacht,  fol?t  i  Im  n falls  aus  der 
Üetrachtung  der  Reihe  oder  auch  unmittelbar  auä^  dem  Geiste  des 
dekadischen  Zahlensystems. 

Fast  noch  einfisuzner  läset  sich  der  Satz  beweisen  durch  An- 
Wendung  der  Fouri ersehen  Divisions -^rofhode ,  din  ich  hier  als 
bekannt  voraussetze.    Ich  bezeichne  der  Eintachheit  wessen  79  mit 

81,  29  mit  31 ,  da«<«  der  Punkt  über  dem  Einer  minus  bedeu- 
tet; es  ist  auf  diese  xiri  z.  Ü. 

A  =  ß  0  :  8i  =  0  06329113  J = 8 :  6i  =  0  135593 

26  21 
23  33 
72  35 
9  .     •  55 

11  19 
31  13 
u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Dass  die  jedesmalige  Verbesserang  nicht  abgezogen ,  sondern 
hinznaddirt  wird ,  folgt  daraus ,  weil  die  Einheit  im  Ilividend  nicht 

ßositiv^  wie  bei  der  gewtihnücfren  Fourie rschen,  sondern  nega* 
V  istf  daher  sich  die  äubtractioa  in  eine  Addition  verwandelt. 


Bei  der  Vervvandluni;  iicnieiner  Bruche  inDezimalbriicIie  sties- 
sen  mir  oft  solche  Perioden  auf,  deren  Gesetz  in  der  Zifferfolge 
ganz  fenem  der  aritlimetiscben  Reihen  glich,  z.  ß. 

0-24 27  30  33  36 39  42 45  48 51.»  oder0105 110 115 120 125 130 135 14a.. 

Sie  nach  der  gewühnlichen  Methode  in  gemeine  Brüche  zu 
vsEvrandeln,  ist  gewiss  unausführbar  und  ausserordentlich  seitrau- 
bend.  Bb  hedeutend  ein&cherer  Weg  dürfte  der  folgende  sein : 


8     0-24  27  30  33  30  39  42  45.... ; 


inultipll<^rt  man  diese  Gleichung  mit  iOO  und  sieht  man  di«  Gege- 
bene von  der  so  erhaltenen  ah»  so  ist 

1005^24  27  30  33  36  39  4245  48..., 

folgUch 

99    =  24  •  030o0a0303030303.... 

oder 
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9955=24+  ggÄ-jg-,  daher  995r=c^jö- 

Eben  80  erhfilt  maD  ane 

5=3   0- 105 1X0 115  120 125... 
1000^=105  110 1 15  1 20 125  130.... 
999  5=  105  •  OOä  005  0(tö  Ü05  005.«.  =  105  +  Jg«  J!^2 ; 

daher 

ia4900_  104900 
^-"W^*"  998001" 

Nachdem  if  Ii  diese  Aufgabe  so  einfach  s:e)üst,  versuchte  ich  Po 
rloden,  deren  Ziffern  in  arithmetischer)  Reihen  hühcrer  Grade  loi  t- 
schritten,  in  gemeine  Brüche  zu  verwandelD,  weiches  mir  auch 
ebeo  ao  leicht  gelang.  Es  ist  k.  B. 

5  =  001  04  09  lü  25  36  49..„  '  -  . 

1005=104091625;^  4964.... 
99  Ä=:  1-03  Oö  07  09 11 13 15..,. 

Dadimsfa  rediizlrt  sich  die  Aufgahe  auf  die  frühere,  weil  die  Ziffern 
nach  arithmetischen  Reihen  des  Isten  Grades  fortschreiten ;  man  bat 
nämlich 

9900iS=:103*050709 11 13 15 17....; 

daher 

9900  i$*--99  5s=  iÜä.0202€202020202...:^i02-f 

HO  c/inA    IV    lÖlOO    ,  .      e    10100  10100 
995a00-.l)=-ycr  ,  daher  *=Ty3  =9^^ 

Es  sei  .  '     ■  ' 

Ä  =- 0001008027064125216.«. 
.     10005=:=  1008027064125216343.... 
.999  1*007019037061091127.... 

Die  Ziffern  dieser  Reihe  sind  nach  einer  arithmetischen  Reihe  des 
zweiten  Grades  gebildet;  daher  rcducirt  sich  diese  Auflösung  wieder 
aiir  die  nächstvorher^eliende.  Ans  deo  wenigen  Beispielen  kalilfn 
man  den  Schluss  ziehen:  Alle  gemeinen  Bruchei  deren  Nenner 
Potenzen  von  9.  999,  9999,  u.  s.  w.  sind,  gehen,  in  Dezimal- 
brüci^e  T^rwandjei/:,  Porloden,  deren  Ziffern  nach  arithmetischen 
Reihen  des  so  vielten  Grades  gebildet  sind,  al^  der  uiu  1  v^r- 
grusserte  Exponent  anseigt.   /  -  " 

Ich  ende  Iiief  mit  diesem  jv^fBii  OESion  Aufsatze  mit  der  Hoff- 
nnog  j  dass  er  den  geneigten  Leser  nicht  ganz  nnbefiriedigt  gelassen; 
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(In  Folge  der  schon  bei  dein  Literarischen  Berichte  Nr.  XXXII.  gemach- 
t€ta  Bemerkang  enthalt  diu  Torlie^rende  Nnrnmer  eine  gruacere  Ansabl 
bloiser  Titel  und  Menigev  nnafnhrliehere  Anzeigen.  Die  nidiste  Kum- 
ner  winl  wtrder  eine  grössere  An/alit  der  letcteren  bringen,  namentlich 
auch  Ton  mehreren  der  Redaction  zugesandten  Werken.) 


desdiiclite  der  IHatlieniatlk  und 

Physik. 


Kopernifc  et  ses  travaux,  par  Jean  CsVDski;  <te  19  fealUes 
V4*  piw  iin  Portrait.  ParU.  1840.  8. 


Systeme  t  JLelir-  und  WSiterlbttdier. 


System  of  Pratical  Mathematics.  Pt.  (.  cnntaiiiing  Aleebra 
and  Geometry:  being  No.  16.  ofa  New  Seriee  öf  Scbool  Books 
by  tbe  Scottiach  Scfaool-Book  Association.  l!2mo.  Edinburgh.  bd.5s. 


Fritsch,  Ph. :  die  Decimal-Rechnung  und  ihre  practisehe  An- 
Wendung  bei  Münz«  Maas-  und  Gewichts-Recbnungen.  Heidelberg. 
1846.  1\  Sgr. 

HeTTinann,  Fr.  J.:  kurze  Anleitung  zur  Alt^ebra  für  Gym- 
nasien und  zum  Privatgebrasch.   gr.  8.   l>arm«tadt  1840.   1  llilr. 
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Gentil,  Äl.E.:  Traite  d'Algebre.  Premiere  pari ie.  i^aris.  1846. 

Bryce»  J.  Jun.:  Treatbe  on  the  Elements  of  Algebra.  2.  edt- 
tion«  with  varions  additioDS  and  improyements.  bouad  4  s.  6  d. 

Vasalli,  S.:  algebra  ad  uso  delle  scuole  della  leale  militara 
academia.  Edisione  secooda*  Torino*  1845.  Vol.  I.  8. 

Cournot,  A.  A.:  Kieiiientarlf»hrluich  dor  Theorie  der  Func- 
tionen oder  der  InünUesiuial- AualysU.  Deutsch  bearbeitet  von 
C.  H.  Schnnae.  2.  Lfr;  Bärniatadt  1816.  .2  Tlilr. 

Anleitung  zur  Dillerential-  und  In teerra I recb nung, 
TOD  l)r.  Ph.  Joliy,  au^^serordentliclien»  Professor  der 
ancrewan dtcn  Matbcmutik  an  der  U  niversität. Heidel- 
berg.  Heidelberg.  1846.  8.  ITbIr.  20Sgr. 

Der  Herr  Vf.  sagt  in  der  Vorrede:  „Meine  Absicht  war,  auf 
eiaem  mffgllehst  elementaren  und  doch  nicht  m  vreitlaufigen  Wege 
cur  iCeontniss  der  Differentialrechnung  zu  h'ihrcn,  indem  ich  mir 
vorsetzte,  für  Jene  ein''  Anloitinig  7.n  scineiben,  welche  die  DiiT*'- 
rentlalre(  liiiung  Ihrer  Aii^\ endiinu  halber  suchon,  für  die  es  daher 
erlauiil;  ja  sogar  geboten  sein  wird,  vveiUauuge  Ertirterungen  zu 
▼ermeiden  uod  der  Einfachheit  der  Herleitun^,  selbst  ivenn  durch 
dieselbe  von  vornherein  nicht  die  sonst  erreichbare  Allgemeinheit 
sogleich  erzielt  werden  sollte,  citi  ontschoitlendes  Moment  einzu* 
raumeij''  und  hat  dadurch  selltst  der  Kritik  den  an  seine  Schrift 
anzulegenden  Maasstab  an  die  Haml  gegeben.  Wir  glauben  näm- 
lich, das»  gewuhnliche  Praktiker,  die  in  den  Fall  kommen  können, 
▼on  der  Differential  uod  Integralrechnung  einfache  Anwendungen 
zu  mache]i,  in  dieser  deutlich  verfa^sfsten  Schrilt  eine  für  llire 
Zwecke  liinreirbond*» ,  ihren  Fähi^koi^ea  anaoinessrne  Keiehrung 
suchen  und  linden  können,  und  cni|>ii'lden  daher  dieselbe  ihnen  zur 
Beachtung  aus  Ueberzeugung.  Dagegen  dürfen  wir  aber  auch  nicht 
verschweigen ,  dass  diese  Schrill  höheren  wissenschaftlichen  An- 
sprüchen auch  nicht  im  Entferntesten  cntspriclit,  weil  sie  dem  Leser 
nicht  eine  Ahnung  giebt  von  der  strengen,  keinem  Zwc-foK  keiner  Ün^ 
genauigkeit  Kaum  lassenden  und  in  mehr  als  einer  i^eziehuTig  wahr- 
haft kritischen  ßehandincig  der  Differential-  und  Integralrechnung 
und  der  Analysis  überhaupt,  zu  welcher  in  den  zwei  letzten  Decen- 
nien  einige  neuere  Analvtikcr  auf  die  ruhmlichste  Weise  cUe  Babk 
gebrochen  haben,  die  aber  gewiss  auch  kemesvvegs  schon  als  ab- 
gogchlossen  betrachtet  werden  d  rf.  Denn  was  auf  S.  113.  über 
diese  neue  Behandlung  unter  4em,  wenn  auch  allerdings  das  Fun- 
dameotaltheorem  ursprünglich  von  Ampere  herrfihren  därfte,  ddch 
etwas  sonderbar  klingenden  Namen  ),JMethode  von  Ampere" 
etwa  gesagt  ist,  ist  nicht  geeignet,  von  dieser  neuen  Behandlung 
im  Ganzen  und  Grossen  und  von  den  wichtigen,  zum  Theil  buchst 
allgemeinen  Theoremen ,  zu  denen  dieselbe  bereits  geführt  hat, 
awch  nur  im  Entferntesten  einen  einlgermassen  hinreichenden  Begriff 
lEtt  geben.  Wollte  man  at^so  in  der  vorliegenden  Schrift  ein  Bild  dM 
gegenwärtigen  Zustandes  der  hrdioren  Analysis  zn  finden  hoffen,  90 
würde  Tnan  sehr  irren.  Vielmehr  linden  sich  dif'sellten  liüchst  missli- 
cben  Anwendungen  der  Methode  der  unbiestiiointen  CoefUcienten^  die- 
selben VeinachlfissigungeD  der  Reste  te.wKeiHUicheD  Reiben,  und  aor 
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dere,  den  mit  diesen  neuen  grossen  Fortschritten  dti  iinafytischeii 
Metbode  gehörig  vertrauten  Analytikern  allgemeio  bekannte,  daher 
ohne  wmatze  Weitlaatigkeit  hier  nicht  zu  wiederholende,  mn  Feh- 
lern und  Trugschlüssen  leider  nur  zu  bfiu&Bf  Veranlassung  gebende 
Uugenauigkeiten  in  dieser  Schrift  in  demselben  reichliclieii  Maasse, 
wie  sie  sich  z.  Ii.  in  Lacroix's  bekanntem  kleineren  Werke,  mit 
dem  die  vorliegende  Schrift  überhaupt  tiemlich  auf  gleicher  Stufe 
stehtj  fast  aufjeder  Seite  finden,  wobei  wir  auch  noch  bemerkeu 
wollen,  dass  ~  nach  unserer  ITeberzcugung  wenigstens  < —  die  auf 
S.  ISO — 11)4  beigebrachten  Satze  von  der  Convergeiiz  und  Diver- 
genz der  Reihen  dem  iranzen  Geiste  dieser  Schrift  zu  «eni«;  ent- 
sprechen und  dejibalb  gewit»«»  überhaupt  besser  weggelassen  worden 
wären,  da  sie  ja  in  der  ihnen  hier  gegebenen  Fassung  überdies  nicht 
der  Differential-  und  Integralrechnung,  soodero  recht  eigentlich 
der  sogenannten  Analysis  de«  Endlichen  oder  der  algebraischen 
Analysis  anijehnroft. 

Einen  Lehrer,  der  durch  die  bloss  praktische  Tendenz  und  sreringe 
Fassungskraft  seiner  Schüler  genütiii^t  i:»t,  die  höhere  Auulysis 
jetzt  noch  in  ähnlicher  Weise  wie  in  dem  Torliegenden  Buche  vor- 
zutragen, beneiden  wir  wahrlich  nicht!  Denn  wir  wenigstens  wGr- 
den  last  in  jfnler  Stunde  an  uns^^rc  Rrust  zu  schlagen  und  uns  zu 
fragen  geinitiiiiit  seyn,  in  wie  weit  Arnn  die  in  scheinbar  all|;e- 
meiner  Güitlukeit  den  Schülern  vur<;eleg(en  Resultate  wirklich 
riehtig  seyeu,  und  ob  wir  dieselben  nicht  vielleicht  in  esner  ge- 
wissen Weise  am  Gängelbande  der  huclist  unwissenschaftlichen 
Methode  der  uubpstlninif^?)  ('oefncloiifen    und  der  sojjenannten 
Entwickelunüj  der  Functionen  in  Reiben,  wie  sie  m\  voiliogenden 
Buche  auf  S.  IIÜ.  ganz  nach  Lagrange^  in  derselben  unwissen- 
schaftUcben  und  gegenwärtig  als  völlig  antiquirt  zn  betrachtenden 
Weise  wiedergegeben  worden  ist,  nur  an  der  Nase  berumführten;  ' 
denn,  wenn  letzterer  Ausdruck  auch  etwas  trivial  und  etwas  stark 
ist,   so  ist  er  docb  nach  unserer  v«)llk()uuneü.sten  l.'eberzeugun"^ 
für  einen  Unterricht  in  der  DiiTerential-  und  Integralrechnung  und 
der  matheniatisdien  Analysis  überhaupt  nach  der  älteren  Weise 
der  allein  bezeichnende.   Strenge  Hichtigkeit  der  gewonnenen  Re- 
sultate und  Einschränkung  derselben  in  die  gehörigen  Grän:^eny 
über  welche  hinaus  ihre  Anwendung  unsicher  ist  und  zu  Fehl- 
schlüssen führt,  ist  für  uns  erstes  und  wichtigstes  Haupterforder- 
niss  jeder  Darstellung  einer  mathematischen  Wissenschaft,  und 
gegen  sie  müssen  för  s  Erste  alle  Übrigen  Rücksichten  auf  Ele- 
ganz, sogenannte  heuristische  oder  wohl  gar  philosophische  Ent- 
vrickelung  oder  wie  dergleichen  zu  benennen  sonst  noch  auweilen 
beliebt  zu  werden  pflegt,  in  den  Hinter<rnH!d  treten.  Aber  freilich 
müssen  wir  leider  immer  mehr  und  uieiir  die  Ueberzeugung  ge- 
winaen'»  sAass  die  neuere  kritiaebe  llf  etbode  bei  dem  Unterrichte  in 
det  Analysis' bis  jetzt  ,niir  auf  sehr  wenigen  Lehranstalten,  ja 
selbst  auf  nur  sr  lir  wenigen  Universitäten  ,   sich  Bahn  gebrochen 
hat.    So  betrübend  dies  ist,  so  wnbr  ist  es  doch.     Der  Stellung 
jeder  Universität  wäre  es  aber  doch  allein  würdig  und  angemes- 
sen, wenigstens  einen  Lehrer-  zn  gewinnen,  welcher  die  Analy* 
sis  nach  &n  strengeren  neueren  Methoden,  als  Vertreter  dersel- 
ben, zu  lehren  im  Stande  und  befähigt  wäre,  eine  Befähigung,  die 
freilich  jetzt  noch  nicht  bSufie  an^retr offen  wird.    Dass   übrigens  ^ 
auch  selbst  bei  dem  Uoterrtclite  von  i^rakttkern  sich  mit  gehöriger 
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Auswahl  vou  den  neueren  Methoden  ein  verständiger  Gebrauch 
machen  lässt:  dafür  liefert  das  in79r.  XX.  S.  302.  den  LiteratUKsfaen 
Berichts  angezeigte,  für  den  Unterricht  in  der  Analysis  auf  dem 

polytechnischen  Institute  in  Wien  hestihinite  Werk  von  Salomen 
einen  rpcbt  erfreulichen  Beweis,  wie  a.  a.  O.  mit  Mehreren!  her- 
vorgehoben worden  ist,  auf  das  wir  daher  namentlich  Praktiker 
hier  gelegentlich  wiederholt  aufmerksam  machen. 

So  lebhaft  sich  auch  diese  und  ähnliche  Betrachtungen  uns 
be!  der  Ansicht  des  vorliegenden  Biiehs  wieder  ron  Neuem  auf- 
gedrängt haben ,  so  wiederholen  wir  doch  unser  im  Eingange  aus- 
gesprochenes Urtheil  hier  recht  gern  norh  einmal,  dass  der  Herr 
Vf.  ein  für  »lie  gewohnlichen  .  koine  hilheren  Ansprüche  machen- 
den Praktiker  \u  gewisser  Ivücksicht  nützliches  Buch  geliefert 
hat;  und  auf  eine  andere  Anerkennung  macht  ja  derselbe  laut  der 
Vorrede  in  sehr  lobenswerther  Bescheidenheit  selbst  nicht  An- 
spruch. Möge  daher  das  auch  ftusserltch  recht  gut  ausgestattete 
*  Buch  in  seinem  Kreise  den  von  dem  Herrn  beabsichtigteo 
Nutzen  im  reichlichsten  Maasi;e  stiften,  was  wir  demselben  von 
Herzen  wünschen.  Denn  es  ist  immer  schon  ein  Verdienst,  wenn 
durch  eine  deutliche  und  einfache  Darstellung  die  höhere  Analysis 
in  weiteren  Kreisen  rerbreitet  und  derselben  neue  Jünger  gewon- 
nen wenlen  .  nrniienflieh  aber  auch  Praktiker  zu  deren  möglichst 
häniiger  Anwendung,  deren  dieselbe  ja  so  sehr  fähig  ist,  ange- 
regt und  angeleitet  werden,  wozu  dieses  Buch  mitzuwirken  gewiss 
recht  wohl  geeignet  Ist.  Unsere  obigen  gelegentlichen  Ansfassun* 
gen  betreffen  nur  die  leider  noch  2a  häufige  Darstellung  der  Leh- 
ren der  DinVroTjtialrechniing  im  Allgemeinen,  die  inimerniehr  in 
deti  Hintergrund  zu  drangen  nach  unserer  Ueberzeugung  sehr 
Noth  thut,  wie  namentlich  auch  in  diesem  Archive  von  mehreren 
Seiten  her  schon  oft  und  gewiss  auf  sehr  eindringliche  Weise  her- 
vorgehoben und  deutlich  nachgewiesen  worden  ist.  Denn  das«  . 
die  neueren  Mrll  oden,  gegen  welche  die  ältere  Darstellungsweise, 
was  nacii  unserer  Ueberzeugung  gewiss  nicht  zu  viel  gesagt  ist, 
in  Rücksicht  auf  wahre  mathematische  Strenge  und  Evi- 
denz in  ein  wahres  Nichts  verschwindet,  sich  Immer  mehr  Bahn 
brechen  und  dass  \\  enigstensanf jeder  Universität  ein  dieselbe  in  ihrem 
unbestreitbaren  Rechte  vertretender  Lehrer  sieh  finde,  ist  jeden- 
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ser Lehranstalten  allein  angemessen. 
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2.  Uel»er  die  zur  Berechnung  der  eiiiptiachen  Functionen 

zweckmiissigsiten  Formeln. 

3.  Stir  reliniination  des  noeuds  dans  ie  probleme  des  trois  corpst 

4.  Tlieoria  nov!  multiplicatoris  systemati aeqttationam  differen* 
tialium  vuigarium  applicandi. 

5.  Uolier  ein  1< 'k  Iifes  VerrahivMi .  dii'  in  der  Theorie  der  SäCB'^ 
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6.  Sulla  condizione  di  iTj^nai^lIaTiza  di  diie  radici  dell'  e(]uazi()ne 
mbica,  dalla  nuale  dipeudopo  gii  a&»i  priocipali  di  una  «uper^cie 
del  second'  ordioe.     '  "      '         •       ..      r  ■ 

7.  Neues  Theorem  der  analytischen  Mechanik. 

8.  lieber  die  Additioostbeoreme  der  Aberachen  Integrale 
zweiter  und  dritter  (lattung. 

9.  Ueber  die  Darstellung  einer  Reihe  gegebener  Werthe  durch 
eine  gebrochene  rationale  Function. 
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10.  Ueber  die  KreistheUung  rnid  ihre  Ann  endung  auf  die  Zali- 
ientheorie. 

11.  I9bie  «ur  les  fooctions  AMiemiM«  lu«  le  29.  Blai  1843  k 
TAcad.  Imp.  dee  sciences  de  St.  P^terslioiurg. 

12.  Uebcr  einige  die  elliptischen  Funekieneii  betreffenden 

Fonneln. 

13*  Ueber  den  Werth»   welchen  das  bestimmte  Integral 
1  5  — —  für  imagintre  Werthe  von  A  und  B 

annimmt. 

14.  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  nicht  fünfeckige  Zahl  eben 
so  oft  in  eine  gerade  alti  ungerade  Anzahl  verschieaener  Zahlen 
zerlegt  werden  kann. 

15.  Extrait  d*uae  lettre  adress^e  ä  M.  Hermite. 
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Wir  sehen  deiu  sehr  zu  wünschenden  recht  baldigen  Erschei- 
nen der  Fortsetzung  dieser  Sammlung,  über  deren  grosse  Wich- 
tigkeit unt^r  den  Mathematikern  nur  eine  Stimme  sein  kann,  mit 
Verlangen  entgegen. 
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Herrn  Professor  Dr.  J*.  S*  C*  Schweigger 

an  der  UnivenitU  zu  Halte. 


£  i  D  I  e  1 1  u  n  s. 

ES'  giebt  dreierlei  Anwendungen  der  fortscbreitendeo  Natiir- 
wissrnschart ,  unter  denen  d*H^  iilteste  die  auf  Medicin  ist.  Dies© 
ivurtle  in  neuester  Zeit  fl  idiiK  h  beschränkt,  dass  die  Medicin  8ieh 
abgetrennt  (auf  unsern  Universitäten  ««ogar  der  Facuität  nach)  von 
der  Phannacie,  und  die  sich  geltend  machende  Homnopafhie,  dw 
alten  Pharmacie  Hohn  sprechend,  mehr  einen  zeitgemässen  dttfe- 
keln  mystischen ,  als  einen  heitern  natumissenschaftlichen  Cha- 
rakter ani^enoramen  hat.  Erfreulicher  ist  es,  hinziihÜr  kon  auf  die 
grossartigen  Fortschritte,  weiche  die  Technik  dem  Linllusse  fort- 
schreitender Naturwissenschaft  verdankt,  wozu  in  Engl&nd  vorzugs- 
weise die  sogenannten  Institutions  I)eitragen,  jene  nachahmungs- 
wertben  praktisch  naturwissenschaftlichen  Bürgergeseilschaften, 
welche  den  geistigen  Mittelpunkt  der  Gewerhthätigkeit  Englands 
bilden.  Es  giebt  aber  noch  eine  dritte  Anwendung  der  fortschrei- 
tenden rSaturwissenschaft,  nämlich  die  zur  Auf  klaiung  der  Dunkel- 
beil des  Alterthums,  welche 'Dunkelheit  durch  Verbreitung  nSoht- 
licber -Schatten  von  jeher  nur  allzu  einflussreieh  war  auf  die  neuere 
Zeit.  Das  vortieiienfle  Archiv  für  Mathematik  \md  Physik,  auf 
allen  gelehrten  philologischen  ^>ciiulen  unsers  deutscheu  Vaterlan- 
des verbreitet,  ist  c^enwärtig  die  einzige  Zeitschrift,  worin  es 
Mglich,  alteitliflmnclie  Btatamissensohaitliche  IKnee  «if  eine 
grändKclie  WeUte  m  Sprache  nt  bringen,  üenn  die  pDilologiselMii 
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Journab  mügen  sich  nicht  auf  naturwissenschaOliche ,  die  natur- 

wisseoschaftTicheu  oicht  auf  philologische  Gesjenstände  einlassen. 
So  gab  mir  allpv<lings  die  Histoire  de  l<i  Chiinie  depuis  les 
temps  les  plus;  recules  par  Dr.  F  er  diu.  Höfer.  Paris. 
1842.,  wovon  iu  einem  chemischen  Journal  zusprechen  wenigstens 
xulSs^ii;  scheinen  musste,  eine  wohlgegrüudete  Veranlassung  im 
Journal  für  praktische  Chemie,  ß.  34.  S.  385.  ff.  vom 
Elektron  der  Alten  wenigstens  iiflt^^filipi  zu  sprechen  in  einer 
sich  dem  Hauptinhalte  nach  anf  exp  riinentelle  naturwisseoschaft- 
Üciie  Gegeni«täiide  Ueztehenden  AbiiaiKiIiing.  Sehr  gern  würde  ich 
mleh  mit  dieser  Icarzen  Mittheilung  begnügt  haben,  wenn  nicht 
Bfissverständnisse  entstanden  wäreVL»  dcM  en  Anfklärung  im  Interesse 
der  Wissenschaft  mir  eine  Ehrensache  für  dieses  chenvisrlie  Jour- 
nal zu  sein  schien.  Da  aber  die  auf  Mis.sverst;mdtiis8en  bcrtihen- 
deu  Einwendungen  in  einer  von  demselben  Verleger  herausgege- 
henen  Zeitschrift  (In  Po<;gendorfr8  Annalen  dei*  Physik« 
B,  65.  S.  G21 — 6^17.)  mitgetbeilt  worden  waren  ^  und  zwar  In  gros- 
ser Ausfribrüchkeit,  wodurch  es  nr-tliig  u  urflo ,  die  Sache  umständ- 
licher und  philologisch  strenger  zu  behandeln:  sf>  war  kein  Raum 
meb(  Fortsetzung  der  Ahhundiuug  iu  derselben  Zeitschrift, 
woiin  sie  angefanpren  war.  FiTr  die  entstandene  unangenehme 
Verspätung  in  Pablication  der  folgenden  Mittheliangen  giebt  nnn 
die  vorliejiciide  Zeitschrift  reichlichen  Ersatz.  Denn  es  ist  ein 
sehr  günstiger  Umstand,  dass  bei  dem  znnhrhst  iinsrrr  hfiberen 
Lehranstalten  ins  Auge  fassenden  Archiv  für  Mathematik  und  Phy- 
sik zugleich  mathematisch  und  philologisch  gebildete  Leser  vor- 
ausgesetzt  werden  können.  Gern  werden  dieselben  sich  die  um- 
ständlich  darzulegenden  Einzcinheiten  gefallen  lassen;  aber  sie 
werden  nicht  dabei  stehen  hloiben  verlangen,  wozu  andere, 
sich  in  Einzelnheiten  verlierende  Üisciplinen  oft  nur  allzusehr,  ja 
in  dem  Grade  geneigt  machen,  dass  mau,  um  mit  Göthe  zu 
reden,  „Unordnung  und  Wust  als  das  wahre  Element  ansieht.  In 
welchem  das  Wissen  einzig  gedeihen  kttnne.     l>ageg!en  wird  durch 

^ie  mathematische  Anschauau!?  dor  rechte  Sinn  geweckt,  eine 
lange  Reihe  von  Gedanken  zu  vertolgen,  üeberblicke  zu  ffewinnen 
und  zerstreut  liegende  Bnichstücke  geistig  zu  einem  Ganzen  zu 

'  ▼ereinen,  wodurch  scheinbar  Unbedeutendes  erstBedentnng  gewinnt. 
Da  aber  nicht  vorausiresetat  werden  kann,  dass  die  Leser  dieses 
Archivs  mit  joner  Iröbf  rn  in  einem  chemischen  Journal  roitgetheii- 
ten,  wie  gesagt,  nur  nebenbei  vom  Elektron  der  Alten  sprechen- 
den Abhandlung  bekannt  seien,  s(»  ist  daraus  einiges  hervorzubeben, 

wostt  wenige  Nummern  ausreichen  werden.  - 

Höfer  saet  in  der  oben  angeführten  Histolre  de  la 
Chimie.  p.  133.;  Qitant  au  nietal  que  Ton  rencontrait  dans  les 
miues  d  or  (elutia),  et  qui,  apres  le  lavage  du  miuerai,  se  prä- 
lientait  nous  la  forme  de  calcuis  noirs,  Tarifs  de  taches 
blanches  ä  peu  pris  du  m4me  poida  que  Tor«  et  se  treu- 
▼ant  pele-mele  avec  les  sabics  aurif^res  au  fonrl  des  rorheilles 
destinees  a  recueillir  ce  metal,  ce  u'est  lä  c er tai n emc n t  pas  1  etain. 
Quel  etait  alors  ce  metal  biaoc,  et  aussi  pesant  que  l'or?  —  Ce 
m^tal  ne  pouvait  ^tre  que  le  platine.  D'aiUeurs,  II  n'est  ntm 
dtonhant  oue  les  anciens  aient  coonu  le  platine,  puia^ne  ce  metal 
•e  mcontre  souve&t  daos  les  mines  d*x»r»  #t  ^*U.  se  pi^ent». 
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ainsi  aue  Tor,  avec  Taspect  qui  le  charact^rise.  In  der  Note  wird 
folgenue  Stelle  des  Plinms  anirefiihrtr  Inveniuntur  (eae  arenae)  et 
in  aurariis  nietalliä,  quae  elutia  vocaDt,  aqua  immissa  eluente  cal- 
ctt|(Mi  nigros  paulttm  candore  variatos,  qaibmi  eadem  gravi» 
taa  <|oae  auro»  et  ideo  in  calathis,  in  quibus  aurum4M»lligitur,  rema- 
nent  cum  eo.  (H'ist.  nat.  XXXIV.  lö.)  —  Plinius  nennt  diese 
Kürner  von  getrübtem  «eisslichon  Schimmer  (da  niijer  sehr  häufig 
blos  das  Dunkelfarbigere  bezeichnet),  eben  ihrer  iScnwere  und  ihrer 
dem  Blei  aSher  als  dem  Silber  i^tehenden  Fube  wegen,  plam- 
bum  album  oder  candidum,  und  beginnt  den  Abschnittt  wel* 
eher  die  verschiedenartigsten  Notizen  über  plumbum  album  und  ' 
nigrum  zusammenstellt,  sogleich  mit  Hiiuleutung  auf  fabelhnfle, 
dieses  plumbum  album  betreffende  Angaben,  sowie  auf  das  hohe 
Alteribum  deaaelben:  plambi  dao  genera»  nigrum  atque  candidum; 

Fretiosisaimum  candidum,  a  Graecis  appellatum  cassiterony 
abuloseque  narratum  in  iiiNiiias  niaris  atlantici  peti.  — -  Album 
habuit  auctoritatem  et  Iliaci.s  temporibus ,  teste  Homere,  cassite- 
ron  ab  ipso  dictum.  Aus  dem  weissen  Blei,  sagt  er,  kann  man 
kein  Silber  ausschmehsen«  vrofal  aber  aua  dem  schwarzen  ^non  fit 
«z  albo  plumbo  argentum,  com  fiat  ex  aigro).  Wenn  aber  dabei 
atefat:  plumbum  nigrum  cum  argento  nascitur  mixtisque  venia  con* 
flatur;  ejus  qui  prinius  fluit  in  foruace  liquor,  stannum  apnella- 
tur,  qui  seciindus,  argentum:  so  sieht  man  leicht,  dass  in  (iieser 
Stelle  das  Wort  stannum  keineswegs  seine  gewöhnliche  Bedeu> 
tuufi  habe,  oder»  den  Angaben  aller  nnaerer  WOrterbficher  gemäaa, 
dnpch  Zinn  übersetzt  werden  könne,  sondern,  wie  schon  Beck- 
mann in  einer  gelehrten  Abhandlans:  über  Zinn  (Beitrage  zur 
Geschichte  der  Erfindungen.  B.  IV.  S.  321— 381.) ^hervor- 
hebt, Plinius  hier  silberhaltiges  Blei  mit  dem  Ausdrucke 
•tannnm  bezeichne.  E^enao  wenie  kann  man  an  Zinn  denken» 
wenn  es  von  dem  weissen  Blei  neisst:  „Silber  ael  schmelz- 
barer als  dieses  weisse  Blei  und  lasse  sich  eben  deswegen  damit 
nicht  löthen ;  überhaupt  sei  dieses  weisse  Blei  unvermischt  mit 
andern  Metallen  zu  nichts  zu  brauchen^'  (albi  nlumbi  natura  plus 
aridi  habet,  contraque  nigri  tota  bumida  eat;  laeo  album  nnlli  • 
rei  siae  mixtura  utile  est;  neque  argentnm  ez  eo  plumbatur, 
qnoniam  prius  liquescit  argentum).  Diess  hcisst  doch 
affinbar,  man  fand  grosse  Schwierigkeit  bei  der  Bearbeitung  die- 
aes  sogenannten  weissen  Bleies,  oder,  nach  Hüters  naturgemäs- 
aer  Auffassungsweise ,  der  im  FInsssande  neben  Gold  gefundenen 
PblinkSmer,  und  konnte  sie  blos  schmelzen  durch  Vermischung 
■It  andern  Metallen.  In  der  That  ist  Platin,  gleich  reinem  Eiaen«- 
wM.  achwelasbar,  aber  nicht  achmekbar  in  unseren  Oefen. 

.1  %  Man  sielit,  das«  In  den  angeführten  Stellen  des  Pllnivs 
(Woher  er  sie  auch  mag  entnommen  haben)  von  der  ältesten  Be- 
aiMtoDg  des  Wortes  plumbum  album  oder  candidum  die  Rede  sei. 
In  die  fabelhafte  trojanische  Zeit  werden  wir  zurückgeführt  und 
auf  den  gleichgeltenden  Homerischen  Ausdruck  naaaiteQog  hinge- 
wi^en.  Schneider,  der  einzige  Phllolo^  neuerer  Zeit,  der  sich 
«tetlieh  ndt  Matorwiaaeoschaften  besebSiligte ,  sagt,  um  Einwen- 
ilwug  zu  machen  gegen  die  Ucbersetzung  des  Homerischen  Kas* 
siteros  durch  Zinn,  in  seinem  bekannten  Schullexikon :  „  Aus  der 
angeführten  Stelle  erhellt»  dass  man  den  9utCßlTf(fog  im  Feuer  er- 
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weicht  und  mit  dem  Hainm<»r  /n  PIntten  gearbeitet  verbrauchte. " 
Hephästos  ist  es,  welcher  /ai  Schienen  für  Achill  den  xa<?a/r£{joff  ver 
arbeitet,  „der  schrecklich  schallte  vom  Speer  getroflfen."  Von 
^lem  IdrageDden  Metall  also  ist  die  Rede.  iJebrigeDS  führt  Homer 
sosar  in  eine  vortrojanische  Zeit^  bei  seinem  Kassiteros  uns  zurück, 
tnoem  der  Harnisch  des  Agaüieniuon,  worauf  Streifen  von  Gold  und 
Kassiteros  an<;r bracht,  als  Gastgeschenk  dargestellt  wird,  das  ein 
Urenkel  Phaeth  uu 's,  der  reiche  Herrscher  in  Kypros,  gegeben, 
welcher  Paphos  erbaut»  wodurch  wir  in  den  berfihmtesten  Mythen« 
kreis  hineinkomnien ,  dem  auch  Achill  und  Dionied  angeboren; 
Hol  fVif^scn  drei  Königen  allein  ist  Kassiteros  als  Schmuck  genannt 
und  schon  dadurcfi  (ils  grosse  Seltenheit  bezeichnet.    Wie  aber 
Kassiteros  bei  Homer  stets  neben  Gold  steht:  so  kouuut  es  auch 
ia  der  Natur  nach  Poseidonlus  (dessen  Zeugniss  Strabo  an- 
fahrt)  neben  Gold  mid  Silber  Im  Flosssande  vor  und  wird  zugleich 
mit  diesen  edlen  Metallen  ansi^ewaschm.    Auch  bei  Strabo  ist 
also  dasselbe  natürliche  Vorkommen  neben  Gold  bezeichnet,  das 
Plinius  hervorhebt.   Und  mit  Hecht  l^t  Höf  er  eben  hierauf  da^ä 
Hauptgewicht,  wodurch  zugleich  der  Seisatz  eadero  gravitas  qaae 
auro  bedeutend  >vird.   In  dieser  letzten  Beziehung  fülirte  ich  nocb 
an,  dass  Ilerodot  (f.  50.)>  wo  er  von  den  Geschenken  <les  Kr«i- 
SUS  für  den  Delphischen  Apollo  redet,  Platten  iienrit  aus  gelbem 
im  Feuer  geläuterten  Golde  und  aus  w  eissem  Golde, 
welche,  ganz  gleich  an  Grösse  j  dem  Gewichte  nach  sich  verhielten 
wie  1,5: ^=.3: 4.    Und  da  gehämmertes  Piatin  nach  Brisson 
ein  specifisches  Gewicht  von  20,33ö,  gewalztes  sogar  von  22,069 
hat,  nach  Mobs  aber  das  natürlich  in  Geschieben  vorkommende 
Gold  von  hochgelber  Farbe  ein  specifisches  Gewicht  zeigt  von 
14,biS7:  so  kommen  wir  dadurch,  je  nachdem  wir  das  Gold  weni- 

§er  oder  mehr  im  Feuer  geläutert  voraussetzen,   ungefähr  auf  die 
ahlen  15:20  oder  16,5:22  =  3:4,  wie  das  Verhältniss  gleicher 
Platteo  gelben  \mA  weissen  Golrles  von  Herodot  bestinuut  ist. 
Und  wir  kr»nnen  uns  die  x\ngal)e  3:4  um  so  mehr  i^efallen  lassen, 
da  man  sich  die  Goldplatten  gegossen  denken  kann ,  die  von  Pla- 
f in 'aber,  naeb  der  von  Homer  bezeichneten  Bearbeitung  des  Kas« 
siteros«.  in  heftigster  Glübhitze  mit  dem  Hammer  geschlagen  sein 
mussten.    Jedoch  diese  Stelle  Herodot's  wurde  von  dm  Philo- 
logen willkürlich  corrigirt  unter  der  Voraussetzunij,  dass  bei  weis- 
sem Golde  man  nothweudtg  an  eine  Mischmig  aus  Gold  und 
Silber  denken  müsse.  Aber  da,  wo  Herodot  (IIIT 115.)  von  Elek- 
tron und  Kassiteros  redet,  welche  ans  ihm  ganz  unbekannten  west- 
lichen Grircnflen,  ans  Insoln  kommen  (wohin  nach  Strabo  die 
Phöuicier  ihre  Fahrt  sehr  geheim  hielten),  da  fügt  er  am  Schlüsse 
bei :  »Von  dem  äu»sersten  Ende  her  kommt  Kassiteros  und  Elek- 
tron. Auch  dass  im  Norden  Europas  ilberaus  viel  Gold 
sei,  ist  offenbare  Thatsache;  wie  es  aber  ge^v()nnen  wird,  darfiber 
weiss  ich  nichts  zuverlässiges  zu  sagen."    \N  enn  nun  das  Alter-  * 
thum  mit  dem  Gold  im  iNorden  Europas  bekannt  ^vnr,  uarum  sollte 
die  ebendaselbst  vorkommende  Piatina  durchaus  unbekannt  geblie- 
ben sein?  Eben  in  Sibirien,  das  noch  jetzt  als  ein  heiliges  Land 
den  ftftdisdien  Brahminen  ^ilt,  finden  wir  die  Ansicht  Werner*« 
liestSiigt,  dass  vorzüglich  im  zerklüfteten  Erdreich  ,  wo  die  Natur 
im  Grossen  die  Auiwaschung  vorgenommen,  edle  Metalle  reichlich 
zu  finden  sind,  foigiicli  in  geognostiscber  Beziehung  allerdings  ein 
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iMenes  Zeitalter  anzunehmen  sei,  wo  edle  Metalle  in  ntchem 


AltliaiRilung  über  Piatina  (im  Jourdal  füx  praktische  Chemie. 
h,  tU.  iS.  419.)  mit  folgenden  Worten:  „wenn  wir  zugeben  müs- 
eeoy  daas  Piatina  dem  hOhereD  Altertlnidne  bekanet  war,  so  Ist 
kein  vernänfUger  Grund  mebr  Torhaaden,  welcher  uns  hindern 

künnte,  in  dem  Zusammenhange,  in  welchem  Homer  soin  Kya- 
no«  nemit,  an  «las  in  der  iNatur  crewöhnlich  vereint  mit  Piattna 
Yorkommeoilc  Paiiad  i  um  zu  denken.  Man  vergesse  nämlich  nicht, 
dasa  reines  gedi^enes  Palladhim  in  KSmern  neben  den  PlatinkOr* 
nem  natSrüch  vorkommt.  Woliaeton  aoehte  solche  Peliadinm* 
körner  aus  Brasilianischen  Platinkömem  aus,  Indem  das  Ansehen 
der  (TstcTTi  wie  faserig  war  und  die  Fasern  von  dem  einen  i^nde 
aus  zu  divergiren  schienen.  Ein  noch  einfacheres  Unterscheidiuigs- 
mittel  mochte  die  Erhitzung  sein  nach  Bröant's  Methode,  wobei 
die PaHadiumkümer  durch  oie  blaae  Farbe  sich  kenntlich  machen 
wiliden.  Und  diese  Unterscheiduagamethode  scheint  eben  durch 
den  alterthi'j  PI  liehen  Namen  Kyanos  angedeutet,  in  welcher  Bezie- 
hung also  selbst  aus  dem  alten  Homer,  dem  nächsten  Zweck 
einer  chemischen  Zeitschrift  gemäss,  noch  etwas  zu  lernen  fär 
praktische  Chemie/* 

Jetzt  ist  es  Zeit,  auf  das  in  der  oben  angeführten  Stelle  des 
Herodot  neben  kassiteros  genannte  Elektron  überzugehen 
und  die  Hauptstellen  anzuföhrett  aus  dem  dritten  Absclinitt  jener 
AMiandlung  über  Piatina,  welcher  überschrieben:  „Platioa  unter 
dem  mystischen  Namen  Elektron  (rjksnTQov)."  Vorangestellt  iat 
lelgeade  Stelle  aua  Uafer*a  Geachichte  der  Chemie.  S.  IÜ9. 

.3.  L'electrum  signifie  chez  les  anciens  deux  choses  bien  diffe- 
rentes:  d'ubord  relectrum  proprement  dit,  c'est  ä  dire  Tambre 
Janne  ou  le  auccin,  qui  est  une  sübstance  organique  (espece  de 
resine  fossile);  cn  second  lieu ,  une alliaee d'or  et  d argent ,  comme 
nous  Tapprcnd  Pausanias :  aklo  'ijXBKtQOv  avaafuiynivog  iavlv  «pyv^o» 
JigvCog,  „il  existe  nn  autre  electrum  qui  est  une  ailiage  d'or  et 
aargent.''  Comp.  Pitn.  XXXIII.  4.:  „Tout  or  est  allie  d'argent; 
la  proportion  en  varie.  C'eat  quelquefois  la  dixilme,  la  oeoTiime» 
la  nuitieme  partie  du  poida.  lietsque  la  proportion  de  Targent  est 
iVnn  cin(|niAine,  Tor  perd  son  nom  et  iirend  le  nom  d' electrum.  Ün 
anteiir  italifMi  Oortin  ovis  (opuscoii  scelti  sulle  scienze  etc. 
Miiano.  ITtiO.  4^.)  chercha  ä  prouver  dans  une  savante  disser- 
tation,  que  le  platine  ^taitconoue  des  anciens  aous  le  nom  d' Elec- 
trum« Lea  ralaons,  qnll  en  donne»  ne  sont  paa  valables.*' 

Es  ist  meine  Absicht,  mich  an  Cortinovis  auzuschliessen, 
dessen  Abhandluai;  icli  übrigens  noch  nicht  zu  sehen  bekam.  Die 
gewC .  nlieb  nur  mit  obigen  Worten  an^efdhrte  Stelle  des  Panaa* 
nias  (üb.  V.  cap.  Ii.  p.  405.  ed.  Casauli.)  lautet  nändich  im  Zn- 
sammenhange gelesen  nach  wörtlich  treuer  Ueberset7,nng  also: 
„Dieses  FJektron,  woraus  die  Hildsaiile  des  Augustu^  gemacht 
und  vvelch«..s  aU  iS  aturprodukt  (avtö^atov)  sich  findet  im 
8ande  des  Eridanus,  ist  sehr  aelteo ,  und  steht  daher  In  hohem 
Werthe  bei  den  Menschen ;  daa  andere  Elektron  aber  ist  mit  Sil- 
'  Iber  gemiscfatea  Gold.<<  Pansaniaa  setat  effenbar  das  Natarpro-«' 
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dukt  (lfm  Kunstprodnkt  entgegen.  Man  sochfp  also  das  im  Sande 
des  Eridanu^  (welcher  Mu-ss,  wie  schon  Herodot  a.  a.  O.  an- 
deutet, dem  Doch  uoerforschten  j^äussersteo  Westen''  ange- 
hVrfe)  ▼«rkommeBde  Naturprodukt  (was  «Dniilglicli  Barnsttin  tmm 
kanota,  watrans  aieh  auch  keiae  Statne  maeheo  Ifisst)  durch 
Mischunir  von  Gold  und  Silber  nachzuahmen.  Also  niuss  Jenas 
Naturprodukt  nothweudig  ein  edles  (wie  Pausanias  sagt,  „sehrsel- 
teoes")  Metall  gewesen  sein,  das  auch  an  Werth  dem  Golde  ver- 
gleichbar, nur  von  hellerer  Farbe  war.  Dem  natürlichen  Vorkom- 
men gemSsa  im  Flusssande  werden  wir  also  Dothwendig  an  Platin 
denken  müssen.  Ein  Zeitgenosse  des  Auguatoa  (von  dessen  Bild- 
saule aus  Elektron  in  ohitrer  Stelle  des  Tansanias  die  Rede  ist), 
nämlich  Vlrt^il  in  seiner  Aeiuiilc  (VIII.  624.),  lässt  Heinschienen 
aus  Electrum  und  reinem  Gold  (ocreas  eiectru  auroque  recocto  ) 
vom  Vuloan  fär  den  Aeneas  machen  in  offenbarer  riachahmun^ 
Horaer's,  der  (II.  XVIH.  61a)  Schienen  fiir  Achill  vom  Hepbä- 
atos  machen  lässt  ritis  Kassiteros*  Virgil  flbersetate  also 
naoalreQos  durch  electrum. 

Nun  aber  wird  es  nSthig  sein ,  vorzugsweise  davon  zu  sprechen« 

wie  das  Homerische  nach  Plinius  dem  plumbum  album 
gleichbedeutende  xaaaCtsQog  (d.h.,  dem  Dargelegten  gemäss,  Pla- 
tina)  zu  dem  Namen  electrum  {rjXsxTQov)  kommen  konnte?  — 
Buttmun  in  seiner  Abhandlung  über  Elektron  (im  Mv  tholo- 
8118.  S.  337 — 363.^  spricht  als  Grammatiker  mit  et^mologischeT 
Grflndlichkejt  von  diesem  Worte.  ^  Er  rechtfertigt  die  Ableitung 
des  Namens  ^kixtgov  von  skastv,  ziehen,  nicht  hios  von  gramma- 
tischer Seite  vollkonmu  ii,  sondern  auch  durch  analoge  Bezeich- 
nungen des  Bernstein.s  in  andern  Sprachen.  In  diesem  auf  A  n  - 
z ie hu ngs kraft  sich  beziehenden  Sinne  konnte  dienatfirlich  vor- 
kommende Piatina  mit  gutem  Grund  Elektron  genannt  werden, 
weil  sie  wegen  ihres  Eisengehaltes  magnetisch  ist,  und  zwar  nicht 
blos  vom  Magnet  angezogen  wird,  sondern  selbst  in  ^rüssern  ' 
Stücken  geradezu  polarisch  verkommt.  Da  also  die  natürlich  vor- 
kommende Platlna  sidi  dem  Magnet  anschloss,  so  war  sie  schon 
dadnieh  im  Alterthume  der  wissensdiaftlichen  Naturforschung  ent* 
zogen  und  gehörte  den  Mysterien  an,  worin  der  Magnetismus  eine 
so  i^rnsso  Rolle  spielte.  Der  Name  Elektron  liir  die  riatiirlich 
vorkommende  Piatina  ist  also  ein  aus  den  Mystek-ieii  stamruender, 
und  war  für  die  mit  magnetischer  Polarität  begabten  Piatinastücke 
sehr  verständig  gewählt^  wurde  aber  dann  obwohl  unpassend  selbst 
üherffetragen  auf  die  Legirung  aus  Gold  und  Silber,  womit  man 
das  Platin  nachzuahmen  suchte.  Man  sieht  zugleich ,  dass  der 
Ausdruck  Kassiteros  ein  genereller,  Elektron  ein  specieller, 
auf  eine  mysteriöse  Eigenschaft  hindeutender,  also  vorzugsweise 
oder  wenissteos  zunächst  der  polarischen  Piatina  ^angehSrieer  ist. 
Wer  den  letzten«  auf  die  Homerische  Iliade  sich  beziehenden 
Abschnitt  meines  Buchas  über  die  sam othracischen  Myste- 
rien (welches  ich  unter  dem  Titel  einer  Einleitung  in  die 
Mythologie  auf  dem  Standpunkt  der  Naturwissenschaft 
herausgab)  gelesmi  hat,  kann  nun  leicht  abnehmen»  warum  der 
(als  Elektron  polarisch  vorkommende  und  daher  den  Mysterien* 
sich  ansrhlipssende)  Kassiteros  in  der  Iliade  allein  mit  den  dios- 
kurischen  We«ieo  Achill  und  Diomed  in  Verbindung  gebracht 
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wird,  und  selbst  der  von  Agamemiion  getragene  Kassiteros  dem 
verwandten  kypischen  Mythen  kreis  aDgescUossen  ist.  Da  aber 
in  der  Iliade  die  mysteriösen  Beziehungen  blos  den  dmikeln  Hin- 
tergrund bilden,  worauf  die  Gestalten  der  Helden  in  so  hellerem 
Glänze  hervortreten:  so  vermeidet  Homer  den  mysteriösen  Am- 
druck  Elektron  in  der  Iliade  gänzlich.  Aherinder  Odyssee, 
weiche  die  maffisehen  Fabeln  der  Mysterien  cewissermaaaen  rar 
Sclivu  trägt,  (^omrat  umgekehrt  nie  der  Ausdruck  Kassiteroa 
vor,  sondern  statt  des  Knssiteros  glänzt  hier  Elektron  neben 
Gold.  Was  ich  hier  andeute  mit  Hinsicht  auf  den  Gebrauch  der 
Worte  Kassiteros  und  Elektron»  wo  der  eine  Ausdruck  der» 
aetben  Sache  allein  der  Iliade»  der  andere  allein  der  Odyme 
eigenthömlich  ist,  steht  nicht  so  isolirt,  als  man  vielleicht  glauben- 
robchte.  Nur  haben  die  Philologen  den  Wink  imheachtet  jrefns- 
f*en,  den  ihnen  Pliniu.s  gab,  indem  er  sagt  (Hist.  iiat.  XXX. 
cuu.  1.  sect  2. ) :  „Es  ist  sehr  beachtungswerth ,  dass  Homer 
bei  dem  trojaiuaclien  Kriege  »o  sehr  stiliachwelgt  ven  macleche? 
Kunst,  so  sehr  aber  auf  sie  eingeht  in  den  Irrreisen  den  IJlyssei^ 
dnss  fast  das  L'^anzc  Work  aus  nichts  anderem  besteht."  Plinius 
unterscheidet  also  die  llias  und  die  Odyssee  durch  die  Art  ihres 
Verhältnisses  zu  den  Mysterien.  Aber  da  die  Philologen  nicht 
«faunal  darauf  achteten,  wie  besdirfialct  die  Sdiriftspracne  durch 
die  Mysterien  war :  so  gingen  aoiche  blos  flüchtig  hingeworfene 
Andeutungen,  wie  die  elwn  angefilhrte  des  PI  in  ins»  gSnilich  fiir 
sie  verloren. 


Aus  meiner  Abhandlung  im  Journal  für  praktische  Chemie 
(B.  34.8.385—4^20),  weiche  iiberscbrieben  „über  Piatina,  Altes 
iiTid  Neues'^  war  dieser  kurze  Aufzug  hier  voranzustellen,  damit 
die  für  dasselbe  Journal  ursprünglich  bestimmte  Fortsetzung  so 
viel  als  möglich  unverändert  abgedruckt  werden  könne,      In  der 
That  bezog  sich  jene  Abhandlung  ihrem  Hauptinhalte  nach  nicht 
auf  alterthümliche,  sondern  aiif  neue,  dorn  Platin  sieb  anreihende 
Mittheilungen.    Vorzugsweise  von  den  merkwürdigen  krampfhaften 
Zuckungen  der  Magnetnadel  handelte  es  sich,  welche  entstehen, 
wenn  mm  Laduagskette,  naroenilieh  aus  Platin,  mit  der  zuerst  von 
Wach  Im  Jahre  1829  (s.  Jahrb.  der  Ohem.  u.  Phys.  für  1830  oder 
d.  g.  R.  B.  58.  S.  40— 66.)  construirten  constanten  galvanischen 
Kette  verbunden  wird.     So  schwa(*h  diese  Kette  ist  in  ihrer  ur- 
sprünglichen Gestalt  (da  es  zu  gulvanoidastiscbem  Zwecke,  oder 
wie  man  sich  damals  misdrackte,  zur  Bildung  figuriiten  Cfanent- 
kupfers  und  anderer  zum  Theii  krystallinisch  aunretender  fester 
Metallvegetationen,  auf  Schwächung  d^»s  ronstanten  elektrischen 
Stromes  ankam) :   go  heftig  krrnnci!  doch  bei  Kinschiebung  einer 
LaduDgskette  aus  Platin  jene  krampfhaften  Zuckungen  der  Mag- 
neioacßi  werden,  welche  mit  der  krystaUinlscben  Bildung  des 
festen  Cämentkupfers  zusammenhängen ,  und  uns  an  die  bei  andern 
Krystallisationen  zuweilen  hervortretenden  blitzartigen  Lichterschei- 
nuugen  erinnern.    Vof»  solchen  dem  Charakter  t»ine8  chemischem 
Journals  gemäss  mitzutheilenden  neuen  Thatsachen  handelte  es 
sich  dort.   Nur  nebenbei  war  von  aiterthümiicben  Dingen  die  Rede, 
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«rie  gesagt,  zimiiclistiii'derAlieicbt,  uin>8uf  H^ifer^s  Ge^cliichtr 

der  Chemie  aufmerksam  zu  machen.    Im  entgegmgesetztcfi  Siuiv 
ist  die  Abh;uifiIuM£^  !?ipseliriehf*n  :    Teber  die  vermeifttliche 
KeinitnlKs  (ier  Alter»  vom  Platin,  von  E.  \j.  Schuh  ;i  rtfi 
in  Poggc iidorrr  ä  Aunalen  der  i*hysik  (lfc^45.  INo.  8.  S,  i}J.L 
-~  637'.).    Dieselbe  Url  dein  Geiste  nach  eine  pfailologiscbe,  auf 
kritische  Emendatiooen  sich  heziehiande.    Jedocn  dieses  gramniia» 
tisch  kritische  Frincip  reicht  nicht  ans  bei  allen  natiiru  issenst  hnff- 
lichen,  mit  den  alten  Mysterien  zui^aninieidiaiig^enden  Dingen.  Denn 
mit  Hecht  macht  Uöfer  in  seiner  Geschichte  der  Chemie,  wie 
aHsdrficIclieli  Ton  mir  beironrgehobi^B  wurde»  aiifmerbsam  auf  den 
fami^en  Zusammcnhani;  der  sHitn  Religionen  mit  Naturwissenschaft, 
w  odurch  notlm  eiidiii;  über  manche  naturwissenschaftliche  Di na:o  ah- 
sichtttch  ein  mysteriöses  Dunkel  aii.^^^t'ixossen  wurde.     Und  damit 
hing  zum  Theil  auch  die  Dop|)elsinni<^keit  hei  dem  Gebrauche 
matfcber  Worte  zusammen.    Aber  Herr  Professor  8cb»barth 
Hilist  sich  gar  nicht  darauf  ein.  dass  dasselbe  Wort  verscbiedeiie 
ßedeutuni^  haben  könne,  was  doch  selbst  bei  den  >Vorten  des  ge- 
ineinrft  Lehons  so  hanfig  d^r  Fall  ist.     Viplmclir  bebatiptet  er. 
Hofer  und  ich  hatten  abweichend  von  eiin^r    seil  Jahrhunderten  an- 
genommenen Meinung**,  dass  das  Plinianiscbe  piumbum  Can- 
dida muns«T  Zinn  andeute,  den  Sate  aufgestellt,  dass  darunter 
(wie  bei  einigen  irerwandten  Ausdrucken)  „nichts  anderes  als  Pia* 
tln  zu  verstehen  sei.**    Jedoch  sogleich  auf  der  zweiten  Seite 
meiner  Abhandluni,^  licisst  es  :  ., Bei  der  Chemie  der  (iriechen  nnd 
Römer  beginnt  Höf  er  den  Abschnitt  vom  Zinn  mit  den  Wor- 
ten, dass^eine  grosse  Dunkelheit  in  griechischen  und  iTtna- 
sehen  SehriftstelTem  herrsche  hinsichtlicli  auf  den  Gebraucii  der 
Warnte  stannum,  plumbiini  albuni,  piumbum  argentarinni, 
cassiteros,   obwohl  man  '.'owiilinlieh  J^ich  bej^nnije,  diese  Aus- 
drücke durch  Zinn  zu  üi>eiseUen.    Naciideiu  er  Stellen  angeführt, 
die  allerdings  auf  Zinn  passen,  sagt  er  Folgendes.*'  Und 
nun  sind  die  Steilen  angefönrt,  welche  nicht,  passen  auf  Zinn, 
wohl  aber  auf  Platin,  was  auch  Herr  ProfV^sior  Schnbarth  unhe- 
dinijt  zui:e))en  muss.    Um  jedoch  die  Uedeutuu^  Zinn  festzuhal- 
ten, nimmt  er  nicht  blos  zu  willkürlichen  philologischen  .('Onjectu* 
len;  sondem  sogar  m  der  naturwidrigen  Voraussetzimg  seine  Zu- 
fivcM»  dass  im  Alterthume  Zinngraupen  neben  Gold  vor«  v 

fekommen  und  crcnjeinsobafflich  auscjewnscben  wnrden  ans  dem 
lusssande.  /Vilerdings,**  saüter,  ,,ist  ein  Zijsanuueavorkomme» 
Toa  Zinnerz  mit  Goid  unge:wöbnlich  doch  aber  nipht  un- 
mogyfih;*'  . 


Statt  „ungewuJiulicli"  »oUlC  aiclioa  „anerhör  t.*^  Der  Ausdruck 
wttag« wohnlich«  aber  kaaiit«  gereihtferlixt  »cheui«ii,  -weil  der  H.  Verf, 
knr?  znvor  Resiigf :  Agricola  (de  re  mcl.illica  Vjus'iI.  165T.  p.  269  )  fuhrt 
unter  den  vcrschiciicnen  Methoden  drs  Waschens  von  Gold  und  Ziuuerz  eine 
in  Portng|al  seiner  Zeit  gebräuchliche  an."  Man  könnte  sonach  glanben, 
zn  A^ribola^s  Zeilen  »cicn  Gold  und  Zinnen:  znAammen  vorgekommen. 
Schlägt  man  aber  die  citirte  Stelle  nach,  so  heisst  sie  in  wörtlicher  Ueber- 
setzung:  ,)ich  sprach  bisher  von  den  yer^chiedenen  Arlei:  den  Goldsand  an»-» 
.  sowatdiaB;  kax  -wiU  iüli  Von  der  Aoewasohdngsweise  der  Materie  spceclien, 
welelis  btigwiBiidit  d«ft  echwarxen  $tcliieli«n,  ytwciat  Zina  bereilet  Vird«** 
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Dfess  ist  es,  was  ich  zur  Kerhtiertii^uiig  Uofer's  in  Aiifias- 
siing  der  Plioiani^chen  Stelle,  bei  welcher  vorzugsweise  setu  Geg- 
ner yervpeilt,  zn  sagen  habe;  ^  Denn' was.  ich  xur  Bestätigung  der 
Ansicht  Höter  s  über  das,  wie  Plinius  seibist  sagt,  dem  plumlnmi 
albnm  gleichbetlntitonde  Homerische  Kassiteros  sagte,  das  mit 
(»oM  comhinirt  wird  und  nach  Poseidonius  gleichfalls  natürlich 
vorkouimt  neben  Gold,  wahrend  Virgil  dieses  Homerische 
Kassiteros  durch  Elektron  tibersetztei  -  woraus  man  wieder 
sieht,  dass  von  einem  edlen  Metalle  die  Rede  sei;  diese,  sowie 
alles,  was  damit  zusammenhängt,  übergeht  unser  Gegner  mit  Still- 
schwieligen.  Unter  solchen  Umstänclen  bleibt  mir  nicnts  übrig,  als 
diese  Veranlassun":  im  allgemein  wissenschaftlichen  Interesse  zur 
Beseitigung  von  Miss  Verständnissen  zu  benutzen.  . 

Zunächst  Ist  älter  das  naturwissensebaftliebe.  Werk  des  Pli* 
nius  ein  Wort  zu  sprechen,  da  Herr  Professor  Sch  ubaith  Gewicht 
legt  auf  den  Ausdruck  „Plinianisrb  es  plumhum  candidum^ 
gleichsam  als  oli  in  der  Stelle,  von  nelcher  er  eine  lansfe  Ueber- 
setzung  mitthüiit,  Plinius  die  Absiebt  habe,  seine  liurcii  Unter- 
SQchnng  gewonnenen  Ansl<Aten  hinslchtlteb  auf  das  pbimlnim  efein^ 
didura  mitzutheilen*  Demnach  schenkt  sowohl  der  nerr  Verfasser 
als  die  Zeitschrift,  worin  jene  schon  von  Reck  mann  als  hndist 
verworren  bezeichnete  ÜStelle  des  Plinius  in  ganzer  Ausführliclikeit 
Platz  linden  konnte,  es  vergessen  zu  haben,  oder  wenigstens  un- 
beaebtet  sn  lassen  im  voniegenden  Falle,  dass  die  sogenannte 
historia  naturalis  . des  Plinius  eine  Eneyklopädie  sei,  wie 
Plinius  selbst  s;ie  nennt;  eine  Encyklopädie  aus  hundert  der  Jiesten 
Schriftsteller  und  etwa  zwei  tausend,  wegen  des  duoklen  Inhalts 
(propter  secretum  materiae)  von  wenigen  gelesenen  Schrift- 
vollen  susanimengetrageiii  Unter  beleben  Umstäiäett  mag  es  daher 

fanz  angemessen  scheinen,  daran  zu  erinaem.  In  welchem  Sinne 
Suttiger  die  Naturforscher  bei  ihrer  Viersammlunt?  in  Dresden 
zur  Bearbeitung  jener  alten  naturwissenschaftlichen  und  technischen 
£n€ykioj)ädie  des  A^linius  aufforderte.   Es  ist  also  zu  sprechen: 

I.   Ueber  die  denn  f^aturwissenscha/tüehen 
Standpunkt  unserer  Zeit  angemessene  Beniitsang  der 

Piinianlsehen  Encyklopädie. 

Bei  dem  Charakter,  welchen  die  Versammlungen  dentseher 

Naturforscher  und  Aerzte  im  Gegensatze  zu  dem,  was  ursprüng- 
lich (bei  dem  Aufrufe  dazu  von  der  Academia  naturae  curiosornm) 
beabsichtigt  war,  seit  einer  Reihe  von  Jahren  angenommen  haben 
nnd  welcher  darin  besteht,  dass  jede  Jahresversammlung  die  un« 
mittelbar  vorhergehende  In  wlssepschaftlicher  Beziehung  ignorirt^; 


Niilit  entfernt  aUo  ist  angedcalet,  das»  üic&c  ^cliwar^cn  Slciacheit,  vror««« 
Zinu  bereitet  wird,  za<^lcic]iL  mit  Gold  irgendwo  vor^'nnmen. 

•)  Was  darüber  gesagt  S.  40.  meiner  Deuksckiriti  zur  Snculur- 
f  ei«r  der  Uni'versitKt  Erlangen  im  Jahre  1843,  wurde  gedrudit  wi- 
mittelbar  vor  der  Versammlung  in  Gratz,  wo  ein  erhabener  Kcmicr  und 
Freund  der  Nalnrwisscuschafl  mit  den  sihöii^tcti  uiul  l^räftigsteu  Worten 
einen  edleren,  dem  Geist  einer  ficicu  (^an  keine  Localiiat  j^uhuudcucn)  Aka- 
^  dMni«  entsprechenden  Binn  bei  diesen ,  mit  so  viel  Kostenanfwand  verbünde» 
nen  Jahrcsvcrsammlnugcu  der  NatuiTorsrlu-r  anzuregen  .suchte,  Mörhtr  dieser 
Geist  dock  endlich  siegen  Abor  die  AuUängliclikeit  am  Uerkömniüvlieu* 
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bei  dieser  Lage  der  VerhfiltoiMe  ict  es  natürlich  längst  in  Ver- 
sessenheit gekommen,  daiM  ehmal  von  einem  Uoternehmen  die 
iMe  war,  welches  ein  ZuMUBUnenwirken  mehmer  zuglekdi  anti- 
qnariscfa  gebildeter  Männer  aus  allen  Theiien  der  NaturwiBsenschaft 
Voiaussetzt,  nämlich  von  einer  Sichtung  des  in  der  Plinianischen 
Encyklopädie  verworren  zusammeng(^häuften  Materials.  Da/u  er- 
monterte  der  verewigte  Buttiger  bei  der  V^ersammlung  derlNatur- 
fomeher  in  Dresden  im  Jahre  1826.  Sein  Aufruf  fährte  wlrl^lich 
einige  einleitende  Schritte  herbei,  obwohl  mehr  im  philologischen 
als  naturwissenschaftUchen  Sinne.  Doch  dieser  Anfaii2:  war  zugleich 
das  Ende  der  bald  in  Vergessenheit  gekommenen  Sache.  Mit 
Recht  aber  sagte  Büttiger:  „man  hat  nicht  einmal  die  Vorrede 
zu  diesem,  encyklopädisciie  Notitsen  tas  zweitausend  Schrillrollen 
enfliaitenden  Wunderschatz»  die  Zueignung  an  Vespasian,  mhie 
gelesen.  Sonst  würde  man  wissen  was  man  fordern  könne  und 
solle.  Zeitgeiz,  sagt  man,  und  Excerpteiisucht  Hessen  den  Com- 
pUator  bei  seinem  Dictiren  an  ein  Dutzend  Geschwindschreiber, 
die  ihn  umringten,- nie  zur  besonnenen  Prüfung  kommen. 
Daher  strotzt  sein  Buch  von  missverstandenen  Stellen  *) 
anderer  vSchriftsteller,  auch  konnte  er  vieles  gar  nicht  beurtheilen, 
er,  der  mit  Staatsgeschäften  stets  überladene.  Auf  die  meisten 
dieser  Vorviürfe  antwortet  das  von  ihm  mehrmals  wiederholte 
Wort:  „ut  nihil,  quod  equidem  noverim,  praetermittani.*' 
BBefstt  l^ommt,  wie  er  selbst  an  Vespasian  scnieibt,  das«  diese 
Auszüge  aus  hundert  Schriftstellern  in  abg  erisseoen  Stunden  buM 
Theile  bei  Nacht  gemacht  mirden.  Hätte  Piinius  mir  immer  die 
einzelnen  Schriftsteller  da  genannt,  wo  er  sie  ausschreibt.  Aber' 
ihre  Namen  (wenigstens  die  der  berühmtesten)  sind  bios  angeführt 
bei  der  InliattsanMige  der  einselneii  Bfieher,  welche  unmmelbar 
folgt  nach  der  in  Briefform  an  Vespasian  gescllriebenen  Vorrede. 
Offenbar  war  also  bei  der  (wie  rVro  LTebersetzung  Schabarth  s 
am  besten  beweist)  so  höchst  verworrenen  Steife  *)  des  Piinius 


*)  MehieAUiaadlnn^ttfiberdenEiiiflii«»  d«r  närtvrwitsensehaf  l- 
llchea  Mysterien  auf  die  Litteratnr  des  A 1 1  erthnms'*  fülnt 
)edoch  auf  neue  GcMclitspunkte  in  Auffassung  -verworrener  Stellen  des  Fli- 
nius.  Wenn  selbst  ein  Historiker  -wie  Herodot  absichtlich  (-was  durch 
eis  wrverkenBhares  Beispiel  naehgewiesen  wnmle)  Verkehrtheiten  sehrleh, 
Hos  um  rätUselhafre  Aiulcutnngcn  den  IMyslerienkuudigcu  über  Dinge  sn 
geben,  -weldie  der  Schriftsprache  unjcugängUch  -vraren:  -wie  vielmekr 
kminte  einem  natnrwissenschaftlichen  SchrifltleUer,  -vfie  Plinlns  -wair,  ein 
solches  Verfahren  durch  die  akroamatisduft  (d*  k.  lediglich  zur  miindlicben 
Mitthcilung  bestimmten)  Gegenstände  jener  naturwissenschaftlichen  Mysterien 
nothweiuli^  gemacht  -werden,  propter  secreium  materiae,  wieer  in  vor- 
hin angefßhrier  Stelle  seiner  Vorrede  sich  ansdrnckt.  Es  wird  sieh  nnehher 
Gelegenhell  finden,  diesen  Gesieklspiiiikt  bei  Brldirang  des  Fllnins  dnroh 
Beispiele  zu  erlftntern* 

*y  Beckmann,  der  in  Aeinon  PicitriigeB  Sur  GcschiehCe  der  Er- 
findungen. B.  4.  S.  321  —  381  iibcr  Zinn  und  Verzinnung;  schrieb, 
sagt  S.  336*  von  dieser  i' Ii niani scheu  Stelle  :  „man  ihuss  eingustehen, 
dais  sie  bei  keiner  Erkliruug  ganjt  verslSndlick  wird,**  und  entseknldigt 
S.  960.  sein  Bestreben ,  einige  Widersprüche,  -welche  darin  Torkommes, 
rinigermasscn  -wenicstcns  zu  beseitigen,  mit  den  Worten:  „ich  bitte  nm 
\ergebuAg,  da««  ich  micli  so  tief  in  die  Kritik  gewagt  babc«'^  Unbegreif- 
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\om  plumbum  album  das  V^erfahren  Höfer 's  ganz  das  rirhtT2:p, 
indem  er  von  der  Voraussetzung  ausging,  dass  die  verschiedenea 
von  Plioius  ausgezogenen  Schnitsteller  mit  demselben  Worte 
veraebiedene  Bedeatuog  Terbanden.  Denn  will  man  dcv  leiikill- 
schen  Einfachheit  wegen,  damit  dasselbe  Weit  weDtgstens  inl 
Munde  des  Plinius  stets  dasselbe  bedeute,  die  verschiedenen 
von  ihm  an>:*3rf»zo<ronrn  Sohrlftsteller  in  Harmonie  brinjrcn  und  in 
diesem  Sinne  conjecturireu  und  emendiren:  so  versündij^t  man  sich 
nicht  blos  an  den  einzelnen  in  der  Plinianischen  Encyklopädie  be- 
natzteD  SchrlftsteUern       sondern  am  Ende  selbst  an  der  Natur« 


lieh  .nlicr  isl  es,  wie  Herr  Professor  Scliuharth  sagen  kann:  „Beck- 
mann habe  nüclizu-weiAen  sidL  bemüht,  ilci»»  das  Pliuiaiiische  plumbum 
eandidam  nnser  Zinn  und  naovitipoe  httelisi  walireclieiiillch  daM^be  llMiiU 
ondentc,  «nd  diese  Meinnns;  sehr  plücTclich  2;  c  r  e  ch  t  f  e  r  t  i  r ;  Berk» 
mann  sagt  vielmehr  S.  346:  ,,  Nun  komtn**  itJi  zur  Untersuchun»  desjeni- 
gea  Metalles,  welches  die  Griechen  Haaaitt^oe,  oder  wie  Plinius  sagt  cassi- 
imroii,  und  iri«  er  «ludrilcklicli.  JitauBoteist,  die  Lateiner  plumbum  candidnm, 
weisses  Blei,  penantit  haben."  —  ,,  Das.s  die  Allen  so  fryh,  als  wir  bei 
ihnen  das  Wort  maaaitSQOS  finden,  schon  unser  Zinn  gekannt  haben,  dae 
liann  leh  mit  nichts  beweisen,  und  ich  sswcifle,  das»  irgend  jemandea 
dieser  Beweit»  miii^lich  sein  wird,  vielmehr  ist  mir  das  Gegen* 
theil  w  a  h  r  s  ch  c  i  n  l  i  <  Ii  c  r.  "  Es  i«l  ihm  nnmllcli  u:\r\\  S.  348.  "WHlirschein- 
lich,  dass  die  Griechen  in  diäterer  Zeit  „das  wahre  Zinn  nur  für  eiue  Ab- 
art ihres  allen  Kassiteroa  oder  des  Stannums  derRSmer  gehalten  haben, 
so  wie  letzlere  das  eine  wie  das  andere  für  eine  Abart  des  Bleies  erklär» 
tcn."  S.  351.  fiitrl  er  allerdiri!:-).  bf i  :  ,.F-  konnte  doch  <*pin,  dass  die  Grie- 
chen sehr  früh  Am  wahre  Zinn  durch  den  Handel  nnd  mit  ihm  zugleich  den 
•nsMndiechett  Namen,  woraus  utewHvi^  gewordetti  e«luitteB  haben.'*  |,1Jdier 
die  Frage,  welche  Meinung  die  meiste  Wahrscheinlichkeit  habe,  will  ich 
nicht  streiten;  nur  dabei  bleibe  ich,  dass  für  Homers  und  Hero- 
dota  Zeilalter  keine  gewiss  erwiesen  werden  kann."  Mau  sieht, 
dass  Beckmann  geneigt  ist,  eine  Rlteve  und  eine  neuere  Bedeutung  des 
Wortes  naoaittQOS  (nnd  also  auch  des  nach  Plinius  d«'in  Homerischen 
waalttQOi  gleiclibedeutendea  plnmbnm  album  oder  candidnm)  anzuuehmeu. 
Für  die  neuere  Zeit  passt  unstreitig  die  Uebcr^etzung  durch  Zinn,  woran 
niemand  noch  gesweifelt  hat.  Aber  alt  die  fdihere .  in  den  alten  Mysterien 
cinlicimisrhe  ,  nach  Virc;iPs  T^ehersctzung  dem  E  1  e  k  f  r  o  n  glei(;hbpr1eutcntle 
Geltung  des  Wortes  müssen  wir,  den  von  Höf  er  und  von  mir  angeführten 
Gründen  gemäss,  l'ialin  nnerkeuucn. 

^)  äo  wollen  wir  dem  llerru  Professor  Schuharlh  gern  zugehen,  dass 
Pliuioa  gewiss  „nie  eice  Wägung  angestellt"  zur  Bestimmung  de»  specifischen 
Gewichts,  was  man  einem  so  sehr  bescklfligten  Staatsmannc  auch  nicht  zu- 
mullieu  wird.  Wir  ^cbcn  ferner  zu,  dass  er  wenigstens  bei  der  nachlässig 
geschriebenen  Stelle  vom  Grunde,  warum  Gold  zu  ho  holicm  WcrÜLe  ge- 
langt, „keine  Ahnung  vom  wirklichen  specifischen  Gewichte  des  Goldes" 
gezeigt  habe.  Gilt  aber  nun  sogleich  dasstlhc  von  allen  den  /.altlreichen 
Schriflslellcrn  ,  welclic  Plinius  in  seiner  1-)  n  c  y  k  1  o  p  ä  d  i  e  benutzte,  SO 
dass  man  dnrchaos  keine  ii\  der  Plinianischen  Encyklopädie  auf  das  specifische 
Gewicht  sich  beziehende  Stelle  im  strengen  Sinne  nehmen  darf*  Die 
genMucn  über  das  specifische  Gewicht  der  Mischungen  von  Gold  nnd  Silber 
antrr «teilten  Untersuchungen  eines  Archimcdos  vind  durch  Hiero's  Krone 
so  berühmt  geworden,  dass  man  unmöglich  giauben  kann,  niemand  ausser 
Avchtihedes  habe  im  Allerthnm  genaue  Versuche  der  Art  angestellt  und  der 
Ausdruck  eadem  gravitas  quae  auro  sei,  auch  von  Technikern  \u\A  MctiUuv- 
gea  t  deren  Schriften  PUnlus  anführt,  stets  nachläasig  gebraucht  worden. 
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Man  ^wht  nun ,  in  m  elrhcni  Sinn  allein  ciue  neue  Bearbeitung  der 
Pliuianischeii  Encykiopädie  zu  wunsclieii  wäre,  indem  mun  uäm- 
Uch,  ganz  so  wie  es  Hvfer  bei  der  vorliegenden  SteUe  gemacht 
hat,  aii«  di»m  FenVorren  cusammeD^fitirteiL  Material  das  Bedea- 
tende- befa)i68ucht,  wozu  allerdings  eine  Gesellschaft  von  Männefn 
'  ans  den  verschiedensten  Theilen  der  Naturwissenschaft  sich  ver- 
binden könnte.  Ein  Ham>tü:esichtspnnkt  aber  wäre  dabei  noch  zu 
beachten;  ilämlich  die  Beschränkung  der  sclirirtticben  iVlittheilung 
^Mr  natnrwissenschafttlche  Dinse  durch  die  Mysterien,  woräm 
PIIdIus  selbst^)  in  der  Abhandlung  vom  Elektron, mit  einigen 
sehr  starken  Ausdrücken  die  Aufmerksamkeit  hinlenkt.  O^Min 
eben  weil  man  (wie  schon  vorhin  erwähnt  wurde)  nicht  sehr«  il)en 
durfte  über  die  einilussreichsten  naturwissenschaftlichen  Dinge, 
welche  die  Myf*terien  in  ihr  Bereich  bezogen,  war  man  zur  biid- 
Kchen  Einideidung  für  IMysterieni^undige  genothigt.  Und  schon 
diese  bildliche  Einkleidung,  die  ersonnen  werden  musste,  war  eine 
Art  von  Poesie.  Aus  diesem  Gesichtspunkte  ^y\u]  das,  was  Pli- 
nius  von  den  wunderlichen,  auf  das  Elektron  sich  beziehenden  , 
Fabeln  der  Poeten  sagt,  erst  die  rechte  Bedeutun*?  gewinnen. 
Und  zum  Thisil  auch  darum  mag 'es  nun  zweckmässig  sein,  in 
naturwissenschaftlicher  Beziehung  (ohne  Furcht  vor  Jenen 
Fabeln  der  Poeten,  auf  welche  die  starken  Ausdrucke  des  Pli- 
nias  nur  unsere  Aufuierksamkeit  hinlenken  zu  wollen  scheinen)  ganz 
umständlich  zu  sprechen: 

n.  Ueher  das  Elektron  der  Alten, 

'  Der  dritte  Abschnitt  meiner  Abhandlung  über  Platin  handelte 
vom'  „Platin  unter  dem  mystli^ohen  Namen  Elektron'* 

und^ing  von  einer  Steile  des  Paus  an  las  aus,  worin  -derselbe 

däs  Elektron.,  welches  als  Naturprodukt  (c(vr6(iaTov)  im  Sande 
des  Eridanus  als  ein  (wie  er  nnsflrücklich  hervorhebt)  „überaus 
seltenes  Metall  vorkommt,  vom  Kunstprodukt  unterscheidet," 
da$,  geuuhnUch  Elektron  genannt,  blos  eine  Mischung  sel^,aus 
Gold  und  Silber       Jedoch  auf  cUese  Steüe  des  Pausä^nhis, 

 \i  " 

Die  höchst  bcadilemiwerthtf  Plndmüclte  Sltlla  (in  der  h.  n.  X'XXVII. 
c.  2.  in  fin.)  bexeichnet  die  dem  decirum  auK^reikte  Fabeliiia8»c  als  einen 
An  ■1ruck  ilcr  grösslen  M  en  seltene  er  a  cli  t  u  n  g.  Und  man  glaube  nicht, 
das-s  Uie»e  Aeu&serung  iisoiirt  steht,  aonüera  -vergleiche  damit  die  in  meiner 
Bittleitung  in  die  Mythologie  auf  dem  Standpunkte  der  Natnr»' 
wisaenscli  af t.  S.  145  —  179.  dargelegten  Thataaehcn,  zu  deren  Zusam- 
menstclliihj;  t\pr  Satz  de«  P  a  u  s  a  ni  a  <»  Ver-uil,'t<,sung  gab,  dass  die  Mysterien 
ia  dem  Cirade  iiülicr  »landen  als  die  Yolksrcii^iou ,  wie  Götter  höher 
sindaUlIeroen*  In  der  Thal  würde  et  ahgeeckmackt  «ein,  sick  in  die 
durch  die  IVlysicricn  herbeigeführte  Verwirrnnq  einzulassen,  wenn  nicht  der 
verworrenen  Schriftsprache  eine  ganz  imzwcidculifrc  physikalische  Zeichen- 
sprache (»jmbolische  HicrogLyphcnsprache)  7ur  Suite  stände,  deren  Darle- 
gnng  nnd  Benutzung  zum  Zwecke  der  nenern  Pkysik  den  Haupt- 
Inhalt  ausm.uht  jener  Einlcitun;;  in  die  Mylholoc:ie. 

^}  Virgil,  welcher  das  Homerische  aaoaite^oS  durch  clectrum 
übersenKt)  lässt  vom  Vuican  für  Acncas  Beinschienen  machen,  „ocream 
electro  auroqnc  rccorto**,  was  doch  niemand  übersetzen  wird:  „ans  unrei- 
nem («überludtlgeni)  Golde,  gemiackl  mit  gans  reinem  Golde«'*  Vielmehr 
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worauf  ich  vorzugsweise  Genicht  legte,  eben  weil  sie,  im  Zusam- 
menhange gelesen,  so  klar  ist  und  dennoch  die  daraus  (ve%Tühnl^cll 
entnommenen  einzelnen  Worte  stets  niiss verstunden  wurden,  —  aiif 
dieie-00  vnstSiidlich ,  mit  Beziehung  auf  Buttmann's  Aüffas- 
sungsweise,  von  mir  besprochene  Stelle  des  Pousanias,  liesa 
Herr  Professor  Schub arth  sich  gar  nicht  ein;  —  stc\U  alier,  was 
ich  darüber  gesagt,  in  der  Art  dar:  „Schweli*ger  behauptet,  weil 
das  £lektron  im  Sande  der  Flüsse  vorgekommen ,  so  könne 
man  an  keth  anderes  Fossil  als  an  PluUnerz  denken.*^  Dies  wird 
*  ihm  aber  niemand  glauben,  selbst  wer  meine  Abhandlung  nicht 

felesrn  Iiat.  W.'iljrend  der  Abschnitt  vom  Elektron  mit  einer 
liniauischen  in  H  ö  l"e  r  s  Uebersetzung  von  mir  angeführten  Stelle 
„tout  or  est  aliie  d  argent  u.  s.  w.^^  begonnen  wurde,  nimmt 
diese  eigenthfimliclie  Widerlepuipkunst  keinen  Ai^tand  '  In  der 
Art  zu  arginiieiitiren,  als  ob  ucr  Satz,  dass  fast  alles  Waschgold 
der  FIfissc  silberhaltig  sei,  gelaugnet  worden  w;irc.  Auch  soa:ar 
über  die  Farbe  des  Platins  glaubt  lucin  gelehrter  Gegner  muh 
belehren  zu  müssen^  ,,Platm^',  sai^t  er,  „hat  eine  stahl^raue 
Farbe,  kann  iHnslchtHch  der  Farbe  nie  mit  Bernstein  rerglicliea 
werden.*'  Denn  ignorirt  wird  wieder  alles,  was  ich ■  ^estfttst  auf 
Buttmann's  Siiracbahlcihincr  f1<'s  AVfxtcs  ^jkBxtQOV  sagte,  inii 
nachzuAvcisen ,  wie  das  natürlicli  vorkoiniuende  eisenhaltige  Platin 
durch  die  magnetische  Polarität,  welche  es  zuweilen  zeigt,  zu 
diesem  Namen  kommen  und  zn^eich  dadorehjn  den  Kräs  d» 
Mysterien  hineingezogen  werden  konnte. 

Da  übrigens  eine  der  wichtigsten  Lehren  der  neueren  Physik 
ihren  Aamen  vom  Elektron  erhalten  hat  und  selbst  der  Charakter 
der  neuem  Chemie  durch  das  Wort  Elektrochemie  heseiehnet 
wird:  so  kann  es  den  Physikern  und  ('hemikern  nicht  gleichgül- 
tig spin  ,  übrr  rlic  nltcrthfiinlirbe  Bedeutung  des  W'nrto  yjksxrgov 
gründlich  autgeklürt  zu  werden.  Und  dazu  kommt  noch  ein  sne- 
cieller  Grund,  den  ich  im  Vorworte  zu  den  neuesten,  auf  den  Zu- 
sammenhang der  Lichtpolarisation  mit  elektrischer  und  magneti- 
scher Polant«ät  sich  beziehenden  (Jntersuchunpen  Farad ays  (im 
Journ.  f.  prakt.  (licni.  B.  ^Jf).  S.  473.)  nur  mit  einigen  Worten  in 
einer  JNote  berührte.  Getrost  will  ich  daher  dem,  was  ilbe^  Elek- 


eben  darum,  damit  uiemaad  an  da»  gemeine  nachgemachte  Elektron  denken 
inSge,  fügt  dtr  Dichter  »aro  recoel^t  hinsn,  was  beij^aeut  -«riirde,  vr«U 

das  seltene  Nntarproilukt  cicctruni  (f^oraut,  wie  Fausanias  in  obiger 
Stelle  erzählt  ,  <'<"o  Stahie  des  Ausustus  gemacht  "wurdo)  mlor  tlas  Home- 
rische (nach  i'iiaius  dem  piumhum  album  gleickbcdcutL'aüe)  cassiteros, 
derselben  PUnianisehen  Stelle  gemSss,  ohne  Belnüsclrang  «nderer  Metalle 
nicht  7u  hcmifzcti  ist.  Auch  bei  Homer -wird  xaaaivtQoiy  wie  sthon  Schnei- 
der (um  die  gcwühuliche  Uehersetzunj^  durch  Zinn  zu  hcstreiien)  hcrvor- 
heht,  im  slärkAteu  Feuer  erweicht  und  anf  dem  Amboss  mit  dem  Hammer 
verarbeitet.  —  Knrst  suTor  Hess  Virgil  den'Vulcan  init  Beziehung  auf 
diese  Waffen  des  jtcnca»  versprechen,  alles  zu  leisten,  quod  fieri  ferro 
li<|oidove  potcst  clectro,  vobci  die  Combination,  vrie  sonst  mit  dem 
Golde,  nnn  anch  mit  dem  in  Farbe  und  Harte  dem  (als  Platin  aufgeinf^ 
ten)  electrum  nah  ic  Ii  enden  Eisen  nebenbei  -vielleieht  einige  Beachtung  ter- 
dient,  da  ehen  der  Eiatii^r^i  It  df*  natürlicli  vorkommenden  Platins  die  mag*' 
netische  Anziehung  und  eheu  dadurcii  den  Namen  electrum  herbeigeführt. 
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« 

trou  mitgetheilt  wutJe,  noch  einigem  beifügen»  um  zu  zeigen, 
dass  es  bei  einer  wohlbegrOndeten  WaMeit  l«cht  sei,  die  Bewwe 
dafür  zu  vermehren.  Und  diese  Vermehrung  der  Beweise  wird, 
viiter  den  eben  bezeichneten  Nebenumständen,  nun  mebr  an  ihrer 
Stelle  «ein»  als  aie  trüber  hatte  sein  l^önnen. 

1.  Buttmann  erinnert  in  seiner  von  mir  angeführten  Abhand> 
long  Aber  Elektron:  »»Bei allen  Lexikographen  finden  wir  die  Glosse 
^Xnt/tQw  aXiötwtw  x^fvchv,  d.  Ii.  Uold  in  anderer  Gestalt*' 


*^  Saidas  sagr  nnier  xahtoXifiavoy-  stSoe  i^Xdxr^ov  xifinireQov  %ßvaov 
Um  9i  TO  ^Xtitr^atf  uXHtturw  jf^o/ov  fa/juyfjUvov  vlhf  xal  Xt^titt»  Hier  Ist 
ganz  War  aus(^csproclicii ,  üass  es  eine  Art  Elektron  gebe,  die  kostbarer 
sei  ai»  Oold,  was  also  gewiss  nicht  OolU  seiu  knim  mit  Silber  |;eini8cJit. 
Höchst  wniiderliclt  wird  der  Zosat«  scheinen,  dass  diese  Abart  des  Golde» 
gemischt  sei  mit  Krysiall  und  Stciuart.  Erwägt  man  aber,  tiass  ein  Lwd« 
lio^rnpK ,  M'ic*  Saidas,  auch  mysteriöse  Andcutangcn  abAchrieb,  so  kaun  man 
auf  die  weibliche  Form  ^  Xt&eia  Gewicht  legen,  indem  (auf  eine,  wie  wir 
mohher  sehen  werden ,  sinnige  Weise),  wihrend  der  Stein  fiherhaapt  o  l/<9of 
heitftt,  17  Xl^ot  wo  nicht  geradezu  den  Magnet,  dock  srct»  einen  durch  seine 
EigcnsclK^ffen  hearlitnnjsAvertlien  Stein  bedeutet.  Oer  naliirlitli  vorkommen- 
den eiseaiuiiu^ieu  i  iaUiia  ist  aber  zuweilen  etwas  tou  der  Natur  ^caes  gleich- 
sam mannweiblichen  Steins,  nimlich  der  *J9(p«titX«^  il/^oC,  d*  h.  des  Mag- 
not«,  beigoinistlil  ,  imlem  sie  j)olari.sc]ie  Eisonsihaflcu  /t'isl,  woilurdi  die 
Aufmerki»amkt'it  der  Mysterien  errcüt  und  die  Benennung  ijkeutQOV  iierbeigc- 
führt  wurde.  Auch  der  Zusatz  vik***  «timiul  zu  dieser  AufraMungsweite. 
Dies»  wird  man  schon  daraus  merken,  dass  Schneider,  welcher  naturwis- 
sen.<ict)aftliclicn  GepfcnsiHndpii  speciellere  AufnieiksMinkeil  zugewandt,  in  .«ei- 
nem bekanuten  Scltulicxlkou  hervorhebt :  taXoi  («uns!  aucli  vtXoS  6  und 
ij)  bedeute  in  den  Slteslen  Zeiten  den  Bernstein"  (soll  heissea  Blee- 
trnm).  Der  Scholiast -zu  Aristoplianes  Wolken,  worauf  Schneider  sich 
heeiebt.  macht  nämlich  ausdrücklicii  aufmerksam,  dass  l'aXoe  in  iener  Aristo- 
phanischen Stelle  in  weiblicher  Form  gebraucht  werde  (welche  aller- 
dings Aristophanes  besonders  hervorhebt),  nnd  fugt  dann  bei,  dask  stall 
vaXoS  bei  Homer  nnd  den  Alten  ijXiXTQoe  Torkommc .  l'aXos  aber  in  der 
ällern  Zeit  überhaupt  nicht  Glas,  sondern  Krystall  be/.cicKnele.  Und  da- 
zu stimmt  eine  Stelle  des  Tllnius  (Hist.  nat.  YlII.  c.  3S.  sect.  57.  XXXVll. 
c.  S.  8.  T.  eect.  11.18.  nnd  99.),  wo  die  Rede  Yon  Krystall«^,  die  erwärmt 
an  der  Sonne  Iciilile  Ki5r|)er  anziehn.  Einer,  sagt  er,  der  sogar  auch  Eisen- 
feile an/ieiie  (-was,  wie  er  beiTiipt,  Diokles  und  Tbeophrastus  glau- 
ben) hcissc  lyncuriuu,  und  dieser  werde  von  Damostratus  al«  Elec- 
trnm  bezeichnet ,  wobei  eine  bestitigende  Stelle  de»  Strabo  sclion  Kar- 
duin  in  seiner  Ausgabe  des  Plinius  angeführt,  während  auch  Hcsytliius 
gerade/ u  sagt :  Xvyxov^taVy  t6  ^Xcjtrgot.  Die  Iiulignaiion ,  womit  Plimus 
vber  dio  dem  lyncurion,  den  er  als  gemma  iiczeichnet,  angereihten  Fabeln 
redet,  verräth ,  das»  von  einem  mysteriös  behandelten  Krystall  die  Rede  sei. 
Watson  und  13  r  ck  m  a  n  n  denken  an  uuscru  Turmalin  (worüber  <He  nöthi- 
gen  l^achweifituigeA  iu  mciuer  „Einleitung  in  die  Mythologie''  etc. 
S«  IM.  nnd  WO.  zn  finden).  Diess  wenigstens  ist  nii^t  »n  leugnen,  da»» 
nvflll  In  neaerer  Zeit  der  'turmalin  durch  sein«  A»eheiianzi«hnng  (Aschen- 
trcfker  nml  Ceylonischer  Magnet  dsrum  genannt)  selbst  die  roheste 
Aufmerksamkeit  auf  sich  gezogen.  Unter  diei^en  Umständen  wird  die  Stelle 
da»  iMioUasten  «a  Ariatophanee  ^stindlich,  gleichsam  al»  Nachfciaa^  ana 
den  Mysterien.  Mit  Beziehung  darauf  kommt  auch  Bochart,  der  im  Hie« 
rozoicon  (Ii.  III.  S.  876  —  900  ed.  Roseamüllcri )  eine  sehr  gelehrte  Ah- 
handluttg  über  Elektron  sclirieb,  zn  dem  Resultat:  „ex  Iiis  qnae  diximus 
cwAdM»,  ^Imw^ov  apnd  ▼eitrc»  trin  »igvificat»e,  atmjpo  1)  »uoeiaam 
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Auch  fü!4t  er  die  Bemerkung  l»el,  da»8  der  Augdruck  akkotvnov 
auf  die  bL^tjere  Farbe  des  mit  Siihet  geiukciitea  Goldes  »chv^er- 
Keh  bezogen  werden  könne,  Offdlkbar  ist,  naeh  wOrtficher  Ueber- 
aeimng,  mn  anderer  TvptM  des  Cvoldes,  «der  Geld  von  anderer 

Tilldim^,  von  anderer  Art  gemeint,  wie  man  denn  lange  genug 
auch  in  neuerer  Zeit  Platin  irl(^i<'h;^»aoi  als  eine  Abart  das  Golde^f 
als  nei^sses  Gold»  bezeicbDet  hat.  *  ' 

4 

2.  Nun  aber  entsteht  die  Fräse ,  ob  dieses  eigenthfimriehe 

Gold  von  anderer  Hildiinj?  und  Natur,  oder  ob  der  Bern- 
stein zuerst  als  riUatQov  bezeichnet  worden  sei.  Da  in  einer 
j&telle  hei  Sophokles  (Antigone  v.  lOlÜ)  diu»  Elektron  von 
Sardes  (das  berühmt  ale  Residefts  des  KrOsve  und  wobei  der 
Scholiast  an  den  Gold  fiihmden  Flnsa  Paktotus  erinn^)  mit  dem 
indischen  Golde  combinirt,  und  auch  bei  Homer  das  Elek- 
tron zwischen  Gold  und  Silber  gestellt  ist.  danselbe  gleichfalls  bei 
Hesiod  im  iSehilde  des  Herakles  (v.  142)  neben  Gold  und  Kya- 
nos  Torkommt,  so  bemerkt  Buttmann  mit  Recht:  „mididfink^ 
wer  bei  jenen  ältesten  Dichtern  unter  Elektron  ausschliessend  das 
Metall  versteht,  giebt  zugleich  zu  erkennen,  dass  diess  der  ältere 
Gebrauch  des  IVamens  sei."  Aber  Buttmann,  der  auch  die  Auto- 
rität des  Plinius  (bist.  nat.  XXXIII.  c.  4.  sec.  23.)  dafür  hätte 
anfiibren  können,  dass  Homer  das  Metall  meint,  wenn  er  vom 
Elektron  redet,  wfa*d  verlegen  durch  Mythologie  gemacht,  deren 
Autorität,  wieersact,  wenigstens  nebem  der  von  Homers  Gedich- 
ten steht.  Da  nSmlich  das  Elektron  aus  den  Thränen  der  in  Pap- 
peln verwandelten  vSchwestern  Phaetbon's  gel»ildet,  so  glaubt 
er  hierbei  nothwendig  an  die  aus  Bäumen  ausschwitzenden  Harz- 
thrSnen  denken  und  in  diesem  Zusammenhang  Elektron  durch 
Bernstein  übersetzen  zu  müssen.  Jedoch  die  Pappeln  geboren 
nicht  zu  den  Harz  ausschwitzenden  Bäumen ;  sto  werden  also  in 
•^aiiz  anderer  Beziehunu;  liier  genannt  sein.  Obnehin  weinen  die 
Schwestern  des  Phaethon  (die  ileliaden)  am  Eridanus,  jenem  tabei- 
fcaften  Flnss ,  hi  welchen  Phaelfaon  stOnte ;  und  in  FIflssen  (nament» 
lieh  im  mythischen  Eridanus,  der  vorhin  angetiihrten  Stelle  des 
Paiisanias  gemäss)   kommt  wohl  Gold  und  goldartiges  Elektron 

iin  kleinen  Kömem,  die  ausgewaseliPTi  wurden),  keineswegs  aber 
Bernstein  vor.  Buttmann  hebt  späterhin  selbst  hervor;  ,,Hesychius 
hat  bei  dem  Wort  ijXtntQog  die  Erklfirtmg  ^urallw  x^tf^t^^  fl<dt 
dem  Zusätze,  man  sage,  es  seien*'  i  Ti  imlich  diese  goldartigen 
Metallkörner  seien)  „die  Thränen  der  Heliaden,  Und  Philostratus 
trägt  kein  Bedenken,  die  Elektronthränen  jener  mythischen 
Pappeln  Gold  zu  nennen.*"  —  Und  nun  wird  man  auch  verstehn» 


2)  me  tallu  m  ex  aaro  et  argetito  conflatnm,  3)  lapidemcryst^llinum." 
Versieht  man  unter  ^lextpov,  der  Sprachableimng  Buttmann's  gemäss 
einen  mit  Ansiehungskraft  begabten  Körper:  so  weiss  der  Flijsiker  aas  der 
Stelle  des  Paasanias,  w«l«ii«a  (dnrdi  Mtoohnttg  fon  Oold  und  Silbtr  blo» 
nachgebildete)  nntiirltrb  nehrn  Gold  vorli ommende  soltent»  Metall,  and 
dnrclk  die  angefiiiirie  Steil«  des  Flinius,  welche  kr ys tall iuisch«ii 
8  t«iatt  ursprünglich  in  den  Mysterien  gemeint  waren*  DieM  leiste  ytm 
B.od&art  sehr  richtig  a1«  efate  dritte  angefOkrt«  Bedenlnng  des  Worte» 
■^XsKT^ov  ist  übrigens  in  nnierer  Zrit,  selbst  Iii  dm  griecliiickf»  Wörlct^ 
böchera,  gaacUch  unbeachtet  gebliehen. 
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warum  Homer  sein  (vtm  Virgil  tlurch  elertruni  ühersetzfe«?)  urtcai- 
ze^os  mit  dem  MythcDkreise  ¥oi^  Phaethou  in  Verbiudung  bringt. 

3.  Betracliten  wir  die  Namen  dieser  Schwestern  des  PbaeChon, 

deren  Anfilhnm^  hier  nnnofliiej  ist,  so  l)e/jehen  sich  alle  auf 
Schininier  und  dlanz.  Wenn  also  »lie  runden ,  ifraulich  weiss  glän- 
zenden Kürner  im  fabelhaften  Eridanut«,  in  weichem  der  glänzende 
Sohn  des  Helios,  Phaethon,  sein  Grob  fand,  wenn  diese  imschein- 
baren  kleinen  KOmeheii,  welche  denimch  (iold  sind  von  anderer 
Art,  als  Thränen  dargestellt  werden  der  Heliaden:  so  sieht  man 
leicht,  dass  hierdurch  auf  eine  mysteriöse  Weise  das  natiirliche 
Vorlcommen  des  Platins  bezeichnet  und  dasselbe  als  ein 
Gold,  das  seinen  heitern  Glanz  abgelegt,  gleichsam  in  Trauer 
gehfiUt  ist»  dargestellt  werden  eoU.  Biess  wird  noch  klarer,  wenn 
wir  auf  eine  andre  ^^ariante  desselben  Mythus  Rücksicht  nehmen, 
worin  statt  der  Heliaden  sellMit  Apollo     genannt  wird«  der  mit 


^)  Um  solches  nachzuwcisea  genügen  hier  ahgclcilcle  QucUen,  heson- 
dtrs  daran»,  damit  man  ach«,  dasa  die  Ürgescliichta  der  Fliyt^ik  iranig* 
alena  in.  früherer  Zeil  höher  geachtet  irnrde.  als  gegeaiirSrtig.  lek  nenne 
in  dieser  Bt/iphnn»  Philippi  ('aesii  a  Zcscn  «  nnl^ini  nstronoml- 
cum,  poe  1 1  c  u  m  sive  myiho  iogicum  sl^llaniui  Pixaruin.  Am- 
stel.  Denn  iat>ea  nidit  oeaHalibidig  for  Nalnrtortfcher,  In  der  Aatro- 

nomic  sicii  der  Mythologie  bei  Bezeichnunjs:  der  Sterne  za  hedienen,  und 
doch  die  dorn  Naturforscher  allein  zugänglichen  naturM'isscnscliafjüiliPn 
Idyslerien  des  Alterthums,  womit  diese  BezeicJinung  zusammeiütHugt,  geÜis- 
aentllch  ignoriren  zu  -\vollca.|  In  dem  g^enamiten  «telebrten  Werke  werden 
*  bei  dem  Slornl)ilil  l-riilanus,  S.  228 — 245,  eine  Reihe  eolclirrcr  Nacb- 
Mcisuiigen  gegeben,  und  es  heisst,  nachdem  von  den  Heliaden  die  Stel- 
len der  Poeten  angeführt  waren,  S.  231 :  iiisi  poüus  electrum.  apud 
Celtaa,  fli  Airlemidoro  credlmna»  M  lurTiuis  Apollinia  natnm  dicaa,  ubi 
indignans  palrem,  quod  filinm  snum  Aesrulapium  i)e  quo  vidimus  in  Serpen- 
tariO}  -ftilniine-  percussi«8et ,  ad  Uypcrburcos  iiioeiiu4  cotitcndit.  —  Auch 
Omaner  in  aeiner  gelahrleA  Atdiandliing  de  eleetro  (in  den  conunentariia 
aOAletad»  Öottingensis.  tom.  III.  ad  annum  1753)  besieht  sich  auf  dieae'Va- 
riaute  dea  Mythus  S.  72.  mit  folgenden  Worten:  nondnm  inveui,  quo  auc- 
tore  FKa.voriiius  Camers  dicat,  ipaiua  Apollinisi  b«  e.  Soli»,  lacrimaa 
fsne  «lectra,  qnaa  profuderit  cum  trialia  ob  AeaDolapii  mortem  ad  Hyperbi^ 
reos  a  patre  rcprclieuäu»  abirct,  ant  cum  aerrire  ob  üiterfectos  Cyclopa» 
iussus  esset.  Poucutur  gracca,  ut  eo  facilins  invcuinntur  cuius  sint.  Und 
nun  führt  er  die  griechische  Stelle  au.  —  Besonders  darum  alier  wünsche 
ieh,die  Aufmerksamkeit  der  Physiker  ant  Gesner'a  gelehrte  Abhandlung 
über  t\:\^  Eickiroii  hinzulenli.cn,  -vvcil  dothcllic  /wm  Schlüsse  der  ansjcrülirlcn 
Abhandlung  von  den  For^cluitten  neuerer  Nalurtvisseuscliaft  mit  der  edel- 
sten Begelatemng  spricht.  Denn  nachdem  er  zuletzt  auf  die  im  Alterthum 
sogenannt e  i)io%kurcnersvheinung,  die  lenckienden  JUanaen  nnd  andere  in  dem 
Buclic  des  B  a  r  t  h  o  1  i  I'  11  s  de  luce  animaliuni  /.iit;anunf>ft'?pstcl  I  f  c  ivun- 
deriollc  Lieb tscheine ,  gekommen»  schliesst  er  mit  folgenden  Wori«n  seine 
Abhandlung:  „Dergleichen  idterthfimliche  Nackweisungen  dieceb  dasn,  in 
noch  gläuzenderm  Lichte  zu  zeigen  jene  tldUriadken  Experimente,  Avclche 
ancli.  in  dieser  Stadt,  ihr  ttipurm  Coliccrcn,  TU.  unserer  grossen  Yerwumlc- 
rung  gezeigt  hal>tj  uicki  aber  dazu,  dem  gegenirärtigen  Jahrhunderte  den 
Ruhm  nn  achmUem,  glaiehaam' ein«  nene  Welt  entdeckt  tu  haben.  Dasa 
solches  v  älirf  ad  idi  lebte  gelang,  darüber  -werde  ich  mich  stets  freuen.'' 
Möchten  diejcuigcu,  wclclie  hctit  zu  Tage  die  Forschungen  über  Urgeschichte 
der  Physik  zu  unlerdrückea  streben,  von  einem  Oesner  lernen,   das«  der 
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Gold  ninhiillte  («in  froldenes  SeWert,  ^Idede  Kfki^tung  tragend^ 
Apollo,  dem  die  Gold  im  Norden  Europas  bewachenden  Greife 
geweiht  sind.  Aus  seinen  Tliränen,  heisst  es,  bei  dem  Tode  sei- 
nes Sohnes  Aesknlap  entstand  Elektron«  d.  b.  jenes  in  kleinen 
«6i|i^nindeten  Kfirnera  «ich  darstettende  ^leichferam  dmh  Iraner 
^enti^teille  Gold  von  anderer  Art.  Man  sieht  nun,  warum  neben 
dem  g:oldenen  Dreifiiss  im  Tompel  des  Delphischen  Apollo  und 
anderen  goldenen  A\'eihgesclienken  auch  dieses  durch  geheime 
tnag netische  Beziehungen  in  den  Mythenkreis  hinein gezo- 
^^ene  Gold  anderer  Art  (c^iUdfirftrev  xqvöIov)  nicht  feblen  durfte. 
Und  Licht  wird  dadurch  geworfen  auf  das  in  der  Abhandlong  tlliHer 
Piatina  besprochene  Weihgeschenk  des  Krösus,  dessen  grosse 
innere  (d.  h.  mysteriöse)  Bedeutsamkeit  vielleicht  blos  durch 
absichtlich  übertriebene,  auf  Aeusserlichkeiteu,  namiich  die  Grösse 
der  Geschenke,  sich  begehende  Angaben  hervorg^oheiK  und  der 
Beeektung  der  Mysterienkiind'igen  empfohlen  werden  sollte. 

Es  ^iebt  noch  eine  dritte  Variante  vom  Vorkommen  und  der 
Gestalt  jenes  degenerirten,  gleichsam  in  Thränenform  sich  darstel- 
lenden. graati<A  weiss  glänzenden  Goldes,  welche»  wie  Pllnlns 
mit  Indisnation  anf^tbrt  (vergl.  Note  3  und  6),  auf  dleThrSnen  der 
in  Vögel  verwandelten  Schwestern  des  Meleager  sich  be- 
zieht.   Wir  sind  hier  mitten  in  dem  zugleich  die  Mysterien  des 

Herakles  umfassenden  dioskurischen  Mythenkreise,  wozu  uns  Pli- 

-     "  .  'i\ 

Ruiim,  eine  ncne  phytische  Welt  entdeclil  zn  haben,  ddpjielt  so  grosM,  wenn 
dadurch  yugleich  «ine  neue  ßei»tige  aufgescJilossen  wife-d,  die,  -verborgen  in 
den  Mystnicik,  «o  «inflnssreicU  war  «af  die  alte  litteratnr,  womit  die  nene 
nur  allzucn«;  zusaiinnpiiliänirt  und  /war  in  <lett  auf  das  Lel)en  einflussreich- 
»len  Gebieten.  liuclut  beacbtungswerUi  in  mehr  einer  Bexiebung  i$t 
.daher  die^r  schöne  Antdmck  natnrwiMenMhaftlicher  Begdistenmg  bei  ]cne^ 
alten  Lexikographen.  Wo  ist  »ic  hingekonmicn,  miichle  mau  hier  tngm, 
diese  allf»emeine  Begoisfcnmg  für  Nat»irAvis«ciisi:liaft ,  wie  sie  noch  da  war 
zu  Anfang  dieses  Jahrhunderls*  Sie  ist  theologischen  Streiihäudeln  gewichen, 
vnd  daram  ^«wiehen,-  weil  liä»  ingstliclie  EzAnluatioMKreieii  (mk  'niktt 
über  Dinge,  welche  im  späteren  Leben  -vergessen  zu  lieben  man.  Gott  dankt) 
den  Theologen  and  Philologen  auf  Universitäten  nicht  mehr  Zeit  lässt  za 
freien  Studien ^  um  die  über  allen  Streit  erhabenen,  forldauernden  0£en- 
barangen  Gölte»  in  der  Kalnr  kamen  nn  lernen. 

Möchte  der  Iieeer  geneigt  »eiii,  im  Aegieter  an  meiner  lt'ftnl*»itnip|; 

in  die  Mythologie    das  Wort  Apollo  «-ufzuschlagen  und  aldi ,  B^d  dejfl 
l&ierhergchürigcn ,  dort  erwähnten  Uildcrkreise  zu  befreunden. 

,  Da  die  Loealsage:  liOn  Mejleager  »ich  dem  dioshurischen  MythenkreiM 
anschlie«st,  so  tritt  die  Verwandlang  in  Yögel  an  die  Stelle  der  im  Mythen- 
kreise des  Herakles  bedeutsamen  Pappel  (Silberpappel),  in  welcher 
Beziehung  ich  wieder  nothwendig  verweisen  muss  auf  meine  Einleitung  in 
die  Mythologie.  S.  142,  234  ,  299  ,  333  und  345.  Weisse  Vögel. 
^elen:niailicii  dämm  im  dioaknrieeke»  Mytbcnlureie  eine  bedeutende  Rolle, 
-weil  nach  dem  ganz  naturgemissen  Auadvaclbe  des  Flinius  „die  Dioskurefk 
auf  den  Masten  der  Schiffe  erscheinen  mit  eigenthümlich  tönendem 
Lante^  wie.  Vögel  hüpfend  von  Ort  zu  Ort«"  Zugleich  versieht  man 
ann  den  Anadroek  Sekwanenge  aang.  Dean  in  dieeem  Sinne  (als  Sym- 
bol des  Lichctes  aufgefasst)  4ingt  der  Schwan  wirklich  vor  seinem  Tode«  «nd 
weiuagend  (Yon  grower  Voabedentnng)  i«t  ^««r  ^.«kwanengeaang. 
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n\nB  den  Schlüssel  gegeben  .durch  einige  flQcktig  hingeworfene 
Worte  über  die  Natur  der  Dioskuren  una  der  Helena,  weiche  ich 
meiner  zweiten,  auf  diese  naturwi^e^enschalliichen  My^erien,  sich 

.iMsiehenfl'Oii«  Ablupidlung  über  Urgeftchiehte  der  Physik  vof 
anstellte  (Un  Jahrbuch  4er  Chemie  und  Physi  k.  im  oder 
B.  XXX\II.  S.  250.)>    kSichern  Schrittes  konnte  ich  dann  weiter 

f;hn  in  Erforschung  jener  Geheimlehren,  mit  Beziehung  aufweiche 
trabo  geradezu  sagt,  er  wolle  wiedersprecheude  Dinge  zusam- 
neiistollen,  gli^ehvam  i\9  aa&ulusende  Käthdtel»  ob>TMeielit  ciimr 
^^ie  .Wahrheit  errathe.''    Und.  denAincIi  derseUie  Plinius,  von 
-dem  man  ohnehin  nicht  wird  annehmen  wollen,  dass  er  der  ^$amo- 
'dltacischen  Mysterien  ganz  unkundig  gewesen,  stellt  sich  mm  an, 
iftls  ob  er  in  allen  auf  da«  Elektron  sich  beziehenden  mysterlüi^ep 
'F«Mn  ^  »kelaeii  Sinn  flndeB  kdnne,  und  als'  ob  kier  iUeia  T0ia 
•gemein^a»-  ü^eineewegs,  wie  er  beifugt,  xu  den  Seltenheiten  geha- 
ngen Bernstein  die  Rede  wäre.    Ja,  er  ^eht  so  weit,  den  Erida- 
nus,  von  dem  er  schon  aus  dem  iSternbildc  wissen  musste,  das8 
ler.  dem  Fabelland.  angebör<>  (oder,  wie  Uerodot  (UL  115.)  sich 
.ftusdrCckt;  „dem  Summten  Westen,  worfiber  ntents  ZnvenSssl' 
:ge|s  %%  isagen  sei'')  als  dqu  Fluss.  Padus  (Po)  in  Italien  zu  be- 
»eichnen,  mit  dem  Zusätze,   dass  Italien  Zeugniss  gebe  für  die 
-Falschheit  der  dichterischen  Angabe.   Dass  er  aber  mit  so  gros- 
ser Indignation. von  der  JVl^enscp en Verachtung  smicht;  vvelche 
.fa)  dii^Qn),  ^ie  Natiirwiss^cic1i»ft  yerschleieriidctfi  Tab^H^esea  Ueg^ 
zeigt  dentllch  genug,  dass  er  die  Mysterien  meine,. als  deren  un- 
kundig er  vielleicht  absichtlich  erscheinen  wollte,  während  früher 
auch  Aeschylus,  angeklagt,  mysteriöse  Andeutungen  gegeben  zu 
haben,  blos  durch  die  Entschuldigung  seiner  Unkuude  sich  retten  ' 
•konnte.    Man  vergesse  doch  nicnt,  dass  Lucrez  das  Electrum 
uleht  einmal  zu  nennen  wagt,  so  grosse  Veranlassung  er  auch 
kätte,  auf  seinem  Standpunkte  davon  zu  sprechen  ^*).    Ich  hebe 
^^ess  hervor,   um  den  Clcist  zu  bezeichnen,  in  welchem 
afe  Naturgeschichte  des  Plinius  neu  zu  bearbeiten  sein 
müchte.   Die  Verworrenheit  der .  Zusammenstellunsen  kann  mitun- 
ter (ganz  so  wie  in  der  Physik  des  Aristoteles  ^^T)  eine  absich^ 
iW^)e  sein,  um  tiefere  Wahrheiten  zu  verbergen*  ä»,  weil  sie  mcnjl 
fUnmittelbar  ausgesprochen  werden  durften»  aus  de»  vefwopenep 
Andeutungen  herauszusuchen  sind.         ,  <.  .        •  ;  : 


Wie  feindlicli  die  Mysterien  den  Naturforscliern  waren,  namentlich 
ans  der  Eplkuräischcn  Scliule,  'welcher  Lucrez  sich  anachloss,  solches 
'habe  ich  dureh  KBgeführte  Thataachen,  welche  zngleioh  Ton  Einfluss  ainA 
auf  die  ErklaroTigswcise  des  Lucrez,  in  meiner  Denkschrift  zur  Säcu- 
•JLarfeier  der  Universität  Erlangen  S.  11.  nachgewieaen.  (Yergleicha 
Motai  M.  in  Torli«geiicl«r  Ahhandlung.)' 

Ich. beziehe  mich  auT  das,  Ava»  in  derselben  Denkschrift  S.  14.  vaA 
46.  dem  unzweideutigen  Aasdrucko  des  Aristoteles  selbst  gemäss  darge- 
legt wurde.  Nebenbei  bemerke  ich,  das«  Plinius  an  einer  modern  Stelle 
.(k  n.  JlXXVI,  c,  4.  a.  7.)'  M  dev-fiiiekiig  hiügvworfaaaa  Wavten:  „8co- 
pas  fecit  Yenerem  et  Pothda  et  -Piueihoniem,  qui  Semotlirase  sanctissimie 
caerimoniis  coluntur"  sich  vertraut  zeigt  mit  den  Tcinsten  mysteriösen  Beziehun« 
:gen.  Denn  die  Bedeutsamkeit  dieser  Combinalion  wird  man  veratehn ,  wena 
'■un.  <U«  Idylle  Cl««diatta  ««f  den- Magnet  lieel,-  im  Zniinntnh«Bge  alt 
dem,  was  darüber  gesagt  in  mcinär  Einleitung  iil  dit  M Jlkologit 
S.  839  und  210,  wonit  S.  018^-^  2»  verbindeiu 

t«:  ..  .  i  . 
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Anmtrknntj.  Aus  dem  phen  bezeichneten  Gesichtspunkt  ist 
mteh  eine  musterliise  Sprue  ha  OleUimf/  des  Wottes  electntm  auf- 
TufasseUf  welche  Plinim  reahi  aOswhllieh  hervorhebt,  und  looöei 
et  thk  mtf  ^  AuiotUSi  k^ruß  tmer  Beike  nUer  DUMfP,  mU 
dmn  Zutatxey  dass  hier  «on  Poeten  de$.enim\Rmn/e$  die  Rede 
sei;  nämlich  e  ( f  ctrum  appellatum  quoniam  So!  rocatns  sii 
elector.  Einleuchtemi  ist  es,  dass  tut  Veuj/iir/tnjig  mit  der 
'  Sotine  keine  der  geltend  gewordene»  JSedeutungeu  des  Wortes 
^teetrmi»  passt ,  mmt  mag  an  Semsieini  dessen  hanatUges  An- 
eekmidockweikrHeh  nic/lt  an  Sonnengkmz  erinnern  kann,  oder 
an  dos  aus  Gold  und.  Silher ,  sei  es  von  der  Natw  oder  durch 
Kunst  gemischte  Metall  denken,  ired  statt  an  7mrci/tes,  vielmehr 
an  reines  Gold  der  Sonnenglanz  erinnert  JUeukt  man  fiäer  dar- 
mn,  dast  'äie  or^ttH  Dichter  des'  Aiterikums  immer  die  myste- 
riöse Bilderweb  **)  (d.  h.  symbolische  Hieroglyphen)  cor  Augen 
hatten,  so  zeiqt  uns  die  uuf  Tafel  //.  Fig.  V^.  meiner  Einlei^ng 
in  die  Mythologie  ahgebildete  streng  naturwissenschafdiche,  auf 
einer  Münze  von  Chios  vorkommende  nlie  Hieroglyphe  den  Zu' 
sammenhang  zwischen  elector  als  Sonne  und  ele ctrum  im 
iSmne  der  Buttniannisehen-  Spr&ehMeiiung  aufgefasst.  Denn  od" 
%Dohl  bildlich 9  doch  ganz  scharf  spricht  tliese  symbolische  MierO' 
ghfphp.  den  Satz  ans,  drtss  die  ,S>n/7/f*  mit  derselben  herkuli' 
sehen  (d.  h.  mugneiischen)  Kraft  kathte,  tdodurch  die  neben 
Gold  vorkommende  eisenhaltige  Piatina  lu  einem  Gegenstände 
der  Mysterien  oeworden*  Die  spraehUehe  Verbindung- der: 
ele  ctrum  und  elector  ist  also  eine  mystt^ri^.se*  'Mtin  nmss 
aber  jene  Hieroglyphe  im  Znsammenhang  auffassen  mit  dem 
(ganzen  Mythen'  und  ßilderkreis>,  ivorin  sie  in  jener  Einleitujtg 
\n  die  Mythologie  dargestellt  ist.  Dann  wird  man  zugleich 
verstehn,  aoss  diese  mysteriöse  SprathMeitung  dasselbe  mtsspeicht, 
was  nnfthisch  angedeutet  durch  die  VeneaaMtmg  der  glänzen' 
den  l*(j(hter'  des  Helios  in  Pappeln,  wenn  man  niimlieh  an  die 
dem  Her  hu  les  sehr  sinnig  geweihte  Silberpappel  denkt  Kben 
aber^  weil  es  sich  im  Geiste  der  symbolischen  Hieroglyphik  nie 
itoU  ^eineeMn  üolirt  stehenden  Bilaem,  sondern  van  ganxen  Bil 


Uierütier  wäre,  nameallich  mit  Beziehang  auf  dea  samothracischea 
fiilderVreis,  vieles  zu  sagen  ^lacKlraglicIi  zu  dem,  was  in  meiuer  Eiuiei« 
Inn;  in  di«  Mythologie  »chon  dargelegt  ist,  was  »icli.  abcc  zum  Theili» 
von  telbst  ergeben  würde  durch  eine  sinnige  Z  u  s  a  m  m  c  n  s  f  e  1 1  u  n  d  1  e - 
Bild  erkr  eise».  Darum  meinte  ich,  duss  dieselbe  den  .Freunden  alter- 
diuinUcIter  I^oesie  WilUu>minen  »ein  müsse,  und  -wooschie,  dass  ein  Alter- 
ihninsCbr scher,  welcher  in  einer  Siadt  lebt,  wo  die  g<>eigneteM  Sammlungen 
dazu  -vorliaudcn,  sich  xur  TTpr;iusgal)e  dieses  Bihlrrkrciscs  mit  mir  verbinden 
mögp»  AUe  Versuche,  diess  zu  ^crreiclien,  misslangen.  Und  wie  viei^ 
Schritten  sind' seit  zwanzig  Jahren  B.  über  Helena  oder  nndeie'aamoUirn« 
cisclie  Wesen  erschienen,  ohne  dass  man  Notiz  nahm  anch  nur  YOn  einer 
mn^dichcu  streng  nalurwisseiisiliaftlicjicn  Anffas^nnj^  dieses  im  ganzen  Alter- 
tiium  als  uaturwisseuschaftiich  bczeicjuicten  üjly tlxenkreiscs ,  geschweige  fon 
einer  vorliegenden  wirklich  vorhandef|eii.  Und  obwohl'  schon  Wolf  et 
ausgesprochen,  wie  wüoscheuswer^h  CjS  wäre,  die  mysleritism  Beziehungen, 
in  Ilomer's  Gediehten  (worauf  «liV  beruhnrto  Schule  des  Krates  sich  be- 
zog^ kennen  zu  lernen,  mag  nun,  uuchdeni  in  diesem  Geiste  durch  alterlhüm- 
-  liehe  tiachweisung  die  imrkannte  poelUche  Einhd.t  der  Iliade  klar  darger* 
legt  wurde,  kein  Philol«^  nnr  raf  rriifluif  der  Sadia  ileh  einlaeeen. 

MC 
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derkreuen  handelt  (indem,  wie  bei  jeder  andern  Spraehe,  auch 
bei  dieser  Symbohprache  alles  auf  den  Vmfany  ankomaU,  worin 
man  sie  auffasst):  to  kann  ich  hier  unmömich  ins  Einzelne  ffe/^n^ 
obwoM  die  BedeuUamMt,  mü  welcher  PÜnius  Jene  Sprtekab* 
leitung  kertorhebi»  es  mir  unmöglich  machte 9  dteteibe  gtmz  sm>^ 
berührt  zu  lassen.  Nur  diese  ^Bemerkung  ist  noch  anzureihen^ 
dasK  dergleichen  mysteriöse  \V  ortati  leitungen  sehr  häufigy 
besonders  bei  alten  griechischen  Schriftstellern  vorkommen.  Die 
WvnderUelUteH  dmelhm  wrenkteste  die  Heuern  Philologen  m 
dem  Glauben,  den  etymologuchen  TheU  der  grieekueken  Gram^ 
mtttik  besser  zu  verstehe .  als  die  vorzüglichst ev  fjviechischrn  , 
Schriftsielfer  ihn  verstanden.  Man  übersah,  dasa  man  durch 
wunderliche ^ Sprachableitungen  mitunter  Andeutungen  den 
Mysterienknndigen  hinthAUieh  mf  die  der  Sekriftspraeke 
unzugänglichen  Dinge  aeben  waiHe,  —  Aber  in  diesem  grammm" 
tischen  ^inu  habe  ich  Tiier  auch  noch  etwas  beitußigen  iirr  Er' 
gäniung  einer  vorhergehen rlnr  Atunerkuna  (iSofr  8),  worin  die 
*Mede  war  von  der  weiblichen  Form  des  Wortes  Ud-og,  die  stets 
mit  Bedeutsamkeit  geln'oucht  wird.  Vorausgesetzt,  dass  die  vor* 
historische  Zeit  (deren  Üeberlieferungen  die  alte  PriesterscAtiß 
in  Mysterien  einschloss,  worin  noch  Jetzt  die  indische  Astronomie 
eingesehloasen)  mit  dem  Polaritätsgesetze  bekannt  war,  muss 
es  beachtungswerth  scheinen ,  das^  der  Stein  als  Stein  männlichen 
Geschlechtes  ist  (6  Xi&og  genannt);  als  Magnetstein  aber  weibli' 
eken  Gesehleehtea  (ri  Xl4og  ndt  dem  SSnietx  ^H^ktttt).  Es  ist 
Hindurch  bezeichnet,  dass  dieser  Herkulische  oder  matpietisehe 
Stifin  mähnliches  und  weibliches  Princip  in  sich  vereine.  Damm 
zogen  in  den  Mysterien  des  Herakles  Männer  Frauen  Aleider  an, 
womit  noch  andere  (in  dem  auf  Herkules  sich  beziehenden  Ab' 
ättknitte  meiner  nnkmeiMeeneehafUiehen  Mythologie  S,  237  ange^ 
fithrte)  einuige.  Andeutungen  zusammenhängen.  Und  in  diesem 
2/UHanmenhanffe  wollen  wir  einen  Blick  werfen  auf  dm ,  r/leich 
dem  Magnet  Polarität  zeifjfenden ,  als  TjUntfjov  hezeichin  ten  Kry- 
stall,  wovon  Note  8.  eUe  Rede  war.  Denn  anf  analoge  Weise 
komai»  mde  Buitmunn  tei^t,  ^XtxtQov,  im»  ein  Neutrum  itti 


.  ^  ^)  La  dieser  Besieh«ng  stellte  ich  echon  In  meiner  ersten ,  im  Jalirboeli 

dpr  dicmie  und  l^Iiysik  von  1821  puhücirtcn  AlslLau  lIun iihcr  U  r  g  e  s  cli  i  ch  t  c 
der  Fhjsik  (vrciche  auch,  iu  besondcra  Abdrücken  er&ckieii)  die  Zeugnisse 
grieclÜMilier  Philoeopliett  susninmettf  woraus  eine  aller ikümlictie  Keantniss 
des  Poiaiitlllsseselses  Kervorgeht ,  und  maclite  besonders  anf  die  den  Acgyp- 
ticrn  yugeschri ebene  Uuterschciduii!;  eines  ri  ä  n  n  1  i  rh  c  rt  n  ti  «1  c  i  1>  1 1  i  h  e  a 
Feuer&  aufmerk»am.  Spälerkia  bot  in  anaioijer  Beziekuug  sich  die  üemer» 
Jamg  dar,  dass  die  Torherrscfiende  weiblieh«  Form  der  auf  das  Feuer  in  den 
orientalischen  Sprachen  sich  beziehenden  Worte  die  Aufmerksamkeit  der 
Granimatilser  erregt  (s.  J  o  n  r  n  a  1  f  ii  r  C  h  em  l  c  u  n  <l  P  h  y  s  i k.  B.  37«  S.  314.}. 
Entsciieidead  war  die  Zuäammea«<ellung  dos  dioskurischen  Bilderkreises,  um 
den  Beweis  zu  Tollenden  jener  BelunntsehafI  des  Aliertbnma  mit  dem  Poln- 
ritätsgesetze.  Zusloich.  erschienen  die  mannwnlbliehen  Gottheiten» 
welche  den  Tlülologen  und  Allerthumsforschern  <to  <^TO'*f«en  Ansfos»  gefrehen, 
mit  einem  Mal  aus  einem  ganz  andern  GesichtsjtuuktCf  in  weicher  Hinsicht 
ich  mich  «nf  8.  MO.  If.  meiner  Binleitunf  in  die  Mythologie  anf 

dem  Standpunkte  der  N  ;« t  u  r  w  i  s  sc  n  s  ch  a  f  t  beziehe.  Vergl.  auch  di« 
im  Hegisier  uuter  Ma^uetismus  und  Elektricität  xosammengesteUleit 
Nacliweisuugen. 
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ffleichfalls  mäunÜcker  Form,  nnd,  obwohl  selteiter,  auch,  im 
weiblicher  vor  y  wie  x.  ß,  Sop  ho  kies  in  der  vorhin  anneführten 
Stelle  der  Anth/nne  6  TjXsKtQog  schreibt  Noch  sinnvoller  toird 
nun  die  schon  f  rüher  umständlich  besprochene  JSuttmannische  Ab' 
ieHmiff  des  Worie$  von  tlneiv.  Denn  nrni  erscheint  selbst  die  dritte 
neutrale  Form  in  solcher  Combination  bedeutsamer,  gleichsam 
als  Vereiniguntj  des  männlichen  und  weiblichen  Princips.  Und 
ebenso  sahen  tvir  in  der  auf  ycekxoXlßavov  sich  beziehenden  An- 
merkuntß  (Note  o),  ilass  der  Scholtast  Gewicht  legt  auf  die  weib- 
Hche  form  des  Woriet^akog,  in  sofern  es  in  dieser  weiblichen 
Form  olterfhümlich  gleichbedeutend  sei  dem  ijkiKTQog,  wobei  er 
die  männliche  (jedoch  auch  weiblich  vorkommende)  Form 
geliraucht.  Man  sieht,  wie  bei  der  Beschränkung^  der  Schriß- 
sprache  durch  die  Mi/stericn  sognr  grammatische  Dmge  mysteriöse 
Bedeutung  gewinnen  können.  Ja  selbst  der  Ausdruck  lakoioUßa- 
vov  (welcher  wörüleh  Erzvotihrauch  bezeiehnet)  kOnaigt 
gidk  Mogleich  ali  ein  mystetiöser  an.  Die  Sprachableituvq  fu  Krt 
uns  auf  ein  Stammwort  zurück,  welches  tropf  ein  hrdentet 
(Xtßoy);  n/so  Erztropfen,  metallische  Tr  opfen  sind  gemeint. 
Was  die  Fabel  von  den  Thränen  des  Apollo,  oder  der  Hclia' 
den,  oder  der  Meleoaritehen  Vögel  sagt,  iit  durch  dieses  Wort 
ausgesprochen,  welches  auf  die  kleinen  ihr  an  en  artigen 
Metnilkörner  hindeutet,  die  neben  Gold  im  Flusssande  sich 
finden,  gleichsam  als  Gold  anderer  Art,  das  nach  Pansanias 
ein  äusserst  seltenes  Metall  ist,  während  Suidas  jenes  Chalko- 
IWanon  ein  Elektron  nennt,  kogttarer  ali  Gold,'  Auf  eine 
im  Zusammenhange  mit  dem,  was  vorhin  von  der  Form  vlEKtgog 
angeführt  wurde,  beachtungswert  he  Weise  kommt  auch  der  Aus- 
druck yalKokißcivog  vor,  und  zwar  so,  dass  auf  diese  männliche 


fjetM  fjodiMoUßuvog  ^lto£tdi}(        Der  Zusatz  ^Xtoeiöi^g  (sonnenoT' 


In  nentfaUr  Form  wird  dieser  Antdrack  roa  Saidas  vicUeiclU 
AMmi»  gobnneht^  w^l  er  Hut  dank  fXtMfeif  «rkUrt,  olnrokl  der  'WeUi^ 
raoch  Xifittvoe  lielsst  und,  nie  wir  nadüier  «clMa.  werden,  anck  die  Form 

gohtoXißavtH  vorkommt. 

Die  ^anze  Stelle,  welche  angeführt  in  Salmasii  exercitat.  Pli- 
nian.  T.  II.  p.  810.  ist  so  wunderlich,  data  sie  mit  den  Worten  de«  5al- 
mAeine  hicner  geaetst  werden  nriiaa:  oboervaliamii*  ex  Gnieco  quodam 
acriplore ,  xahteSjfi^Kftnf  fßam  esse  thuris  fia^  et  oolore  avreo ,  quem  m  a  s  - 
cttlum  «Iii  nuncapant:  %a\  6  fMV  a^ijV  ovofM^itat  %a,XxoXißavoi  i^XtoetSije 
ttal  nv^^S  ijyovv  ^ar^os,  Qnae  profecto  mira  sunt.  Nam  alii  tUus  maacu- 
l«m  defininnl»  QtQoyyvleif  tuA  Itvwif»  At  anclor  ille  eaadldnm  tho«  -rocat 
O^fUffoUßavoi  et  foeminiuttm  esse  toU.  Da,  wie  Salmnsius  selbst  an- 
merkt, dieser  Erzwcihrauch  von  Sniilas  als  ijXtxtgor  bexcichnet  yvinl  :  ao 
ist  auf  so  wuaderliclie  Weise  ausgedrückt,  was  oben  als  eine  grammaii>sc]ie 
Bemerknnf;  Bntlmantta  angeffikrt  wnrde,  data  nebea  der  nentralen  Form 
auch  17 >lcxrpoff  vorkomme,  sowolii  im  mänulichm  als  weiblichea  Ceschlcchte 
gebraucht.  Mau  sieht  wie  unklar  uad  'verworreu  die  mysteriösen  Nach- 

klänge werden  können,  während  die  Grandidee  sinnig  war.  Und  «>eLbst 
grammatiacho  Bosialinmgen  mfen  also  die  Philologen  auf, 
sich  melir  mit  Naturwisaenscliaff  r.n  befreunden,  als  es  nenerdinss 
Sitte  geworden*  Nebenbei  verdient  c«  vielleicht  (als  ein  ge&is<»entiicher  Aus- 
,dnick  der  VenwehUaalgung)  einige  Avbnerkeamfc/eltt  dase  Plinioa  la  dm  yw* 
worren«!  Stelle,  iweldie  aicb  tmt  da»  demr  Homerischen  miovto^  gl^di- 
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M  erbmeri  an  diS  von  'Plfniu$  der  BeaeMmg  empfifü^et^  Ver* 

gfeichtmg  der  Worte  electrum  vnd''eleetor.  Üna  wenn  mtm 
aftf  den  bei  chalcolibav  on  herrorgekobenp?t  keflen  Ginnt  irti 
Feuer  RVichsicht  nimmt ,  so  scheiHt  mich  in  dieser  Beziehung  die 
Vergleichnng  mit  dem  Sonnenglanze  nicht  unpassend.  Z»  itk^f'^ 
nen  ist  ohnehin  nicht,  dass,  tofemä  wir  bH  jenem  Eieietr&nr  dsts 
kostbarer  war  als  Gold,  an  Platin  denken/ dann  allerdings  vOu 
einem  Metalle  die  Uvde  sei,  welches  dvrch  hellen  Glanz ^  U»> 
schmelzbarkeit  und  Unzetstörbarkeit  im  Feuer  sich  auszeichnet 

4.  Da  in  der  Torher&rehenden  Abhandlung,  wozu  hier  Nac|k- 
trace  zu  liefern  sind,  (lie  Synonyniitnt  der  Worte  plumhum 
alouin,  cassiteros,  eleetrnm  in  ihrer  ältesten  (den  IMyste- 
rien  angehürigen)  Bedeutung  nachgewiesen  wurde,  und  nun  das, 
vie  wir  eben  sahen-,  gleiobfalls  in^steridse  chalcolibanoii  hiiir 
zukam,  so  wollen  wir  noch  b^i  einem  andern,  nach  Bpcliart's 
schon  vorhin  (Note  8.)  erwiihnten,  auf  dius  Electrnm  sich  be- 
ziehenden gelehrten  Untersuchungen  diesem  ehaicoliban  oii  gleich- 
bedeutenden Metalle  verweilen.  Der  hebräische  Aui^druck  bei  Eze- 
chiel fär  ein  lÜetaii,  das  durch  ausdannrndei  Heiles  Leuchten  in 
Fener  sich  auszeichnet,  Chasmal  genannt,  was  die  Aleiandrini- 
scbcn  Interpreten  durch  -wAfJtrpov  übersetzen,  Ijedeutet  nämlich 
nach  Bochart's  Sprach ableituns:  soviel  als  Golderz  oder  aurt- 
chalciim,  durch  welchen  Aui^druck  ilieroi^ynius  das  in  dec. Apo- 
kalypse Toricommende,  durch  Reiche  Eigenschaft  des  TorzOgliclieq 
Glanzes  im  Feuer  sich  auszeichnende  pc'k'KoXißavov  übersetzte» 
Hesiod  aber  im  Sclilhlc  des  Herakles  \.  J22.  nennt  als  ein  W^in- 
dergeschenk  des  Hephästos  Schienen  von  glänzendem  Orichal- 
kos  ^^)y  wahrend  sie  von  demselben  Hephästos  bei  Homer  aus 
Kas^tteros  nnd  hei  Virgil  aus  Eleetruin  gemtacht  w^deoi. 
Der  Scholiast  des  Heslpid  hebt  ausdrucklich  hervor,  dieses  Ori- 
chalkos  sei  ein  weisses  £rs  (iUv»^  j^oitsttfüx),  mildem  Znsatz^, 


bedeutende  plumbum  alhnm  hcziclit,  selbst  die  Wortform  verwirrt.  D.i 
nämlich,  yro  er  Toa  dett  augereihten  fabelhaften  ErzSIilungen  spricht, 
acKreibt  er  onisiteron  und  wiederholt  diete  falsche  Worrfbrid  äelbai' mit 
Bezielinng  auf  Homer,  avo  sie  nie  Torkoüimt.  Er  thut  diesa  ilOgleick  ein> 
leitnnt^sweise,  gleiclisajm  iila  -nvq]!«  er  schon  in:  den  ersten  Zeilen,  -«ro  er  an- 
fängt von  diesem  Horn  e  raschen, pLunibum  albtun  (oder  paMiier.o/&).9u  sprechen, 
^  jenrorhebea,  dMS  eir...4«a.aB7«tec|68|»  VaJ^idlKfei«  ImSJure,,«  4«r  -ver-r 
liaaar  ist.  ....    -.-i  i    ;  ,■•  •    •>  .  t;  n  „.ü \. 

'OQfi'xitlitot  hei»»t  ci2«ntlich  Berber»;  indem  aber  Hcsychins 
zur  Erhlnrung  des  Wortes  beifügt  ;i;aAxof  %Qva^  iotttoie*  so  hieht  mau,  dasa 
der  Hauptidee  nach  wirklich  anrieh alcnm  und  orickalcum  (iras'  syno» 
>yia  auch  von  lateiniachcn  Schrifutellcrn  gelitattehf 'wird^)  •  gleichbedeutend 
♦•oien.  Dio  Pyrenäen  aollcii  nach  Dio<,lor  von  Sicilien  (IIb.  IV.  c.  H5.) 
von  einem  die  edlen  Metalle  ausficlimelzenden  Brand  ihren  Namen  haben. 
Man  sieht,  das«  dieeeibe Beobachtung  über 'daf  -yntkoiiiiiied 'der  edlen  Metelle, 
welche  neuerdings,  besonders  boi  dem  Gold  «nf 'der  Insel  Arn  ba  (s.  Rein« 
■»vfirdl's  schöne  AbhiiiuHung  über  die  g  eogra  p  Ii  i  s  cli  e  B  c  sch  a  f  f  c  n  h  ei  l 
der  luscl  Aruha  im  Jahrb.  der  Chemie  und  Physik.  182t.  der  gan« 
xen  Reihe  Bl  51,  B.  SSO  ff«)  nnd  bei  Gold  nnd  PlatlMk  in  SIbirleil  eieh  dar- 
bot,  auch  dem  Altertliume  nicht  entgangen  'WBXs  Itf geognostischer'Bezichnng 
(worauf  im  Sinne  der  Wem  er  sehen  Theorie  schon  vorhin  in  der  Einlei- 
tung aufmetksam  gemacht  wurde)  gab  es  also  wirklicii  ein  goldenes  Zeit- 
alter. 
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dass  elnic^e  sn£»pn,  es  sei  eine  mctalliKrhe  Mnterlp,  kostbarer  als 
Erz,  wcirlit:  II  Uli  nicht  mehr  cfefuiideii  uer<]<\  Und  auch 
Plato  im  Kritias  (Steph.  ed.  114.  e.)  spricht  es  vom  iNaturpro- 
4«kf  Ortehalfcos  ms,  dasn  es  hUm  'dem  N^nieii  nach  bekanat  Kt, 
.  vonnals  aber  auf  der  (nur  dem  I\amen  nach  bekannten)  Insel  At* 
lantis  gefunden  wurde,  und  dort,  mit  Ausnahme  fies  Goldes,  das 
kostbarste  gewesen  sei  unfer  allen  Metaiien.  Plato  tinterscheidet 
also  bei  dem  Orichalkos  das  ältere  Naturprodukt  vom  späteren 
K.«iiiif|irbdukte,  ganz  so  wie  Paiisanins  mt  Beziehung  auf  Elek* 
tnm'  es  that  in  der  Stelle,  von  welcher  wir  ausgingen.  Diesen 
Ültere  Naturprodukt  hatte  offenbar  auch  Virgil  lia  iSinne,  indem 
er  (Aeii.  Xil,  87.)  das  alhtim  orichaicum  an  Gold  anreibt.  —  Bekannt 

genug  aber  ist  es,   dai«8  man  späterhin  ein  dem  Golde  wenigstens 
I  Aet  Faihe  ftlüiliebes  Metallgemisch  im  Messing  dargestellt,  und" 
^eses  Messing  opf^Axog  oder  auriehalonm  genannt.    Es  ist  also- 
auch  hier  wieder,  wie  bei  cassiteros  und  plumbum  album, 
eine  ältere  mysteri»»se  und  eine  spätere  profane  Bedeutung  des 
Wortes  zu  unterscheiden.     Besonders  beachtiingswerth  ist  daher 
^  Stelle  des  Scholiasten  zu  ApolloDÜ  Argonaut.  IV'.  973, 
fif eldie •  wOttitch  übersetzt  also  lautet?  „Aristoteles  sagt,  in  deor 
Mystnien  werde  Oriclifiikes  weder  -mebr  i^nannt  nach  gezeigt; 
andere  sagen,   es  werde  wohl  ijenr^nnt,  sei  aber  nicht  mehr  vor- 
handen.    Aber  zu  den  eitlen  Arji^aben  gehört  auch  diese:  denn 
die  mehr  Unterrichteten  «agen,  es  sei  vorhaudoü"  ^'). 

5.  Fassen  wir  das  bisher  Dargelegte  zusammen,  so  gebt  dar- 
auiS  hervor  (was  mau  auch  schon  ausgesprochen  findet  iu  der  neuen 
Aösgahn  des  TJiesaurus  ling.  gr.  von  Stcphanus  unter  wX'\ 
%oXßavov)f  dass  Jenes  alte  Naturprodukt  Orichalkos,  welcnes 
als  weisses  Erz  bezcirfmot  wird,  gleichbedeutend  sei  dem 
Chalkolibanon.  Von  diesem  aber  sagt  Suidas,  es  sei  ein 
Elektron,  kostbarer  als  Gold,  während  Plato,  zu  dessen 
Zeiten  jenes  alte  Naturprodulct  nicht  inefar  zu  haben  war,  ängiebt, 
dasselbe  sei  in  der  verlorenen  Atlantis  (worunter  einige  unser 
Amerika  verstehn)  vorgekommen,  und  habe  dort  den  nächsten 
Preis  nach  Gold  celiabt.  Stntt  der  Atlantis  nennt  Herodot 
(IlL  115,)  den  nocjb  uoeriorscbsteu  „iiussersten  Westen/^  als 

XNbm  StoUf  wtrl  im  fhjtSkttn.  iaUnaamt  sein,  indent  sl«  »iiMa: 
neuen  Beweis  liefert,  dass  es  sich  vun  naturwiesettsckaf tliclica  Din^^en^ 
in  den  alten  Mysterien  handele.  Beckmann,  der  in  seinen  Beiträgen 
.s«r  .  Gesell  ich  to  der  Erfindung  en  B.  II*  S.  364  —  391  über  die 
Geeclxichle  der  ^(tl^raliensammlungen  »elirieb,  IKest  uiclit' nner- 
vrähnt,  dass  die  alterthümliclicu  Tempel  anch  jtur  Aufbewahrung  you  "S^lnr- 
mcrkwCrdipkeitcn  bt'nut/l  -wurden.  Gitnz  irali«*  lag  ihm  nl.so  der  Gedanke, 
dass  dergleichen  in  'l'enipeln  niedergelegte  Sammlungen  von  Natormerkiriir-> 
dm^etlis  .nickt  oUimI  BtsiitUani^  bleiben  koimtea  'su  den  Bljelerienf  was  in 
obiger  ätellc  des  Scholiasten  dcullicli  ausgesprochen,  die  itim  iedncK  ent- 
gangen. Auch  Lobeck  in  seinem  Buch  über  die  Mysterien  übergeltt  dic«e 
Stelle,  was  nm  so  weniger  zu  billigen,  da  Bochart  in  der  Abhandlung 
fiBer  Biektron  (Hie'roxoieon  nach  Rosenmiiller's  Ausg.  S.  892.)  aie  anfülirl«« 
£ben  darum  pcheint  es  rwcchmH.si»ip ,  nie  im  Oritritial  hieher  zv  aelxcn: 
*j4giCTotiX7^s  iv  xtksxali  tptial,  fAtjSt  vnaQXitv  to  ot'Ofia^  tovtcm 
tISof*  to        vQ^lxahtw  tvun  vnoJMflßaiVOffOt  Uyea&cu  fiivy  fti^  etpo*  ii*  tu» 
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Fundort  des  Elektron».  Origene»  '^^)  aber  sagt  eben«o  wie  Sui- 
das,  dieses  Elektron  ftei  ,uocb  kostbarer  aU  Gold.  Und 
▼om  TersehweDderUcbeii  Kaisilr  EJagabol  eniüblt  aem  Gesehlclkt« 
sekreiber  Lampridins:  ,» er  bestreute  ««cliteo  Porticus  mit  Staub 
TOD  Gold  und  Silber,  bedauernd,  dass  er  es  nicht  auch  könne  mit 
dem  von  Elektron  (scobe  auri  porticuni  stravit  et  argenti ,  dolensi 
quod  non  posset  et  eleetri). '*  Offenbar  kann  auch  in  dieser  letz- 
ten Stelle  niemand '.bei  Eleictron  an  die  ittischoagw  aiw  Gold  und 
»Silber  denken ,  weder  an  die  natürlich  V^rkonuncnde  noch  an  di0 
künstlich  gebildete.  Das  seltene  in  T^npelmuseen  aufbewahrt« 
Gold  anderer  Art  i>;t  hier  also  gemeint,  welches  seioer  magneti* 
scheu  Eigenscbatten  wegen  Elektron  hiess,  und  eben  daruiu^ 
(gleich  dem  in  alten  ägyptischen  Tempeln  eine  bedeutende  Rslle 
spielenden  Magnet)  als  Gegenstand  der  Mysterien  behandelt  und 
wirklieh  noch  in  späterer  Zeit,  wie  der  Scholiast  des  Apollonius 
ausdrückiioh  sagt  »m  4^(1  mehr  uatenieliteteo  faugßweibten  gezeigt 
wurde.  .  •  v        :  , 

0.  Wollen  wir  zum  Schlosse  noch  einen  Ceberhiick  Über  dW 
Gfefinde  eeben,:weldie ,  wie  eben  bemerkt,  dafür  sprechen,  da^ 
▼orzüglicn  die  magnetischen  Eigenschaften  jenes  Goldes  anderer 
Art  (oder  der  natürlich  vorkommenden  Platinu)  die  Aufmerksamkeit 
der  Äiystericn  auf  sich  gezogen  haben.  Dafür  spricht,  wie  gesagt, 
schon  der  Name  Elektron,  welcher  isoost  keinen  Sinn  halieii 
w^de,  obwohl  er,  für  das.  «rsprfingjlicbe.  Naturprodukt  passend» 
späterhin  auch  dem  Knnstprodukt  angereiht  werden  konnte.  Mit 
Beziehung  auf  diese  Polaritiit  (MaTunveiblichkeit  der  'Hgaxkiicc 
kid-og)  erscheint  es  sinnig,  dass  auch  ykenTQog  (in  männlicher  und 
weiblicher  Form)  vorkommt,  was  gleichfalls  gilt  von  dem  ihm 

f teichbedeutenden  %ticlitoXißcivov  (Erztropfen  kostbarer  als  Gold).' 
iben  dieselbe  magnetische  Beziehung  ist  angedeutet  durch  den 
vorhin  (JNote  8.)  besprochenen  mysteriösieh  Ausdnick  des  Sai- 
das       dass  diesem^ Gold  anderer  Art,  oder  Elektron,  etwas  bei- 

femiscnt  sei  vom  (magnetische^)  Stein  und  (elektrischen)  Kry stall, 
[larer  ist  dasselbe  ausgedrückt  durch  die  von  Plinius  fnltBeziehung 
auf  das  Zeugniss  der  ersten  Dichter  hervorgehobene  Vergleichuns 
der  Worte  eiectrum  und  elector  (Sonne),  wenn  wir  nämlich 
daran  denken,  dass  Herkules  als  Sonnensymbol  galt,  und  dass 
die  S.  139.  erwähnte  symbolische  Hieroglyplie  es  ganz  klar  aus« 

Stricht,  dass  eine  herknlisebe  (d.  k.  manpfefische)  Kraft  in  der 
onne  leocbte.  Neben  dies^'und  andern  ,  schon  voriiin  auch  mit 
Beziehung  auf  die  Veru  andinng  der  Heliaden  in  Pappeln  (die  dem 
Herkules  geweiht)  iimstjuxHIeher  besprochenen  mysteriösen  Bezeich- 
nungen der  maguctischeo  Eigenschaft  jeues  Elektrons^  das  seltener 
und  kostbare  w^r  als  Gola»  ist  aber  auch  eiiie  invfsrkeönbarQ 


*•)  Origeues  Homll.  XI.  (ad*  Dalanie  »om.  III.  p.  191) :  }Jyetat  yd0  ti 
^Xtitrgov  xgvoov  eTvat  tifiaXtpiar9QOV.  Bnchart  sais^t  a.  a.  O.  S.  883:  Orige-r 
u e  6  at^ue  Hieronymus  eUcIrum  non  soiuni  argento ,  »cd  et  amro  pretio- 
aint  «ise  volnnt.  'Ich  gektelie,  daM  iclt  einea  lilurea  Anaspraeht  ^ie  der 
Torlicgctide  de»  O^iglncft  i.st,  [>ri  Hieronymus  nicht  finden  kounte ,  -wlUireiul 
bei  Bochart  das  Citat  fehlt.  Aber  uadi  «o  vielen  Zengaiasen.  kommi  atiC 
eines  mehr  oder  vrcuigcr  nichts  an.  •    •  *  \»  •    •.  . ,  .  >  -.  \  •  .  j-,  v.-  ' 

BuUmftnii  ^tibM^  um  atlii*  v«Mr«am«aetcl«  (.mm  una,  wie'araagit 
widersinnis;  scheinende")  altcrlhiimliche  Ycrqlcicliuuf;  dc^  Bernstein» 
init  dem  Golde  fesUuhalten ,  bei  dieser  Stelle  de»  öuidaa  ao  weit  in  aei* 
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ffiad^utiing  auf  denselben  Magnetismus  nicht  zu  iibersehn,  ^vp!che 
i»  der  mas^isciien  Kette  des  ffallischen  Herkules  liegt.  Lucia n 
vridmete  diesem  gaUiHchen  Herkuies  eine  besondere  kleine  Schrift 
«Mit  h«lrt<  daM  me  xarle  Kette  a«»^Gold  vnd  filektaron  Imtvoi!,-  wo». 
mit  derselbe  eine  Menge  Votks  iacii  sieh  zieht,  das  ihm  willig  und^ 
heiter,  ja  ihm  entget^eneilend,   fo^t.    Die  Nebenbeziehunsen  zei- 

fen,  das« Herkules  (der  bekanntlich  aneh  im  gnec!)lsf  hen  IVIvtbus  dem 
lermes  verwandt)  hier  ab  Gott  der  Beräsanikeit  auf&eiässt  sei. 
Und  wenn  Plaio  Jn  eiaer  »Mmm  ISieMe  eeliw  Ion  aie  ergrei- 
fende Knft  der  begeisterten  Rede  mit  der  ergreifenden  des  Mag- 
nets vergleicht,  welcher  nicht  blos  an  sich  zieht,  sondern  (wie  bei 
den  samothraciscben  eisernen  Ringen)  dem  Angezogenen  -aueh  die 
Kraft  giebt,  ant' gleiche  Weise  anziehend  fortzuwirken:  so  drückt 
jene  niagiselie  Kette*  mm  GM  voä  Ek&tron  dfenbar  dasselbe  aus. 
l)ie  magnetische  Kraft  jenes  Goldes  anderer  Art,  das  in  jener 
Kette  mit  dem  gemeinen  Golde  combinirt,  ist  also  hier,  vrenn  glekll 
durch  ein  myetwiöeee  Symbol^»  doch  in  der.  Tbttt  deutlioh  «genug 
beaeichnet.  -  i 

7.  Dass  ausser  der  magnetischen  Eigenschaft  jenes,  als  sel- 
tenes Naturprodukt  vorkommenden  Goldes  anderer  Art  (welche 
Ansicht  des  Platins  auch  in  neuerer  Zeit  den  Namen  des  weis- 
sen Goldes  herbeigeführt)  sellist  das  specifische  Gewicht 
desselben  bei  einem  Weibgeschenke  des  KriJsus  fiir  den  delphi- 
ecfaen  Apollo  ganz  annähernd  so  bezeichnet  sei,  wie  es  das  Platin 
Im  VeiliUtnuiee  so  CMd- wieklioh  seiet,  deveft  war  sehen  in  der 
EinlAilai^  mid  umstSndliicher  in  der  frClhem  Abhaadhing  die  Rede, 
woran  die  gegenwnrfjge  sich  anschliesst.  Man  glaubte,  jene  Stelle 
des  Hero^oi  corrigiren  zu  infissen,  in  der  vorgefassten  Meinung^ 
bei  weissem  Golde  habe  mau  im  Alierthume  lediglich  an  eine 
Mieebung  aua  Geld  and  Silber  gedacht  Dann  aber  wllre  ee  htiehiit 
überflüssig  gewesen»  dieselbe  Mischung  auch  mit  dem  Nanteor 
Elektron  zu  bezeichnen,  auf  eine  ganz  bedeTitnnü:slose  Weise. 
Aber  >venn  man  eine  Mischung  ans  (^old  und  Silber  weisses  Gold 
nannte:  so  kann  man  unmöglicb  /.weitein,  dass  auch  das  l^eltenet 
ffoldartige  .'Metall,  welcbes-man,  wie  Paueaniae^sagt,  diöreh  ^egie 
MiAehung  aus  (^obl  und  Silber  naehzuahmen  suchte,  den  Namen 
^des  weissen  Goldes  wird  erhalten  habon.  Letzteres  gehörte,  wie. 
naichgewiesen  wurde,  den  Mystern^n  an,  und  wurde  aufbewahrt 
In  Tempeiniuseen,  und  noch  in  spaterer  Zeit  den  Eingeweihtered 
gezeigt  (Note  19).  Dass  aber  liei  eiinem  Weihgeschenke  ftir  den 
Tempel  des  Delphischen  Apollo  mysterlHee  Bemehmigen  nicht 
fehlen  konnten,  und  also  schon  darum,  wenn  weisses  Gold  auf 
eine  so  bedeutsame  AVeise,  %vie  es  von  Krnsn^  gesebehn  ist, 

feweiht  wurde,  an  jenes  mysteriöse  weisse  Gold  (oder 
llektron)  zu  denken  sei,  solches  wird  man  vyohl  zugehen,  beson- 
ders wenn  man  erwägt,  dass  die  Fal>el  von  der  Entstehung  jenes 
hostbaren  Elektrons  (zur  Bezeichnung  der  Art  seines  Vorkommens) 
«ieh  an  »die  -Tliriuien  der  Beiladen,  ja  des  ApoUo  selbst  aoscUoss. 


nen  -willkürlichen  Annalinien,  das«  er  8ac;t :  ,,jiamli\U  (Jurr]?  ■^nlrho  Zu- 
sniachung  ander,er  Naturen,  glcicksain  durck  eiiie  Art  ;Yer  er  zung  ,  erklarte 
xn«n  sich,  die  von  dem  wirklichea  Gold  alnr«ichenden  (dem  uawissen- 
»ohtiftlichen  Menschen  zufällifcn)  Eigcnachaften,  wie  die  Gebvech* 
iiekkeit,  di*  I^ftLdKlgkeit,  dk  '9nr«4«i€ktigkeit.*«  / 
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EmKi^t  mati  «un ,  dasis  Herodot  aucli  in  anderen  FUlen  Unelaub- 
lidies  recht  absielitlinh  efzählt,  blos  um  auf  eine  mysterinse  Bezie* 
bung  die  Aurmerk^amkeit  der  Mysteri^ikundigen  (flKr  welche  man 
sunächst  sdirieli)  hhiziiienkeii '^>9  eHiflIfr  die  «chon  vofbin  au»* 
flesprochene  Vemnuthuiig  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  der  absolvh 
teri  ZMh!hrstimrnTin*r .  ^vp|r^lP  Iferodot  antriebt,  eine  ahsiclitlirhe 
Uebertreiliung  liege,  um  durch  üebertreibunj^  von  Aeii^sprlirhkciton 
auf  die  innere  mysteriöse  Bedeotmig  des  \Veih|;e6Ch6nkeiS(  airimerk» 
sa»  in  «ibdbeii  Im  ^r'^cr^oiamlieniflnvmysteriOAen  Beste 
^hfote  'liber  das  reltttIVe  Clewiöht- des  weissen  Woldes,  Wodincil 
eb^n  das  mys^tprinsr»  weisse  Oolif  vdn  der  profnmen  Nacliahmun^ 
sich  weKentiuh  uiiterKchied.  Oankeswerth  ist  es,  dass  Herr  Pro* 
fessof  »ü^ehabarth  duroh  Hechnime  nacbget^iesen,  es  >verde  nicht 
etimial  '^w6i»lied(  -6old>,  soiiidni  «vimiehr  erän  eel&rbtes  erhalten», 
wenn  mfttt  4ienttrodot  so:  eiivrigirt,  ' wie  Matthfl  lhn  corrigtrtok 
Um  so  mehr  Ist  'diese  Cbrrectiir  nrni  wieder  hinweffznstreichen  au« 
allen  neiueren  Ategabeii,  in  welrlie  «in  ;«Smmtticn  äbera^ganajen; 
Gewiss  aber  wird  mm  kein  Philolog  mehr  geneigt  sein,  eine  neue 
witlkörliche  Cohjectbr  an  die^  Stelle  zu  setzen.  ■  * 

-8.  Erwägen  wir,  dass  Gold  iilid  Platin  vorzugsweiM  Torkom^ 
meti  im  zerklüfteten  E^rdreich,  wo  von  der  Natur  die 'AiasMÜmol- 
^UT»«  nnd  Ans^  n«:cTmTi?  im  Grossen  vorcjenommen :  so  wird,  ^vie 
scroti  einleitiHts^sweitte  erwähnt,  als  t^elir  wohlbegründet  die  Ansicht 
W  e  r  n  e  r'  8  erscheinen ,  dass  es  in  geognostiscner  Uinsidit  wirk« 
Heb  ein  j^dldeve^s  ^eilalter'  gab,  wo  in  MentenderMctoffc  die 
Ti0r0^hw«iidcvi^^  verbrauchten  edlen  Afetalle  (al»  OridiBiK^B) 
nrnberlni^efi  nnf  der  Erde.'  Höchst  wahrsclie'ni  lieh '  also  ninss  es 
schon  darum  .scheinen,  ■  dass  die  Alten  nicht  einzii^  mid  alU  in  auf 
die  Kenittniss  von  Gold  und  Silber  beschränkt  waren,  sondern  noch 
awierd  gediegen  vorkomttiende  Metalte,'  wie  Platin  und  Palladiiim, 
keimen  ^ternt.M  Aßt 'Beziehung  auf  Palladium  habe  ich  diess,  wie 
in  der  fjnleihmg  angefiihrt  Murde,  in  jener  frühotn  AbhnTKllTinijr, 
wor.m  die  gegenwärtie^e  sich  aiischliesst ,  wahrsdieinlicli  gemacht; 
hinsichtlich  auf  Platin  aber  ist  solches  nun  durch  die  dargelegten 
aiterthllmlidieii^Zevgniftse  vollkommen  erwleaen.  ^  Biese  dargelegten 
Zeugnisse 'gestatten  zugleich  einen  Blick  in  den  Geist  der  anoH 
naturwissenscTinftlichen  Mysterien.  JSrlinn  m  der  Abhandlung 
Gesner's  ülier  Elektron  findet  man  es  nicht  ohne  IJelrcmden  des 
Verfassers  hervorgehoben,  dass  in  allen  Schriften  Cicero's  nicht 
ebimal  das  Wort  eleetnin  vorkommt,  ohnerachtet  die  TempehSn- 
l»ereieu  des  >Vevr«8  -vielleicht  hfitten  Veranlassung  geben  können  « 
zur  EnvÄhmmg  desselben.  Eben  so  wenig,  fügt  Gesner  bei,  ist 
▼om  Etectrum  die  Rede  bei  Lacrez,  obwobi  er  da,  wo  er  vom 


Ein  onleugbares  Beispiel  det  Art,  nämlich  einer  bis  ins  Sinnlose 
ge1i«iiid«i  UcilMPttreibniif ,  welch«  Herodot  sich  erlitiibt,'  uta-  ein*  mra  aii«lL 
«IIS  venländlicli«  mysteriSM  Aadmtvii^  Uinifichilich  auf  den  Grund  der  Kmt^ 
zen-rerehrang  in  AejjyptCfi  so  geben  (da  in  (5pr  St ?irifl*pracho  mit  KlarlMtit 
davon  zu  sprechen  die  Tyrannei  der  Mysterien  unmuglich  iiuchte)  ist  nm- 
•tiincllich  darg[elegt  in  meiner  Denkeckrirt'  xnr  SSevlarfeier  der 
Universität  Erlangen  (S.  35»  nnd  54*)«  welche  eben  auf  diese  Beschrän* 
kung  der  Schriftsprache  bei  allen  my-t^Tiösf n  Hiiv^on  pich  bezieht;  eine  Be- 
schränkniie,  die  so  ti'eil  ging,  dass  üic  sclinftiiciic ,  auf  Mysterien  sich  be- 
jtldiende  ueberUcferung  ans  blo»  verwirrt,  frilkreud  altela  die  eyinbolitdie 
Hierogljpke  AnlkUning  |^«bf«  (Vergl*  die  vorketgeiiende  JluM  €•)  ' ' 


Digitized  by  Google 


W3! 

Mahnet  spr<ich,  eigeutlich  nicht  wohl  davon  schweigen  konnte  (ver- 
i^leiche  ISote  1;2):  imd  auch  hei  Seneca,  dessen  Quaets  tjones, 
na  tu  ml  6  8  C5lelt'i»oiiheit  genug  darlioteu,  kommt  lücnts  vom;EIeci| 
trum  vor.  Wa*  hei  den  Griechen  zu  linden,  sind  mysteriöse  Fahehi.^ 
Plinius  wirrt  di«se  sogenannten  dichterischen  j^^aheln  mit.  dem, 
Ausdrucke  der  Indignation  zussunmen,  zufrieden,  wie  es  schein^j 
unter  dem  Gewirre  mituntiT  ein  hedeutendes  Wort  verstecken  zu 
können  ^^).  Da  aher  Plinius  von  medicinischer  Wirksamkeit  des 
.  .  _  ^  ,  y 

")  Ein  Beispiel  der  Art  is»  in  meiner  Eiiilci  tiinc;  in  di  e  Mytho- 
lugie  S,  14l.  uad  364.  ans^crührt.  Gesncr  nahm  auf  dem  Standpunkt« 
der  Phj.silv  seiner  Zeit  besondere»  Interesse  an  folgender  Stelle  des  Plinius 
(h.  n.  XXXIII.  c.  4.  socr.  23.}:  nativnm  electrum  Tcnena  deprehendit; 
namquc  discnrrunt  in  calicihus  urcus  coeicstihns  ttimiles  cum  ignco  Stri- 
dore. Diese  letzten  Worte  hatten  in  der  Periode  jener  neuen  Wundcrwell 
der  Reihungkel^clricitat  die  Aufmerksamkeit  des  berühmten  Philologen  auf 
»ich  };ezogen.  Und  in  der  That  könnte  man  damit  in  Verbindung  bringen, 
was  Plinius  gleichfalls  nur  flüchtig  hinwirft:  Philemon  ait  flamm  am 
rcddi  ah  electro,  und  was  in  der  angeführten  Stelle  meiner  Einleitung  in 
die  Mythologie  schon  im  Zusammcnliansc  aufgefasst  mit  einer  Angabe  det 
Fcutus  -vom  Reiben  einer  sogenannten  fclir  materia  im  Tempel  der  Vesta, 
und  von  der  Erregung  eines  plölzlichcn  Bebens  (Panischen  Schreckens)  am  gan- 
zen Körper  in  d'cmsclhcn  Tempel,  gemäss  einer  Erzählung  de*  T' ac* l a »' 
(wovon  cbendas.  p.  i6T.  die  Rede),  tind  in  solchem  Znsammctihange  ki^nute 
CS  scheiüen  (  da  veti^nn'm  auch  Zauh'erei  bezeichnet),  der  geheime  Sinn 
jener  angefülirtcu  Stelle  des  Plinius  sei:  Electrum  (dessen  Anziehungskraft, 
wie  derselbe  Plinius  sagt,  schon  die  syrischen  Frauen  bei  ihren  damit  gezier-, 
tcn  Spindeln  heobaclitet)  entdecke  Zauberei  (namlic)i  die  im  Tempel  der 
Vesta)  'durch,  mit  Geräusch  überspringende,  selbst  farbig  leuchtende  Funken, 
"welche  Fiyiken  ganz  entschieden  im  Altcrtlium  an  Katzen  u.  s.  w.  beobach- 
tet wurden,  worüber  a.  a.  O.  S.  313.  f.  Nachwelsungin  ztt  finden.  Liest 
man  jedoch  jene  oben  angeführte  Stelle  des  Plinius  im  Znsammenhange:  so 
siclit  man,  da.ss  dort  nicht  einmal  vom  Bernstein,  sondern  vom  Metall 
Electrum  die  Rede  ist,  welches  Plinius  als  eine  Mischung  aus  Gold  und 
Silber  bezeichnet,  obwohl  mit  Anreiliung  mysteriöser,  ein  Wcihgeschenk  der 
Helen»  betreffender  Beziehungen,  denen  die  oben  angeführte  Stelle  sich  an- 
schliesst,  wodurrli  offenbar  das  nativum  electrum  als  wesentlich  ver* 
Schleiden  von  dem  künstlich  gebildeten  bezeichnet  ist.  Man  müsste  also, 
und  dicss  war  vielleicht  Gesner'»  Meinung,  gemäss  der  Art,  wie  man  die 
Compilaiionen  des  Plinius  Huffasst,  an  ein  gänzliches  Missverstchen  denken 
von  Seiten  des  Plinius  entweder  oder  eines  seiner  Freigelassenen,  den  er 
vielleicht  bei  meinen  Compilationcn  benüiztc.  Und  zu  so  groben  Missver- 
ständnissen konnte  wohl  ein  gleich  der  Phjsik  des  Aristoteles  absicht- 
lich dunkel  geschriebenes  Buch  Veranlassung  geben;  wenn  man  nicht  sagen 
will,  Plinius  «ei  mirunler  von  demselben  Princip  ausgc^gangen ,  wie  Aristo- 
teles in  seiner  Mijsik,  oder  der  durch  seine  Dunkelheit  im  AUerthume  bc-' 
rühmte  Ileraklilos,  und  habe  sich  namentlich  in  obiger  Stelle  so  benom- 
men, wie  II  er  od  Ol  in  einem  analogen  Falle,  wovon  in  vorhergehender 
Note  22.  die  Rede  war.  —  Dann  aber  muss  man  eingcstehn  (was  eben  in' 
dort  erwähnter  Uenkschrift  nachgewiesen),  dass  die  galnze  schriftliche 
Ucberlieferung  bei  allen  mysteriösen  Dingen  keine  Erkcnnt- 
nissquelle  sei.  Wenigstens  kein  Physiker  könnte  auf  das  ütiwirrc  von 
Missverständnissen  und  Fabeln  sich  einlassen,  wenn  nicht  die  ganz  scharf 
bezeichnende  symbolische  Hieroglyphe  einen  intcrcsannteu  Weg 
der  Untersuchung  darböte,  worauf  man  sichern  Schrille»  forlgehn  kann. 
Man  vergesse  aber  nicht ,  dass  selbst  die  grosse  Pyramide  tu  Mem- 
phis in  symbolischer  Hieroglyphen  spräche  zu  uns  redet,  in- 
dem Jomard  nachgewiesen,   dass  in  den  Dimensionen  derselben  eine  vor- 
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Electnims  spricht,  so  war  für  (Jesner  auch  dies  besonders  befrem- 
dend, datis  selbst  die  Aerzte,  wie  Ceisus,  Scribonius,  Galen, 
das  Electrum  gar  nicht  einmal  nennen,  während  Dioskorides 
8^  fllitfa^  daribe^^  hingeht,  und  so  verwirrt  sich  ausdrSekt,  dass  - 
et,  Gesner  sagt,  in  der  ersten  Hälfte  des  Perioden  vom  Metall 
Eltehnmi»  in  der  iet^tem  vom  Bernstein  zu  reden  sdieint 

(Fortsetinng  folgt)  '.  '  -j 

historische  Gradmessnng  niedergelegt  sei.  Jedoch  in  unserer  alexan- 
dr|iii«e1i-fraiiiin«|ite1ieii  Zeil  ignorirt  man  «ben  damm       gaostn  »iebon» 

Icn  Band  der  Dösrription  i\c  l'EQ;yjiIo  ,  •vvelclier  einzig  und  «Hein  diese  eben 
•O  mvthemaliscli  streng  als  philologisch  gelelirt  geschriebene  Abhandlung 
0ilth8U*  Wenn  man  aber  in  allen  Schulen  lehrt  und  auf  alle  Karten  der 
alten  6eQg|r<*phie  schreibt,  das«  600  ägyptische  (oder  olympische)  Fne»  ein 
Stadion,  und  600  St.idicn  einen  Erd^rad  betrafen,  folglich  der  ägyptiscbc 
Vpias  ciu  alii]p9t^r  'Iheii  des  Erdgrades .  ist ,  und  zwar  der  360000ste:  so 
tagt  man  im  Gnmde  dasselbe,  was  Jomard  nachgeiriesen  dvrcK  die  genane« 
stec.  Messungen  der  grossen  Pyramide  Ton  Memphis  ;  aber  nicht  dieser  allein 
(Tgl.  Einleitnug  in  die  Mytliolngie.  S.  362).  Nebenbei  ist  nicht  tu 
Übersehen,  w,as  sclfop  Bailly  in  dzt  Geschichte  der  alten  Steru- 
l(,nnde.  B«  %  S.,  SCk-iSS  tob  der  grosten  astronomiscliett  Bedeatsamkeit  der 
Zahl  600  mit  Bexieliung  auf  die  Rechnungen  des  Dominiens  Caselai.iii* 
führt*  —  Vnd  nun  frage  mnn  >icb ,  vras  da  liegt  in  einer  Gradmessnng, 
welebQ  an  Genauigkeit  die  aus  der  ersten  Hälfte  des  vorigen  Jahrhunderts 
1ib«rtriül»  ,j«  9ta^*  atveös  §ilt  ffir  den  mittlem  agyptleclien  Erdgrad.  Ünd 
diess  ist  die  matliematiscb  e  Basiii  der  physikalischen  Hierogly- 
phen, worauf  allein  eine  Urgescbi  clite  der  Physik  sich  gründen  lässt, 
-während  dip  «chrifllichen  Ueherliefcrungen  dabei  blos  von  untergeordneter, 
«•enmdSrer  Bedeutupg.  —  To»  Torhislorischeii  Dingen  bandelt  ee  sich 
hier,  wie  bei  den  ägyptischen  Pyramiden,  wesswegen  Plate  auf 
sehntauseud  Jahre  zurückgehn  zu  müssen  glaubt,  vom  Urtypna 
der  ägyptischen  Bildefwelt  sprechend  (s.  Einl.  in  d.  Mylhol.  8.  196.);  •  vnd 
Hjero.dot  (II.  43.)  bei  Aufsuchung  der  Grundidee  des  Herakles  40* 
gar  auf  17000  Jahre  zurückkommt,  d.  h.  jede  historische  Forschung 
auss.chüesst.  ,  Und  er;wägt  man,  dass  jed«  wahre  Religion  nicht  dem 
ZeilUchetti  s^de^  dem  Ewigen  iiacbslrebt,  s^ch.dabiMr  besdebt  anf  ewige 
Wahrbfiten»  wafu  auch  die  unendliche  Offenlianiiq(  Gottes  In  der  Natur 
gehört:  so  muss  es  höchst  erfreulich  sein,  die  "Weisen  des  Allerlhums  sich 
erheben  zu  selm  über  die  den  Naturwahrheiten  in  der  Yoiksreligion  traditio- 
imU  «ntergesehobenen  historiscben  Beziebnngen, 

£hen»o  bcachtungswerib  ist  das  Sch-\vcigcn  nllcr  Naturforscher  des 
Allerlhums  von  Meteorsteinen,  deren  Herabfallen  (wovon  die  Historiker 
Z«ngniss  geben),  so  wenig  ein  Mensch  damals  bezweifelte,  dass  sogar  Tem- 
fMl  gebanl  wnvden,  wo  sie  herabgefallen  waren,  während  man  Göt^erbildar 
darauf  zu  finden  glaubte.  Umständlicher  ist  davon  die  Rede  in  der  Ein- 
leitung in  die  Mythoi.  auf  d.  St.andp.  d.  Natur wisseusch.  S.  ISO« 
Auch  Chladni*s  Attfnteiluaiiilkeit  hatte  es  schon  erregt,  daM  vom  Bilde 
der  GOttermutter  bei  drei  Ueteorateiuen  die  Rede,  waltdie  er  anführt  (siebe 
Chladni  über  Feuermeteore.  S.  181.  Note).  —  Und  bückt  man 
die  als  Nachtrag  zu  Chladni's  Werk  ersclücnenen  Meteorsteina hbUdungea 
▼on  8 cbr eibers  an:  so  siebt  nan,  daa»  die  raseba  Schmelzung  der  Obtr- 
Häche  jener  Meteormassen  allerdings  Zelcblinng&n  von  FfLanxen,  jaTon  Tbiac*. 
und  Menschen- ähnlichen  Gestalten  veranlasste,  und  man  begreift,  wie  man 
durch  diesen  Metcorcultus  zur  Nachbildung  von  Ungestalton,  ia  zu. 
Tbi«r*  md  FUtnsm-Yereiinuig  ToranUast  Warden  lunnte,  welcha  bdunnt- 
lifsb  von  loealor  Bedentnag  war. 


4 


Digitized  by  Google 


148 


Heller  «uadrirlbare  Figuren  ca^lili- 

drteeben  Vlttelieii» 

^       '       Von  dem 

/       \  . 

Herrn  Profeissor  Dr.  O.  Schldmilch 

^  def  lhilVen|l&t      ^ J^pSv   ;  .  .,..,>  .  ^ 

I  ■       I.  i< .  •  Ii.  -    '/ii"i:t  'j  i  >\ 

■  •         '  •         .  .       .    .  •  '        :  -v   .  .1  \  •  :.  i 

Cylindriache  Flächen  heissen  bekanntlich  diejenige^  FläQhjen» 
welche  eine  Gerade  beschreibt,  wenn  sie  über  irsena  eine  gerade 
oder  krumme  Linie  im  Raame  («iie  Direlftrix^  so  liingleitet,  dass 
sie  wiloraild  dÜeser  Bewegung  immer  in  einer  und  derselben  Rich> 
tung,  oder,  was  auf  das  Nämliche  hinauskommt,  einer  gegebenen 
Geraden  im  Räume  parallel  bleibt.  Wir  können  dabei,  ohne  der 
Allgemeinheit  £intrag  zu  thun,  immer  voraussetzen ,  dass  die  Direk- 
trix eine  Curve  einfacher  Krflmmiiiiiff  und  die  Rlehtang  der  gleiten* 
dmi  Geraden  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Direktrix  sei;  denn 
wenn  diess  auch  ursprünglich  nicht  der  Fall  sein  sollte,  so  kann 
man  die  Cylinderfläcbe  mit  einer  auf  ilirem  Mantel  (d,h.  der  Rich- 
tung der  i^eitenden  Geraden)  senkrechten  Ebene  durchschneiden 
und  jetzt  die  ents^tandene  Dnrdisckiiittscnrve,  ^  tmnf^r  'eihfk<iher 
Krümmung  ist,  als  neue  Direktrix  ansehen.  Legt  itiid  ' in  dfd 
Ebene  dieser  Direktrix  zwei  sich  rechtwinklich  schneidende  Coor- 
dinatenachsen  und  stellt  in  den  so  bestimmten  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  die  dritte  Coordinatenachse  senkrecht  aüi  die  Ebene 
der  Direktrix,  so  fliUt  die  Richtung  dieser 'Aehiie  mit  der  Rifihtuhg 
der  gleitenden  Geraden  zusammen  und  zugleich  nimnit  die  Gleichln^ 
der  Cylinderfläche  eine  Form  an,  deren  JEiinfacliheit  die  Basis,  der 
nacbherigen  Untersuchung  bildet.  '       '  '  ' 

Seien  in  Taf..IV.  Fig.  1.  OX,  OY,  OZ  die  drei  i-echtwinkUcheyli 
Coordlitateiia<jhsen  und  äeÜ  AQZ  die  Dlrctfarik  tör,  so  nintoW 
erst  die  Natur  derselben  diirch  eine  Gleichung  zwischen  den  Coor- 
dinaten OMz^a,  if^sss  .bestimmt  sein»  iveKd|0  in  dem  sUgemel- 
MB.  Schema.     ,  . 

entiiai^n  f&t*.  Zielien  wir  von     aus  eine  Gerade  QP.]\.QY»  P9 
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lieejt  dieselbe  nach  den  vorhin  gemachten  Voraussetzungen  ganz 
in  der  Cyiinderüäche,  und  wenn  wir  von  dem  beliebigen  Punkte  P 
das  Perpendikel  PN  herablassen,  so  sind  jetzt  OM=zx,  MN=^y, 
IfP=sJaQz=zz  die  drei  Coordinaten  von  P.  Eine  Relation  zwischeo 
denselben  (die  Gleichung  der  Cyltnderfläche j  besteht  hier  in  der 
blosen  Bemerkung,  dass  wie  früher  z—f{x)  sein  muss,  ausser- 
dem aber  y  ganz  wiilkiihrlich  genommen  werden  darf;  die  Glei- 
chung der  fraglichen  Flüche: 

x=f(x),  ff  ad  llbitom 

unterscheidet  sich  also  von  der  Gleichung  ^der  Direktrix  nur  durch 
den  Zusatz,  daas  noch  eine  dritte,  aber  wUlkfihrliche,  Goordinate 
vorhanden  ist.  Dieser  Umstand  l^ringt  deine^  grosse  Erleichterung 
in  die  Quaihrato  solcher  Flächeir/  frmhe  %iidi  der  allgenieinen 
Formel  . ;  S  ;V: 

SU  hewerhetelligen  vNti«,  worin      wid die  partiellen  Differen- 

zialquotienten  >eind,  welche  man  durch  Differenziation  der  Gleichung 
zr=F(^>y)  d^  au  qnadrirenden  Fläche  eirhält.  Da  nSmIlch  in  un- 
serem Falle  z  zwar  von  x,  aber  nicht  von  u  aU^gt,  so  ifiird  filr 
die  cvlihdiriadieii  Flächen  '  ' 

*y.-r.\'>.  '»i'.i-j  ■■.  .  ,.,  J-.  •     :  ■        .  ,'  ■  '         .....     ,  ,;  , 

i'A  r,l,  .i  «;  .  ;:|j;=:/'^),  jn.=a     i\    .  .     .    i  .  •  • 

und  mithin  einfacher.      .   i       .  :    .  i   .  ,  >  .  . 

...  ..j.  ....         s-=iffdxdy  Vl  +  [/'(^)K     ♦      •     •  C^) 

r.:\ 


^eito^t  ailf  dei^ '^täie,  sicli.  hier  die  .  Wegratibh  Wacli 
«'  sogleich  ausföhten  läilsf.-^eil  in  dieser  Beziehung  nur  zu  in- 
tegriren  ist,  was  giebt,  und  dass  sich  folglich  die  doppelte  In- 
tegration auf  eine  einfache  reduzirt;  doch  bevor  wir  diess  genauer 
a^ehei^^i  \vollen  wir  die  Gränzen  der  Integrationen,  nach  a:  und  y 
l^.e0tlinmenV  Denkett  wir  und  iii  «er  Al^ene.  JTF  ieWä  heliebige  ge- 
lid^  '  oder  ^tcrumme  Linien  FRTI  und  GSKy  und  ausserdem  von 
zwei  ;beiiebigen  Punkten  A  und  ß  der  x\chse  OXaus  Gerade  \\  OT 
gezogen >  so  bestimmen  diese  vier  Linien  in  der  Coordinatenebene 
XF  eine  viereckige  Figur  FGKti\  von  jed^m  Punkte  ihrer  Peri- 
pherie mis  läss'en  wir  ein^  Gerade  JI^DZ;,  l(ufst«|igen,  alle  diese 
Gfiradep  dur.chschneidtea  d^e  <CylinderIiS(che^  4ie  so  entstehen- 
den  tlfg^cnschn  bÜdeh  in  ihr^r  Oontinul^  4iuf  der  Cyllnir 

deir^äc^e  wieder  eine  Art  Vieleck  TUWy,  von  welchem  das 
?Fftfg«W'ife  i^fi^^;  Prbjetlion  Lst.  '  Die  Flache  TVWV  ^oi 
nun  dleienige'Fmir,  welche  mittelst  der.  F'ormel  (2)  uuadrirt  wer- 
den soll,  was  oflfenbar  wegen  der  Unhestimmthi^t  der  Uvrren  FjBA'^ 
und^^jSAT  die  allgemeinste  Voraussetomg  ist.  Was  nun  die  Inte- 
grationsgränzen  für  x  und  y  betriflft,  so  erhellt,  dass  es  blos  dar- 
auf ankommti     und  ^  so  zu  ivähieB»  dass  der  Punkt  iV^  (die  Pro- 
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iektion  von  P)  keine  aodei^eD  Stelleo  d^r  Ebene,  XY  betreten 
ibaDil'als  diejenigen,  welche  in  der  Figur  FGKff  (der  Projektion 
von  l^UWy)  enthalten  sind.  Tfet  Spielfiuim  des  Punktes  M  ist 
aber  offenbar  die  Strecke  Aß  und  folglich  sind  ^=  OA  und 
x^i^H  die  (jii"änzcn  für  x,  wobei  zur  Abkörzun«^  OAt^ii  und 
OB=s:ß  sein  möge.  Da  ferner  der  Punkt  A'^^  immer  zuischen  den 
Curven  FH  und  GK  bleiben  muss,  so  sind  3IR  und  ÜiS  die  Gräo- 
sen  fär  y(Mßl).  Wenn  aber  die  Aiifs^abe  bestimmt  sein  soll ,  00 
müssen  die  (/ttrten  FRH  und  G^K  ihrer  Natur  nach  bekannt, 
also  ihre  Gleichun<?eii  gegeben  sein;'  nennen  wir  f  tfnd  1/  die 
recbtwinklicheii  Coordinat^'n  eines  Punktes  der  t  un'e  FRH,  Tto- 
bei  die  §  \uu  O  aus  auf  OA  gezäJilt  werden,  so  sei  M==g)(|)  die. 
Gleicliiiog  der  Linie  FRH,  eb^imo  f}'=t/;(|)  die.vqs  bSK,  wenn: 
1}'  das  für  letztere  Curve  ist,  .was  7^  für  die'erstere.  Setsen  ivlr 
an  die  Stelle  des  beliebigen  ^  die  Linie  OBf=:v,  ho  folgt  rj  —  MR 
~q)(j:)  und  tj' z^JUS^z-il^  (j^) ,  und  demnach  sind  ij=:qp(.r)  ynd 
7^'  —  ipQr)  die  Gränzen  lür  if.  JDurclijSubstituüuu  d^r.Cpträn^ei^  für 
dr«nd  ^  >yird  jetzt  nac^  Formel  (2)  i  \, ,       ;        ai  .  *  1  v  .  Z 


oder»  weil 


•j''»iW  ♦'I 

i;. 


!  I  !  .  ( 


-M  .    -i^t'*  die  Gleiehang  der  Direktrix 

y=i^;(:r)  „        „  „       „  GSK, 

ist.  Da  ddü  Integral  in  ul)  ein  einfaches  ist,  so  wird  es  immer 
nföglic^  sein ,  den  Werth  aegselben  zu  fiijden ,  sei  es  durch  Reijuk- 
fiQA  hxjf  eine  bekannte  Funktion  'odetf  ddrcih.  Vervi^äridelati^  Ikt  eine 

unctldfiche  Reihe.  In  den  Fallen  aber,  wo  sich  unser  Tnte«tä!  auf 
eine  von  denjeniircn  Funktionen  bringen  l.isst,  für  welcHe  man 
Tafeln  besitzt,  wollen  wir  die  Figur  TUW}'  eine  quadrirbare 
nennien  und  nun  einige  SpWialisirungeti  der  Art  betrachten. 

rf  il»,7  5^,»  =^  —  V^^o^r-rro»,  alao  Aür^  Cyiinderiein  elliptisciMrv  de»^ 
gen,  so  wird   

^■tirwl-^  +  a*<,*—a^       o»(<»«-*»)  ' 
und  folglich  nach  DO.  (3)«*''  '       •      ''»'i*    '^i-iM..-  .i    i  .  li.-. 
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«^ir^a^^HE^S^itW-^OrH.'  (4).'  • 

p  '  '  ^ 

Unter  den  verscfiiedenen  Suppositionen  nirn ,  welche  man  hier  fiir 
ap(;r)  und  tji;(a<-)  machen  kann,  beben  nir  die  tuigeuden  als  bemer- 

fl.    Der  einfachste  Gedanke  is;t  offenbar,  qp(^)=Ar."  und 
=iBir^^  zu  nehmen,  wobei      ein^  ganze  Zahl  bedeuten  müge* 
Diesb  gäbe  tlanE  '         '  .i 


I  t  * 


(5) 


und  hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  oh  namlich  fi  gerade 
oder  ungerade  ist.  Im  ersten  Falle  kann  durch  Rationalniarhen 
des  Zählers  in  der  Differeuzialforniel  das  Integral  uut  die  Form 


also  fiberfaanpt  auf  Int^ale  folgender  Gestalt 


sebraeht  wetden:,  wobei  eine  gerade-  2abl  ist.  Das  vorliegende 
Integral  lässt  sich  aber  nach  bekannten  Reduktionsformeln  auf 
elliptische  Funktionen  aurückbringen  *).  Anders  dagegen  wird  die 

Sacbe,  wenn  Ja  no.  (5)  f»  eine  ungerade«  folgllcb  ^^^elneganie 

Zahl  ist.  Deuii  lu  die^^ui  Fülle  kann  man  de^i  Integrale  folgende 
Gestalt  geben:  ,  . 

^    S  —  A  fß  a:^^  2a;8x[a*— (a^  -  c^)  x^] 


,    B-A  Pß  xf*-^2xdx[af^—{a^- 


und  setzt  man  hior  x^=ahi,  so  wird  2ar3j?=a*BM,  a:/*— *=aA*— *  ; 
>^^nf^;ferBer iit=a.uii4  a;=j3  geworden  ist«  so  hat  u  die  Werths 


angenommen,  wobei  «'  und  (J'  zur  Abkürzung  gebraucht  worden 
siid.    Durch  diese  Substitutionen  geht  unsere  Gleichung  in  die 


*)  Legendre  trait^  de«  fonctions  elHptiques  Chap.  I.  ~-  Supplemente  zu 
KlngcU  nath.  Wörterb.  Band  II.  S.  84— 87.  , 


* 
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oder  wenD  man  berflcktfichtigt»  -  <1af(S 


I 


ist,  und  zur  Abkürzung 


6* 


Da  nun  ~y—  hier  ^anz  aiiHlallt,  so  reduzirt  sich  dieses  Integral 
auf  zwei  andere  von  der  Form 


:,  V  jeine  ganze  Zahl; 


V  1  — (1  l-  t«"^ 

und  kann  dann  immer  durch  Kreisbüsen  oder  Logarithmen  dar- 
gestellt werden.  So  hat  man  z*  S.  6&s  f/kT=i'\'\,'As=ztäA9', 
iÖ=tau«;    .     j     .    .    ',"    .  •  .;. 

_  (tan  a  -  tan   (1  — »/)c« 

Hiorzii  !j(  fuirt  Taf.  IV.  Fig.  2.  Die  Gleichungen  der  in  der  Ebene 
XY  i;<  /<  H-hncteu  Cuiven  sind  hier  y~(p{x)~xi^n^,  y~'^{^) 
— ortaiicü,  also  die  Curven  selbst  zwei  Gerade,  welche  durch  den 
Punkt  O  gehen.jund  mit.OJf  die^Winkel  XOM=id-  und  XOK 
=  DO  machen.  Zugleich  ist  wieder  OA^-a,  OB~ß,  nUo  FGKH 
die  Projektion  von  TIJWV  und  <li<'  l'hichi'  dieser  Fimir  ()l)ii^es 
ß.  Sind  nun  OXz^a  und  OZ=i(:  die  Acliscn  ch's  elliptischen 
Cvlinders,  so  bildet  die  (^irve  AZ  einen  Quadruiiten  der  Direk: 
trix  und  der  ganze  Cy linder  ein  Tonnenge wulbe,  wovon'  die  Figur 
nur  die  Hälfte  zei^t.  Nehmen  wir  not  Ii  0^4  — «=0,  OB=iß  =  a 
—  OX,  so  geht  das  Viereck  FGK/I  in  das  Dreieck  ODE  und 
die  Fläche  TUWV.  in  20) Ju  über;,  zugleich  wird  nach  ((>)  a'=Ü, 
ß'=^l  und  folglich 

^  g* (tan  (a  —  tan  r>)  Z*^       (l  —  Bu)du 

Nun  ist  al<er  XD  OXitkuXOD^aim»,  XE=^  OXtmXOE 
=:atan((},  mithin  • 

Theil  IX.  11 


t 


Hieraus  findet  sich  der  Inhalt  des  Prei^ks.  QDE,  der  F  hettsen 
möge,  nämlich 

„_  OX ,  JJE  _    (tan  a  ~~  tau 

wenn  wir  also  das  in  (10)  vorlcomnicnde  Integral  k  nennen,  so 
findet  hier  die  bemerkenswerthe  Relation        .  ■  ^ 

statt,  welche*  schon  Herr  Dr.  Wittstein  im  Tteii  Thmle  des  Archivs 
S.  445.  aiispi^eben  hat  *),  Für  k  findet  mau  leicht,  wenu  ,a>o 
al«io  £  positiv  ist: 

wenn  a=c^  also  €=0  ist: 

und  wenn  a<c,  also  e  negativ  ist: 

+  ^y==  Arctan  V^— £ ; 

womit  diese  spezielle  Aufgabe  gelöst  ist. 

Nimmt  man  in  der  Formel  "(ti)  ^~ü,  fi=  — 1  und  setat  b  iür 
so  wird 

Die  beiden^  Curven  in  der  Ebene  XY  sind  hier  die  Achse  der  st 
(wegftn  ^=9(3;)  =0)  und  eine  gleichseitige  Hyperbel  ,  mit  der 

Achse  *  (wegen  i/;(a)  =  -),  von  der  die  Coordinatenachsen  OX 

u^id  Ol  die  Asymptoten  sind  (Tat.  (V.  Fig.  3.).  S  ist  die  Fläche 
TVWV  und  die  Curve  {/TF  .kum  hier  als  Durchschnitt  eine^ 
eUiptlschen  und  hyperholbchen  Cylinders  angesehen  werden.  Man 
bat  übrigens 

^   '  •       5__6  r?*  

t/  0r  V^l-(i  +  f)n«  +  w'»' 


^)  In  den  Buch^iabpii  ^  findet  niur  der  Uiler/Kbied  «Uitl,  dfis»  hier  ^ 
ateht,  wo  Hcir  Dr.  WUisicin  A  hat 


V 
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und  wenn  man  Uli  ersten  Integrale  «ss-  aetit': 


WQ'qaQ  der  Werth  jedes  Integrales  sehr  leicht  zfi  entwickeln  Ist. 
6.  ,£ine  andere  gute  äobatitution  fOr  die  auf  den  elKpUaehe^ 

C^^leder  ^paaaende  Formel  (4)  ist  <3p(af)tfc:0,  t^(ar)=-V«*'^-i^5 

dl^  ^(^^'.'^9      ^^i"  ^  ^ii^^  ^^no  die  Coof din^tei^ach^^e  0^ 

und  eine  Etlipse,  deren*  Achfen  a  und  4  in  deniXiiHen  OX  im^ 

OY  liegen.  Sei  daher  in  Taf.  IV.  Fi-.  4.  OX=a,  'Ör=  b,  OZ^e, 
OA=:a,  OB=ß,  »0  ist  S=  rVJW  und  die  Ciirve  UW  kann 
als  T)nrrlis(  hnitt  /wcier  elliptischen  Gylinder  angesehen  werden. 
Zugleich  i/t»t  uuch  no,  (4)      '        *  1  ".      .{  . 


nnd  ivenn  wir  ;r=:at  setzen,  so  werden  die  Gräi^eu  lör 


4  '* 


und  folglieh 


oder  fär 


a 


e« 


S;^abJ'fdt\rL^^,  (13) 


Nehmen  wir  apezlellcr  «  =  0/1=0  und  3  =  0B=0X=ia,  so  wird 
«'  =  0,  ß'=2l  und  bedeutet  jetzt  die  Fläche  ZXQ.  Ffir  die- 
selbe ist  -  •  ■ 


1 

Berücksichtigt  man  hier,  dasa  |-  a6«  die  Fläche  der  Projektion 

OXY  als  eines  elliptische  Quadranten  ilaiatellt»  bezeichnet  die- 
selbe mit  JP  und  aeint 


11* 
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ein  -ebttiii&üis  fiiievmsiiheDd  eioiaelieii  R«npttat.  .  ■ 

'  H<»rr  Dir  Witt  stein  hat  seht  richtig  bemerkt,  dass  die  spe- 
zielle, von  ihm  gestellte  Aufgabe  wegen  ihres  praktischen  Ifitered-' 

ses  als  Rechnuüi^sbeispiel  in  technischen  Anstalten  dienen  könne; 
man  dnrf  fliose  t^emcrkurii;  vielleicht  auch  auf  die  hier  mittjf^theilte 
alli'enieijieie  lU^trachtimi?  ausdrhrien,  da  sie  keinerlei  Schwierig- 
keiten, des  Calcüls  darbietet  uml  demjenigen ,  der  die  graphische 
Darstellang  der  quadrirten  FiSchenstiIcke  mit  Hülfe  der  deseripti- 
Yen  Geometrie  versuchen  will,  zu  mancher  netten  Zeichnung  Gele- 
genheit giebt. 


V 


Konstniktloa  und  Klassifikation  der 
Flfteben  des  »wellKitt  Orades  mittels 
proJektiYiscber  Oebilde. 

:     '      ■   ■  -        -  I  •:.!•  .     ...  '  w 

V0D 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  aiu  G^oinasium  zu  Heiiigeustadt. 


Erster  The^t 

Die  folgenden  Betrachtungen  be/wycken  die  Auflösung  der 
Aufgabe:  Durch  9  beliebig  gegebene  Punkte  oder  an  9 
beliebig  gegebene  Ebenen  Mittels -des  Lineals  allein 

eine  Fläche  des  zweiten  Grades  zu  legen,  eine  Aufgabe, 
^  >velehe  mit  der  wicderholentlicT»  vori^olei^ten  Frajje  nach  dem  geo- 
metrischen Gesetze,  welches  zwischen  10  l»eliebigen  Punkten  einer 
FlSche  des  zweiten  Grades  stattfindet,  wo  nicht  zusammentallt, 
doch  in  sehr  näher  Verbindung  steht.  Die  Vorbereitung  hierzu 
iöt  grosscntheils  im  zweiten  1  heile  meiner  Abhandlung  über  die 
fyeouietrischeri  Verwandtseil Mften  ireg^elien  ;  doch  wird  es  oothig 
sein,  einmal  l>esonf)ere  Fälle  einis^er  dort  aur<?e**tellter  Lelirsäti^e 
noch  ins  Auge  /.u  lus^eu»  und  soduuu  zu  den  Ei«^cubcliaften  der 
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coltinearen  und  reciproken  Ebenen  die  der  collinearen  und  recipro- 

km  räumlichen  Strahlbuschel  hinzuzufügen.  Im  Grunde  sind  letz- 
tere den  ersteren  coordinirt;  denn  denkt  man  sich  im  Kaurae 
zwei  Lhenenbüschel  21,  H',  deren  Achsen  sich  in  einem  Punkte  D 
schneiden ,  oder  aber  zwei  ebene  StrablbiSachel  B,  B',  deren  Mit- 
telpunkte in  einem  Punkte  D  liegen,  so  bestimmt  einerseits  ein 
jeder  Strahl  a  des  Punktes  D  zwei  Ebenen  üf  von  21,  21',  an- 
dererseits eine  jede  durch  D  gehende  Ebene  a  zwei  Strahlen  a,  a! 
von  B,  Bf ,  und  umgekehrt;  gibt  man  sich  also 

1)  in  einer  Ebene  (6  zwei  Strahlbfiechel..l^«  B  und  in  etneqi 
räumlichen  Strahlbiischel  stvei  mit  erateren  pifojektlviache  £b^ 
toenbüschei 

'2)  in  CS  swißi  Strahlbiischel  B,  B  vmA  in'  ^i.  swel  mit  erste* 
ren  projektivtsche  ebene  Strahtbuseh«!  J5| »  i^t'  * 

3)  iii  ei  Gerade  A  *  A'  und  in  zwei  mit  ihnen  pro- 
jek|ivische  Ebenenbüschel        21^'  ; 

4)  in  IE  zwei  Gerade  A,  A'  und  in  1^  zwei  mit  ihnen  pi^- 
jektivische  ebene  Strahlbtischel  7^'\ 

5)  In  «tn^m  tKuititich^ii  St^Ahlbüsehel  1>  mel  fibüttenbfiseh«! 

1a  ^  und  in  einem  z^veiten  räumlichen  SIrahlbdsdiel  /)|,'2wel 
mit  ihnen  pröjektivische  Ebeneiibfischel  %  >  2I|,' ; 

(>)  in  D  zwei  EbenenUiischel  21,  und  iu  zwei  mit  ihnen 
projektivistfh«  eb«ie.S(ttafi)btis«Ael  B^y  B^'; 

7)  endlich  in  D  üwei  ebene  Strahlbiischel  /?,  B'  iükI  in  /)i 
zwei  mit  ihnen  prüjpktivische  el>ene  Strahlhüsehel  Bi,  Bi' ;  so 
erhäjt  man  ausser  den  früher  behandelten  drei  Beziehungs  -  Syste- 
lüen  Doch  Sieben  neue,  wo  hszfilgllch  > 

1)  jedem  Punkte  von  ilt  ein  Strahl  von  Bii 

2)  jedem  Punkte  Tdn  41^  eine  Ebene  von  Hi; 

.  S)  .  jetter  Genwlev  yon  Hit  ein  Strahl  vom  Dii  , 

4)  ]eder  OeHrden  Vdn     eine  ßhene  von  i>i ; 

5)  jedem  Strahle  von  D  ein  Strahl  von  Di;  • 

6)  jedem  Strahle  von  />  eine  F.hene  von  /^^  5  " 

7)  jetler  liJi^^u^  von  JJ  eine  Ebene  von  fJ^ 

entspricht,  uni  wo  .  In  demselben  Sinne,  wie  dort,  hÖfiere  und  nie- 
dlere  Crrade  der  Verwandischaft  äu  unterscheiden  sind. 

Man  kann  aber  auch  die  Verwandtschaften  rSumiichcr  Strahi- 
büschei  mittels  Projektion  aus  denen  der  ^Ebenen  ableiten,  und 
dieser  Weg  soll  hier ,  wo  er  iun  Kärgsten  zum  Ziele  fihrti  ein- 
geschlagen werden. 
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Iii''  ■     '  .  .  .  '  . 

Aufeinandergelegte  reciproke  und  inyolutorische 

Ebenen.  ,    ,  ' 

Im  achten  Theile.cles  Arobivs  S.  42.  ist  gezeij^t  Wörden ,  dass  sswei 
beliebige  reciprokc  £I)citen  >;ic1i  immer  so  aufeinander  legen  lassen» 
class  einem  jeden  Punkte  derselben  eine  und  dieselbe  Gerade  in  dop- 

tjelteni  Sinne,  und  unii^ekohrt,  entsnricbt.  und  so,  dass  bald  ijar  keine, 
>aid  uDzablige  Punkte^  »eklie  bald  eine  Ellipse,  bald  eine  Hyperbel 
bilden,  au,f  ihren. entsprechenden  Geraden  liegen,  und  man  wird 
sogleich  <:^fsebon  hahien',  dass  nur  in  dem  Falle,  wenn  die  Mittel- 
punkte beider  Ebenen  unendlich  entfernt  .^ind ,  die  Parabel  borvor- 
tritt. Sowie  nun  früher  zwei  aufeinander  gelegte  projcK.  Gerade, 
deren  Durcbschuitte  der  Parailel^trahlei^,  und  zwei  concentriscbe 
projekt.  StrahUbtischel,  deren '  imglelebi^mi^e  Schenkel -der  eiit- 
sprechenden  rechten  Winkel  coincidiren,  involutorisch  genannt 
worden  sind,  so  sollen  auch  zwei  aufeinandergelegte  reciproke 
Ebenen ,  deren  Mittel|>unkte  sich  decken  und  deren  zug.  Durch- 
jnesser  eine; Involution  biblen,  weil  hier,  wie  dort,  je  zwei  Ele- 
mente sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  zwei  invonitorijsch^ 
E binnen  heissen;  auch  werden  von  jetzt  an  die  vereinigten  Mit- 
telpunkte derselben  der  Mittelpunkt,  die  Achsen  jener  Involu- 
tion die  Achsen  der  Ebenen  selbst,  jeder  Punkt  derselben  der 
harmonische  Pol  der  ihm  entsprechenden  Geraden  und  letztere 
die  harmonische  Polare  des  erstcren,  je  zwei  zug.  Punkte 
einer  Geraden  und  je  zwei  zng.  Strahlen  eine«  Punktes  bezfidicb 
zugeordnete  harmonische  Pole  und  Polaren  dieser  letz- 
teren genannt,  und  diese  Au.sdrücke  auch  im  allgemeinen  Falle 
reciproker  Ebenen,  jedoch  .ohne  das  Beiwort  ^ harmonisch'*  ge 
braucht  werdeu. 

*     L  e  h  r  ä  a  t  z   1.  !  v 

Zwei  aufeinander  geleg'te  reciproke  Ebenen  sind 
involutorisch,  w  enn  irgend  zwei  Punkte,  welche  nicht, 
oder  wenn  irgend  ^rei  Punkte,  welche  auf  ihren  Pola- 
ren, aber  nicht  in  gerader  L'lvie,  liegen,  denselben 
In  doppeltem. Sinne  entsprechen. 

Beweis.  Denn  jede  Gerade,  welche  durch  einen  jener  bei- 
den Punkte  geht,  schneidet  dessen  Polare  in  einem  Punkte,  wel- 
cher in  doppeltem  Sinne  der  znff.  Pol  des  ersteren  Ist;  also  gilt 
das  nämliche  von  je  z^ve*l  zug.  Polen  dieser  'Geraden.  Wird  nun 
ein  beliebiger  Punkt  a  der  Ebene  mit  jenen  zwei  Punkten  durch 
zwei  Gerade  verbunden  ,  so  scbtieidfMi  die  l)eiden  Polaren  von  (3 
eine  jede  dieser  Geraden  in  einerlei  Punkte,  lallen  also  zusammen. 
Und  verbindet  man  die  drei  Punkte  des  Satzes  durch  zwei  Gerade, 
so  mflssen  diese  zwei  Durchschnitten  der  drei  Pttlttren  in  doppeltem 
Sinne  entsprechen ,  und  es  liegen  nun  diese  zwei  Durchschoitte 
nicht  auf  inren  Polaren. 
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.*  L  e  b  rrs  ä  t  z  2. 

Werden  äswei  beliebige  reeiproke  Ebenen  invola-' 
torisch  und  zwar  so  s^clei^t,  dass  sip  eine  Ellipse  er- 
zeugen, und  wird  nun  die  eine  dieser  Ebenen  um  irgend 
einen  Punkt  der  Ellipse»  als  festen  P.uokt,  und  zwar 
um  einen  Winkel  von  zwei  Recbteil  b«T  um  gedreht,  so 
j^lbt  es  ausser  diesem  Punkte  L  ei  neu  sweiteu,  welcbc^r 
auf  seiner  Polare  liegt,  und  die  Ebenen  sind  dann  nicM; 
in  vo  lu  torisch ;  doch  ist  nicht  umgekehrt  richtig, 
da  SS  zwei  reciproke  Ebenen,  welche  diese  letztere 
Lage  zu  einander  haben,  allemal  durch  Umdrebuug  in 
jeiie  involutori sehe  Lage  gebracht  werden  künnen. 

Beweis.    Liegen  die  Ebenen  invoiutorisch  und  erzieu- 

gcn  eine  Ellipse,  und  man  legt  durch  einen  beliebigen  Puukt  (eei) 
'derselben  die- Tangente  (ef,>  und  ausserdem  eine  beliebige  Gerade 
{AAi),  so  i^t  erstere  die  harmonische  Polare  von  (eei),  leteter» 
bat  nothwendig  mit  der  Ellipse  eliien  zweiten  Punkt  (ffj)  von  end- 
lielier  Entferming  gemein,  und  die  harmonische  Polare  (ppi)  ihres 
unendlich  entfernten  Punktes  (pPi)  halftet  die  Strecke  cf  in  einem 
Punkte  (qqi).  Wird  nun  die  Ebene  iCj  um  den  Punkt  (cei)  um 
zwei  Rechte  berumgedreht  ,  so  föllt  ej  wieder  auf  e,  tnd  4i  wie* 
der  auf  At  aber  der  Punkt  (cci)  liegt  jetzt  in  der  Mitte  sowohl 
zwischen  den  PiMikten  f  ntulf^,  als  auc!»  zwischen  <1  nnd  q^.  Die. 
zug.  Pole  der  Geraden  (AAi)  bild<'n  also  zwei  gleicliliegeude  proy, 

i'el^tivische  Gerade,  zwischen  deren  Durchschnitten  q,  q^  der  Paral- 
elstrablen  mittevtnne  sich  zwei  solche  Pole  e,  tereini^^^eu ; 
also  können  sich  lliug|8  (^h^i).  kein  zweites  Paar  zug.  Pole  verei- 
nigen, d-  h  Kein  zweiter  Punkt  auf  seiner  Polare  lies^*'Tt:  und  da 
jeder  Purilct  der  Ebenen  (ß,  &i  einem  Strahle  des  l^iuiktes  (eei)^ 
angehört,  so  gibt  es  in  denselben  überhaupt  keinen  zweiten  8ol-| 
eben  Punkt  Setzt  man  dagegen  statt  der  Ellipse  eine  Hyperbel 
oder  Parabel,  so ' bilden ' die  zug.  harm.  Pole  derjenigen  Geraden, 
wel(;he  mit  den  Asymptoten  oder  mit  der  Achse  ('ler  Parabel  paral- 
lel laufen,  ungleichliegende  |>roi)kti\ isch-gleiche  Gerade,  und  man 
erhält  durch  die  Umdrehung  zwvi  und  bezüglich  eine  Gerade^  deren 
jsämmtliche  Punkte  auf  Ihren  Polaren  liegen. 

Umgekehrt:  enthalte«  zwei  Ebenen  (ß,  iCi  nur  einen  Punkt 
(ee^)  ,  welcher  auf  seiner  Polare  liegt,  so  kann  A^rselbe  nicht  zwei 
verschiedene. Polaren  besitzen,  weil  ammt  einer  jeden  dieser  letz-, 
teren,  in  anderem  Sinne  genonmicn,  ein  zweiter  auf  ihr  liegender 
Punkt  entsprerhen  niüsste  Entweder  nun  hat  der  nnendlit'h  ent- 
fernte l^unkt  der  Geraden  (r'c,)  einerlei  oder  verschiedene  Polaren. 
Im  ersten  t'alle  liegen  die  Mittelpunkte  der  Ebenen  auf  dieser  Po- 
lare gieichweit  von'  (ee|)  enti'ernt  und  fallen  nach  der  Umdrehung, 
zusammen,  und.  da  zugleich  ein  Paar  zugeordnete  Durchmesser 
sieh  in  doppeltem  Sinne  entsprechen  müssen»  so  bilden  siimmtlicbe 
zug.  Durchmesser  eine  Involution,  und  folglich  sind  die  Ebenen 
invoiutorisch  und  erzt'Ugen  eine  Ellipse.  Im  zweiten  Ealle  dage- 
gen fallen  nach  der  Ujudrehung  die  Mittelpunkte  der  Ebenen  nicht 
zusammen,  sonder^  in  eine  mit  (eci)  parallele  Gerade;  die  zug« 
Pole  eiiiei  jeden  Strahles  von  (ee{\  bilden  eine  Involution  von 
Pakten 9  und  wird  also  (ee|.).der  Beriibicuqgsppl ^wei^r  sieb  os- 


Digitized  by  Google 


162 

kulirender  Ree' IschTiitte,  von  denen  der  eine  diejeni2;on  Geraden 
zu  Tangeaieu  Ijat,  deren  Pole  auf  Uiuen  und  aul  dem  anderen 
K^bcbnitte  liegen.  Üebörbaupt  ISast  dich  zeigeo^  dajss  ^w^i  re- 
ziproke Ebeoeii  att^imfahlig»4mQ  in  diese  letzter^  Lag^  gebracht 

Dass  endlich  in  den  beiden  tredachten  FflUen  die  Ebeneo 

nicht  Irnoliitorisfh  sein  können,  geht  (^inrnfh  daraus  hervor,  dass 

ihre  Mittelpunkir  im  ersten  Falle  erst  nach  der  Umdrehung  sich 

vereioigeb,  und  im  zweiten  schon  anfangs  getrennt  gewesen  sind. 
•»I  *  "   .  *  , 

L  e  h  r  s  a  t  z  S.- 
Zwei reciproke  Ebeoeo  lassen  sich  immer  so  auf- 
einander legen,  daas.  a)  ttlle  Paakte,   welche  auf  Ihre 
PtOlaren  fallen,  zwei  geraden  Litiieo,  und  ihre  Polareo 
zwei  Strahlbfischeln  angehören,   deren  Mittelpunkte  < 
mit  dem  Durchschnitt  dieser  Linien  in  gerader  Linie 
liegen;    und  dass  6)  alle  jene  Punkte  einer  einzigen 
Geraden,  und  ihre  Polaren  einem  einzigen  Strablhüschel  . 
angehureo}  und  swar  aiiid  ia  beldea  Fällen  die  £be- 
ii«D  niebt  iaVolatori:acbi 

Bebels,  a)  Denn  da  eine  Gerade  uod  ein  ebener  Strahl- 
büschel, welche  projektivisch  sind,  allemal  perspektivisch  gelegt 
werden  können,  so  kann  man  die  eine  Kl)fne  allemal  so  auf 
Ä  legen  ,  dass  die  l'unkte  einer  htdiehigen  G(3raden  Aj  auf  ihre 
Polaren  lallen.  Es  sei  B  der  Pol  von  Ai,  nach  welchem  diese 
Potai'en  gehen,  so  werden  die  Polaren  aller  Punkte  derjenigen 
.  Geraden  A,  welche  sich  mit  Ai  vereinigt,  im  Allgemeinen  emen 
anderen  IS(r;ihlbüs(  h<d  IJ^  bilden  nnd  durch  diese  Punkte  gehen  ; 
und  wiedoruiii  ^v<>r(len  die  Pole  aller  Strahlen  des  Punktes  ßi', 
welcher  mit  />  vereinigt  ist,  in  einer  neuen  Geraden  A'  und  ein 
jeder  auf  seiner  Polare  liegen,  und  die  mit  A*  vereinigte  Gerade 
Ai^^  muss  dem  mit  vereinigten  Punkte  B'  entsprechen.  Die 
beiden  Polaren  des  Diirclisclinittes  von  {AA^)  und  (A'Ai')  gehen 
eine  jede  sowohl  «lurrh  diesen  Punkt,  als  auch  durch  die  beiden 
Punkte  (BBi')  und  fallen  also  zusammen. 

b)  Man  denke  sich  die  Ebenen  invoiutorisch  und  zwar  so  ge- 
legt, dass  sie  eine  Hvnerbel  erzeugen;  so  lässt  sich  allemal  eine, 
ja,  .wenn '  dieselbe  nfcnt  gleichseitig  iist,  vier  Tangenten  ziehen» 
Vielehe  auf  einer  Asymptote  senkrecht  stehen*  Durch  den  Beruh* 
nniir^f'inikt  frC))  einer  solchrn  T;ingent<'  lege  man  eine  Gerade 
(AAt)  mit  jener  Asym|itf>t(  fi  n  illrl;  so  ist  der  Punkt  (lißi)^  in 
welchem  die  Tangente  und  Asymptote  sich  schneiden,  der  bar- 
llloniache  Pol  von  iAAi)y  und  die  zug.  barm.  Pole  dieser  Gera* 
den  haben  paarweise  gleiche  AbatSnde  vom  Punkte  (eei).  Wendet 
man  nun  die  Ebene  (E,  um  jene  Tangente  herum,  so  behaupten 
diese  letztere,  die  (^«»rade  Ai  und  die  Punkte  e, ,  iSfj  nelist  dem 
unendlich  entfernten  von  Ai  ihre  Stelle,  alle  übrigen  Punkte 
Äj ,  bj ,  q . .~.  •  dieser  letzteren  aber  fallen  auf  ihre  zug.  l*ole  b, 
nnd  also  auch  auf  ihre  Polaren  Ba,  BbiBc*,**,  mit  Welchen 
gleichzeitig  auch  die  Polaren  i^iAi,  J^ib^,  /?iCi....  von  a,b,c.... 
sich  vereinigen.  Die  Gerade  (  4  entspricht  also  auch  jetzt  noch 
dem  Punkte  (i&J^)  in  doppeltem  biooe^  zugleich  aber  auch  jeder 
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Punkt  (a«i)        dem  ihn  treffenden  Strahle  von  {BBt).   Ist  nun  p 

irgend  ein  ausserhalb  (^^i)  liegender  Punkt,  a  der  nacn  ihm 
senende  Strahl  von  (BB^)  und  a  der  Durchschnitt  von  a  und 
XAA{^t  80  geben  di«  Polaren  von  ^  beide  durch  a,  kOoDen  also 
nicht  durch  p*gehen,  weil  sie  sonst  mit  a,  und  folglich  p  mit  a 
sich  vereinijjeTi  miissten.  Also  liei^en  nur  die  Punkte  von  {AA^) 
auf  ihren  Polaren.  Denkt  man  sich  endlich,  das«  die  Ebenen  auf 
irgend  eine  Weise  die  Lage  b)  erhalten  haben,  so  überzeugt  man 
8i(Sh  mittels  decrtateir  Theiles  ton  li#|irsMz  I.  soel#ic1i,  dass  sie 
durch  gehörige  UmwenduD^  isVolutorisch  vi-^^rdeir,  dass  die  Gerade 
{AAi)  einer  Asymptote  der  so  entstehenden  Hyuerbel  parallel  wird, 
und  daher  die  nun  vereinigten  Mittelpunkte  aer  Ebenen  vorher 
nicht  vereinigt,  die  Ebenen  ulbo  audi  uicht.  involutoriscb  gewesen 

Lehrsatz  4. 

In  zwei  aufeinander  gelegten  reciproken  Ebenen 
könben  nicht  bloss  zwei  oder  irgend  einesrOssere,  aber 
beschTSnkf^s'  Anxabl  von  Pitiikfrdil  auf  llireD  Polnr^ii 
li«g>9*.  ' 

l^eweis.  Hat  irgend  ein  solcher  Punkt  zwei  besondere  Pola*' 
ren,  so  hat  jede  der  letzteren,  in  anderem  Sinne  genommen,  einen 
ztt^eitlfli'bilf  Ihr  liegenden  Pol,  dieser  eine  sweifo  Polare,  diese 
eineik  netten  Pbl  und  so  ins  Unendliche  fort;  es  kann  also  hlk^fa- 
stens  von  solchen  Punkten  die  l?ede  sein ,  denen  einerlei  Gerade 
in  doppeltem  Sinne  entspricht.  Liegen  nun  drei  derselben  in  ^e- 
rad.9r  Linie  ^  so  müssen  alle  Punkte  dieser  Linie  auf  ihren  Polaren 
llegira  w>f '  4*9108  nicht  statte  so  sind  dio  Ebenen  nach 
Lehrsatz  l.  involutoriscb  und  auf  jeder  durch  einen  dieser  Punkte 
gebenden  Geraden  müssen  sich  zwei  zug.  barm.  Pole  derselben  in, 
einem  neuen  I*imkte  vereinigen,  so  dass  also  die  Elicnen  unzäh- 
lige Punkte  besitzen,  die  auf  ihren  Polaren  liegen.  Es  erübrigt 
also  nur  nocb  4er  Fall  von, zwei  aolchen  Punkten«  Man  denke 
sich  durch  dfese  Punkte  a»  deren  Verbindungsrinie  .4  'sfii^ 
zivei  Parallelen  «,  b  (gezogen;  so  werden  die  zug.  Polare  vort  o, 
und  ebenso  die  von  b,  zwei  gleicidiriioiide  projektiviscbe  Gerade 
bilden,  weil  nur  in  solchen  es  sich  ereignen  kann,  dass  ein  ein-, 
ziges  Paar  entsprechende  Punkte  sich  iH  d  (b)  .vereinigen,  und 
nar  in  einein  Fälle ,  wenn  a  mit  der  Polare  von  (t  zusanmienßillt^ 
tritt  der  Umstand  ein,  dass  alle  Punkte  der  einen  Ceradeu  dem 
einzigen  Punkte  a  entsprechen.  In  allen  anderen  Fallen  wird  rt, 
und  ebenso  b,  in  der  M'iiir.  zwischen  ^en  Durchschnitten  der 
Parallelstrahlen,  d.  h.  der  i'oiaren  des  unendlich  entfernten  Punk- 
tes von  a  und  b  liegen,  diese  Polaren  also  in  einem  Punkte  p 
Ton  A  convei'guren  müssen.  Nun  aber  haben  die  Punkte  a  und  b 
ein  jeder  nur  eine  einzige  Polare,  niso  die  Gerade  A  awvh  nur 
einen  einzigen  Pol  ß;  die  Ix^ideii  pMlar(!u  von  p  gobei\  sowohl 
durch  B,  als  auch  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von 
6;  sie  fallen  also  in  eine  einzige  p  zusammen.  Die  Ebenen 
besitzen,  also  zwei  Punkte  B  und  p,  welche  nicht  auf  ihren  Pola- 
ren liegen  und  denselben  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  sind  also 
nach  Lebrst  L  involutoriscb  und  DesitzeniOAzablige Punkte  wie  A  undb. 
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Atti  den  drei  leteien  LehMtsen  ergiebt  «ich  nun'  mit  «Her 

•  :      ,  .  . 

"    ■  •  ■  '  .   /  - 

*  '    •  L  e  h  r  8  «  t  z  S. 

'  Id  ^wei  aufejlnaudergeiegteo  reciprakeD  Ebenen 
fftlit  es  entweder. keinen  oder  nur  einen  oder  uozfthlige 
Fnnkte,  welqbe  auf  ihren  Pohiren  liegen;  und  diese- 
Punkt'e  bi](den  entweder  einen  Kegeiscbniit  oder  «vrei 
Gerade  ode.r  eine  einzige  Gerade.. 

' .    !  ■         '    ■    '  .'  » 

'  '  •        '  '     L  e  h  r  8  a  t  z  6. 

In  zwei  Invo!  nf  orischen  Ebenen  gibt  es  entweder 
J&ein  e  n  oder  u  n  zäli  liii:<?  Punkte,  wel  ch  e  au  f  i  hren  P  o  la- 
ren  liegen,  und  diese  Punkte  bilden  allemal  einen  Ke- 
gelschnitt, dessen  Tangenten  ihre  Polaren  sind. 

Die  im  .vierten  Theile  des  Archivs  S.  273  und  276  enthalte- 
nen SStse  gelten  ^ancb» von  den  zug.  Durchmessern,  Acbs^npunk- 
ten  und  den  |itr^linpiiskMn  ^^^^i®)' in^'olutorischer  Ebenen,  unazwar; 
nicht  bloss,  wenn  sie  einen  Kegelschnitt  erzeu!:rn  ,  sonflern  auch 
wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist.  Da  (licselben  S[);i Um  zur  l^ntwicke- 
lung  ganz  ähniicher  i^igenschaiten  der  reciproken  6iuhlijüschel 
dienen  sollen,  welehe  letzter^  fffr  die  Theori<^  der  Flfiehen  des 
nweiten  Grades  von  ausserster  Wichtigkeit  sind,  so  soll  hier  der 
Beweis  Mt  den  . noch  nicht  betrachteten  Fall  n&cbg^bolt  werd^. 

•  Bs  sei  in  Taf.  V.  Fig.  1.  M  der  Mittelpunkt  der  beiden  Ebenen ; 

S,  öj  seien  diejenigen  zwei  zug.  harni.  Pole  (ideale  Scheitel)  der 
einen  Achse,  welche  gleichen  Ahstanrl  vom  Mittelpunkte  iV  der 
Involution  haben;  so  JUs^zA  die  halbe  Lange  dieser  Achse, 
und  es  sei  B  die  auf  ähnliche  Weise  zu  nehmende  halbe  liünge 
der  anderen  Achse;  die  im  Punkte  8  auf  88i  senkrechte  (Üiraile  s 
ist  die  harm.  Polare  des  anderen  Punktes  »j.  Sind  nun  Ma,  jVdi 
irgend  zwei  zug.  Durchmesser  der  Ebenen,  welche  die  *  in  a,  a, 
schneiden,  so  geht  die  harm.  Polare  von  durch  und  ist  mit 
MOi  parallel,  und  die  harm.  Polare  von  «•  geht  auch  durch  Sj 
npa  ist  mit  Ma  parallel;  erstere  schneide  die  M(t  in  ai  und  die 
atidere  Achse  in  b^,  letztere  die  M^i  in  «  und  dieselbe  Achse  in 
b:  sn  ist  Mbi^sa,  "l/^bi  ti- *^öi  .  rtb_Lbbi;  und  da  die  harm.  Po- 
lare von  bj  durch  a  gehen  und  senkrecht  auf  bbj  stehen  muss, 
so  sind  b,  bi  zug.  harm.  l^ole  der  anderen  Achse,  und  folglich 
itfb.Jlfbi  =1^.  Sind  endlich  Ai,  Bi  die  halben  LSngen  der 
l>urcbmesser  itfa,  Ma^  ,  d.  h.  der  gegenseitigen  Abstände  derje- 
nigen zucj.  harni.  Pole  dieser  Durchmesser,  welche  vom  Punkte  M 
^leichwelf  entternt  sind,  .so  ist,   weil  und  Cky  ,  a  ziig.  harm. 

Pole  derselben  sind,  iWft.iü/«!  —A^^,  jVai . Ma  =1  Bi-.  Aus  den 
Proportionen 

Mtk : Mcti : üfbi  und  JUa^ iMa=ac^i3ib 

ergibt  sich  nun  ' 
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also  ist  " 
-«1  +**i  = 

=         +Mb) fm.Mb,(m>+Mf,,)^^j^, ^  ^^^^ 

oder  • . 

.  .  ^,a+iBA2==i»l«-f  Ä  (2)  . 

Shu\  er,  c^i)  cp  die  WiikeU  welche  M<^,  ■M^:mi,Ms  und  mit 
einander  bilden  ^  »o  ist 

üfö .  acii  =  ilfa .  ilfÄi .  sin  9  and  ^i^^^^^  — J^^*^^  •  • 

=5  3:rr  ^5  also  Ji-i^^. «41  =  ^/4.-1101. 7/    ,  . 

#  Hl»f'^    ' 

as   M»  «,3  iVs 

a/a  •  s«- 1/^  .M«;  ="'"«•  •«•«1= 


I  * 


j<t*?;ßi2  =  sin2i«i:sio2«/  (4) 


'  In  Taf.  V.  Fi*». *2.  seien  a,  %  irgend  zwei  zui^.  harm.  Pol^  (Achsen J- 
punkte)  der  Achse  s&^\\  ai  die  harm.  Polare  von  ä;  t,  die 
vom  Mittelpuilkte  gleicHweit  etitfernten  zag.  barm.  Pole  der, an- 
deren  Achse;  <t  die  iiarm.  Polare  von  t,  welche  in  bi  8chhei^ 
det;  b,  die  von  a  nach  t,  geliendpn  (MTarlrn,  mid  «,  die 
Winkel,  welche  sie  mit  s&i  bilden;  so  liegt  der  harm.  Pol  von  b 
auf  den  harm.  Polaren  von  a  und  r,  also  in  bi ;  folglich  sind 
(k  zwei  zog*  faarm.  Polaren  d^  Punktes  a.  Nennt  man  endlich 
'denjenigen  Winkel,  welchen  die  gleich  weit  von  Mb  abstehenden 
zug.  harm.  Polaren  des  Punktes  A  einschliessen^  den  diesem  Punkte 
zugehörigen  Achsdnpunktwinkel,  bezeichnet  die  Hälfte  des- 
selben mit  Ai  und  die  des  dem  Punkte  zugehörigen  mit 
so  ist  '  .      ■ .'' 

und  ebenso  H  • 


j_    2^,   ;     .  .  (1) 


also 
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tiigi<,.tagi%,fla,=^;         .  &i 

SetsI  man  In  (I)  tng^iosl  öder  Ai^WSf*;  00  ist 
also 

1  • '  •    :  . 

iira«=s^^^.       '    •■  (5) 

In  diesern  Falle  aber  bilden  die  zug.  ham.  Polaren  des  Punk- 
tes a  eine  Involution  der  rechten  Winlcol,  und  a  heisst  dann  ein 
Brennpunkt  der  involutorischen  Ebenen;  also  besitzen  die 
letzteren  auch,  .fr^n  sie  l^^ioeu  Ke^^eUchnitt  .erzeugen,  zwei 
Brennpuokte«  welche  aber  der  kleineren  Achse  angehören, 
n«  8.  w. 


Pirbjeküv&che  Ebenen  and  räumliche  StrahlbüsdheL 

tSind  im  Räume  irgend  eine  Ebene  IS;  und  ein  Punkt  D  gege- 
ben, so  geht  nach  jedeih  l'unkte  A,  c,  D.,,,  Ton  i£  ein  bestimm- 
tf|^,  Strahl  ßtb,c,d»,.»  von  p,  und  nach  jeder  Geraden  a,b,c»d,.., 
▼(Pli  i^'^ne  b^$tinin)te  Ebene  ß,  y,  von  />  (insbesondre  nach 
ier  iinendlich  entfernten  Geraden  von  1$  eine  Parallelebene  von  />), 
und  n)an  erhält  so  einen  räuniIich(Mi  Strahlbüscbel  Uy  worin 
je4er  eb^n^  ^trahlbii^hel  JS>  mit  einer  Geraden  A,  und  jeder  Eb^- 
penfarascM  3  iiilt  einem  ieheneo  StraiblbQsfjiel  von  il^,  tiD  An- 
sehung der  sich  (reffenden  Elementenpaare,  perspektivisch  ist. 
Ein  solcher  Strahlbüschel  IJ  heisst  dalier  selbst  mit  der  Ebene  iK, 
in  Ansehung  jener  Elenientenuaare,  perspektivisch,  und  es  sol- 
len auch  z>v^i  (Rhenen  i^,  welche  .}ni(  ;  ein^riei  räumlicheo 
Strahlbdschel  D,  niid  andererseits  zwei'  rS^nilielb^e'  Sferahlh^ehel 
D,  Z>^,  welche  mit  einerlei  Ebene  {£,  per^pektivipch  8|)|i^*.  1Ml|^r 
sich.  Hl  Ansehung  der  sich  rntsprechenden  Elemeotienpaarey  p^f* 
spektiviiich  heissen  und  diese  Eigenschaft  durch 

0,  c,  d....)  =  D(a,  ß,  y,  6....)  oder  •  •  . 

C(a,  b....  a,  h...,)^J)(a,  6....  a, /5)  ; 
^  *     iK(a,  b,  c,  0....)qpBi6i,^,  bil  Ci,  9| ....)  und  so  fort 

bezeichnet  werden. 

In  zwei  pers]>ektivischen  Ebenen  (S|  heissen  diejenigen 
zwei  Giradep  r,  .^i,  .wMieKßßa:  nnendijc^  entfeiniten  ädradenr^,  q 
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roR  H^,  ül  entsprechen,  die  Durchschoitte.'4Ar  PaTallelebe»* 
nen  oder  auch  die  Achsen  beider  Ebenep.  Ii^  Durcbi^chnitt^ 
ieei)  zweier  perspektivischen  Ebenen  sind  allemal  zwei  e«jt- 
sprechende  projekti  visch-gleiche  Gerade  vereinigt,  und 
zwei  entsprechende  Gerade^  vrelehe  mit  (ee^)  parallel  sind,  sind 
p  r  o  j  e  k  1 1 V  i  s  ch  -  ä  h  n  Ii  ch ,  ausgenommen  ein  einziges  Paar,  welche 
ebenfalls  gleich,  aber  iin^leicbliegend  sind,  nlimlich  diejeniges, 
in  deren  Mitte  der  Pr oj cktionsp imlct  D  liegt.  Diejenige 
Ebene  von  D,  welche  auf  senkrecht  ist,  schneidet  fC,  m 
«vi^ei  Geraden,  welche  auf  {e^i)  senkrecht  stehen,  und  derjenige 
Stri^hl  ^  von />,  welcher  diese  Geraden  unter  «eüehen  innerea 
Winkeln,  schneidet,  bestinmt  (n  IB,  zwei  Punkfe,  deren  ent- 
sprechende Strahlenpaare  zwei  ^irojektivisch  -  gleiche  8trahl- 
baschel  bilden.    Es  gibt  zwei  »Strahlen  s  und  foldich  aiich  zwei 

Saar  solche  Strahlbüschei  u.  s,  w.  (ve^l.  Arch.  1hl.  8.  S.  10,  >. 
dierhaupt  geht  wunitlelbar  ans  der  ^klSfun^^  der  CoHfoeättöii 
Ikerror,  dass  zwei  perspektivische  Ebenen  jedesmal  auch..e^it'{* 
near  sind.  Liegt  ihr  Projektionspunkt  unondlich  ejtitfemt,  so'siim 
sie  affin  und  insbesondere  gleich,  wenn  zugleich  die  mit  (efj) 

i>arallelen  Projektioiii»ebenen  die  IC,  l^i  unter  gleichen  iiin^ren 
i*lftchenwinkem  echneideni  fihnitch  dagegen,  w^nii  d^  P^ojii^lr- 
tionsnunkt  eine  endliche  Entfernuja^  und  die  EUiemm.flS«,  tH^i  e}jt^ 
parallele  Lage  haben;    und  endlich  coni^ruenf,    wenn  letztere 

Carallel  und  ersterer  ent^veder  unendlicfai  entfernt  ist  eder  Bwi«ohei 
eiden  Ebenen  mitteniune  liegt.  ■  •       i       •  >  U.  l. 

Aber  a«eh  lungehehrt  Itol  rieh  helwapleiic  '    ^'  - '  >  M  •  >>  * 

•  •    Iiehraa't'z'7.  '  .'•        ■      ' *-\ 

Zwei  collineare  Ebenen  lassen  sich  allemal  auf  un- 
zfthlige  Weisen  in  perspektlviac]^«  Lftg«  bringen. 

ßeweis.   Denn  legt  man  sie  «o  im  Bainne,  dass  das,  ^ine 

J^4iar  ihrer  entsprechenden  projektivisch  •  gleichen  Geraden  und 
eren  eni^ptechende  Punkte  sich  vereinigen,  und  sind  J?,  Bx  irgend 
zwei  andere  entsprechende  Puiikto,  so  schneiden  sichle  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  dieser  Punkte  im  Durchschnitte  der  Ebenen, 
sie  sind  also  perspektivisch,  d.  h.  alle  diesen  Strahlen  angehorige 
entsprechenden  Punlitenpaare  liegen  mit  einerlei  Punkte  der  Ge^ 
raden  BBy  in  'gerader  lilnie.  Folglich  cenverigiren  eSmintnche 
Verblndnni^slinien  entsprechender  Punktenpaare  beider  zunächst 
schaarenw  eise  in  besonderen  Punkten  von  BB^  ;  aus  demselben 
Grunde  aber  auch  in  den  Punkten  jeder  anderen  Geraden,  jivelche 
Miel !  entsnrDchende  Pvikte  Terbindet;  also  comrerglren  alke  ii 
^em  und  demselben  Punkte  D. 

'  Weit  schwieriger  wird  sich  der  Beweis  für  den  analogen  Fall 
räumlicher  Strahlbüschel  zu  Stande  bringen  lassen,  und  diess  hat 
«einen  Grund  darin,  dass  vier  gegeneinander  f^te  Strahlen  einei» 
Punktes  V  Im  Rinne  sieli  aieht  alleiBal  so  Imn  laKsea./  dam 
mß  vief  bepehlg  gegebene  Punkte  efaier  Eben«  ifc  treffen. 

•  .    •         .    •■  .  .  .    ■       .       •  , 

*  *      «  ■  *  « 

L  e.  h  r  8  a  t  2  8.  . 

. .  1|>  9wei  pefel^ektivisch^n  rftumU^vn  Straklkftaelutiii 
gübi^k  AUainAl>ntiiti(der  «wipl  Paa.r  iHtsii'reeb^adiirp^a- 


im 


ffefettVisöh-glfeiche  cbejie  SträhllMls<rh el  iinrf  zwei  Paar 
eittt's'p  rech  ende  pr<yjektivVsch  -  gleiche  Ebenenbtis  cheU 
odbr  e^  gibt' von. beiden  Arten  nur  eines  oder  unx&'h- 
lige  Paare. 

Bp>veis.  o)  Steht  der  gemeinächaitHche  Strahl  von  D,  J)^ 
schiel  auf  dem  perspektivischen  Durchschnitte  so  wird  das 
eine  Paar  der  erstep  Art  von  den  bekleo  Paralieiebenen  gebildet» 
das-iüidfre  von  denjenigen  zwei  Ebenen,  welche  man  erhält,  wenn 
man  seiJc^eicht  aui*  den  (;em.  Strahl  in  der  Mitte  desselben  eine 
Ebene  emchtet  und  nacfi  der  Geraden,  worin  diese  Ebene  (iic  ^ 
schneidet,  durch  /),  Di  zwei  Ebenen  legt,  was  sich  aus  der  Con- 
gruenz  ebener  Dreiecke  ergibt.  Das  eine  Paar  der  ai^deren  Art 
,wird  von  ,(len  gemeinscbafulchen  £benen  beider  Strahlb^cbel  ge- 
bil^t^  und  die  Achsen  des  anderen  erhält  man,  wenn  man  aus 
/),  zwei'Senkre(;hte  DA,  p^A^  auf  15  fallt,  den  Al)staTid  AA^ 
ihrer  Fusspunlöte  im  \  erliiiltniss  von  l)A  :  D^Ai  in  eiin m  Punkte 
M  theUt,  und  die  Geraden  />J/,  D^M  zieht.  Denn  ist  BMßi^ 
Irgend  ein  in  'ft  liegender  Strabt  des  Punktes  itf»  dessen  Theile 
iSßt,  MJSi  auf  verschiedenen  Selten  der  TJnie  AAi  liegen,  so 
i^ind  in  d^p  rechtwiDkligenDreikanteu  31  (DAß)  und  M{^AiBi) 

Äe  W^keH)Üf^=Z>i#/i^i,  weU  jf^^-^p'*  femer  die  Schelk 

Aelwinkel  .AMB  —  AiMB^:^  also  sind  auch  die  tiächen winket 
A{MD)B  =z  Ai{MD^)B^  u.  s.  w.   A)  Steht  der  gem.  Strahl  senlc^ 

recht  auf  Ü^,  so  fweif  die  ^zweiten  Paare  mit  den  ersten  zusam- 
men: üikI  (•)  liegt  ausserdem  für  KJ^ene  in  der  !\lltte  z\vischen 
D  uiwl  1)^,  oder  ist  dieselbe  unendlich  ^enjfernt,  so  gibt  es  unzäh- 
lige Paare  von  beiden  Arten. 

Lehrsatz   9.  ' 

"  In  zwei  perspektivischen  räumlichen  Strahlbüschelu 
gibt  es  entweder  nur  ein  einziges  ^'aar  entsprechende 
normale  gleichseitige  Dreikaute,  d*  h.  i?b  drei  zueinan- 
der senkrechten'  Strahlen  des  einen  drei  ebensolche 
Strahlen  des  anderen  entsprechen,  oder  es  ?if»t  nrizah- 
lieje  seiche  Paare,  welche  eine  Kante  «jeinein  haben, 
ocler  es  gibt  unzählige  beliebige,  d.  b.  jedem  aormaleii 
gleichseitigen  Dteikant  des  eloeo  entspricht  ein  eben* 
solches  des  anderen  Str'ahlbiischels. 

Beweis,  a)  Der  gem.  Strahl  DD^  stehe  schief  auf  (C. 
Legt  man  durch  1>,  eine  Ebene  senkrecht '  auf  CS,  so  liegen 
in  dieser  Ebene  zwei  entsprechende  ebene  Strahlbüschel;  die 
Schenkel  der  entsprecbend*Mj  fet  lifen  Winkel  dieser  letztfM-en  bil- 
den zwei  Paar  entsprechende  kanten  r,  ;  <,  /i,  und  diejenigen 
zwei  Strahlen  s,  sn  welche  auf  jener  Ebene  senkiecht  stehen,  bil- 
den das  dtitte  Paar  Kanten  der  «n  Rede  stehenden  Dreikant«. 
Denkt  man  sich  Jian  >  die  Kanten  b ,  c  und  »i ,  6i ,  eines 
neuen  Paares  ents^^rechender  normaler  aleichseitiger  Dreikante 
schnitten  die  Khene  i£  in  den  Punkten  a,b,  c,  so  seien  >,  et,  M 
die  Mittelpunkte  der  Strecken  ab,  ftc,  bc,  DD^i  weil  nun  Winkel 
AM's=:aA>^b=l?,  so'wäre  die  Strecke  Dy:=t^^hytsiDxft  also 
ilf/,;und  aus  demadbeii  Gmnde  aifch  Jfp>  ife^  denkreclit'  iMlf 
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^/>, ;  folglich  mltosten  ^»  Mß,  itfa  ia  «inar 'Ebene,  imd  die 

Punkte  y,  cf  in  t'tnpr  GcTaden  Hegen,  was  nur  dann  nioglich 
ist,  vveriii  «  iner  d^r  Punkte  a,  b,  C,  z,  B.  unendlich  entlernt 
ist.  Dann  aber  wäre  6*|Jc2)  die  Ebenen  JJ^b,  ü^ab,  beide  senk- 
recht auf  würden  also,  da  durch  DD^  nur  eine  senkrechte 
Ebene  auf  ti(  geföllt  werden  kann,  mit  der  vorhin  gedachten  Ebene, 
ym^  die  n<»ncri  Drclkante  mit  den  fniherrn  zusammenfallen.  //)  Steht 
/>/>!  senkrecht  auf  hllden  je  zwei  rechtwinklige  und  mit 

parallele  Strahlen  nehst  DD^  ein  normales  gleichseitiges  Drei- 
kanf»  welchem  ein  gleiches  Im  anderen  StrahlMschel  entäp^clit'; 
und  e)  liegt  CS  mitteniime  zwischen  D,  Di  oder  ist  unendlitÜ  ät- 
femt»  so  gibt  es  unzüblige  beliebige  solche  Dreikante. 

Erklärungen. 

'  mm  ,1 

Eine  Ebene  und  ein  räumlicher  Strahlbüscbel  heis- 
sein' Collinear  oder  reciprok,  wenn  eine  zweite  Ebenö 
mit  der  ersteigen  bezüglich  collinear  oder  reciprok  und 
mit  dem  letzteren  (in  Ansehung  der  betreffenden  Etemen^n- 
paare)  perspektivisch  ist.  . 

Zvvei  räumliche  Strahlbüschel  heissen  collinear 
oder  reciprok,  wenn  bezüslicb  entweder  b eide  mit  der- 
selben felbene  collinear  oder  helde  reciprok»  od«r  ah^ir 
der  eine  mit  einer  Ebene  collinear»  der  andere  mit  der- 
selhen  Ebene  reciprok  ist. 

OfiTie  weitere  Erläuterung  wird  man  nun  die  folgeuUen  i^ät^e 
für  lichtlij  beiluden.    /      '  '  ," 

Lehrsatz  10, 

In  zwei  colünearen  räumlichen  Strahlbüscheln  ent- 
spricht jedem  ebenen  , Strahlbüschel  des  einen  ein  dem- 
selben prejektivischer  ebener  Strahlbflscbel  des  ande» 
ren,  and  jedem  Ebenenbüschel  des  ersten  ein  demsel- 
ben prejektivischer iEbenenbüschel  des  letzten;  und 
umgekehrt. 

Zusatz.  Zwei  räumliche  Strahlbüschel,  deren  Strahlen  paar- 
weise gleiche  Winkel  einschliessen ,  sind  collinear,  und  jenacbdem 
dieselben  congruent  öder  symmetrisch  sind,  sollen  sie  gleich- 
liegend  oder  nngleiebliegend  gleich  beimn;. 

.  .    .  .  .1-,      *  -■       ■  .  . 

L  e  h  r  s  a  t  z  11. 

In  zwei  reciproken  räumlichen  Strahlb^üscheln  ent- 
spricht einem  jeden  ebenen  StruhlhfiscÜel  des  einen 
ein  demselben  prejektivischer  Ebenenbüschej  des  an- 
deren, und  einem  jeden  Ebenenbüschel  des  ersten  ein 
demselben  projcktivischer  ebener  Strahibüschel  des 
let^^ten;   unct  umgekehrt. 

Zusatz.  Können  zwei  rfiumliche  Strahlhüschel  so  gelrirt  wer- 
deny  dass  einem  jeden  Strahle  des  einen  eine  gegen  ihn  senkrechte 
Ebene  des  anderen  entspricht^  so  gilt  dasselbe  auch-  gegenseitig, 
niid  jedem  ebenen  Strahlbildcbel  des  einen  entspricht  ein  demsel- 
ben prcjektlvisch-gleicher  Bibenenbfischel  des  anderen;  diesetben  sind 

Tbeil  IX.  11 
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«lalier  in  jdder  helielueen  Ldge  teciprdk*  und  zvftüt  mlh^  fi^ 

L  e  h  r  8  a  t  3!  12. 

}6t  bei  irj^end  einer  Anzahl  7i  Geliilden  —  Ebenen  und 
räumliche  tStraL^bü;^cbel  -r  in  irgend  eiDcr  bestimmten  Ord- 
nung genommen,  der  Reihe  nach  j^de«.  G^hildc^^  mit  Hen 
flarauf  folgcndeii  cellinear  oder  reciprok,  so  ist  jcde# 
mit  jedem  und  namcntlicli  aücb  das  erste  mit  dem  leti«' 
teo  <p<^liiiiß4r  o4;^r  reciprok« 

Lehrsatz  13.. 

In  ^wei  C'pfipiC^n  tri  sehen  Qol|in0ar^n.rjliimlichen  Strahl« 

biii^iefieln  niu.SHen  sich  allemal  wenigstewij  ein  Paar  ent- 
sprechende Str4,l>Un  und  eji^  Pi^^tr  ef|t§pi;f:c(k^j^de  Eh^- 
n^JO  verein  ige  n. 

Beweis  nach  Seite  25,  1.  des  8ten  Tfds.  des  Archivs  mittels 
zweier  aufeinandergelegten  Kbenen,  deren  eine  mit  dem  einen, 
die  andere  mit  dem  anderen  räumliche«  .StrahlhiSsehel  pecspektl* 
fiidh.  ist  1 

L  e  h  r  0  «  t  z  14.  ' 

In  zwei  heliebie  liegenden  collinen^fq  rJlnp.ilf^^i| 
S  tr  ah  Ib  fische  In  sind  wenigstens  ein  Paar  entsprechende 
Strahlen  und  ein  P,aar  entsprecliende  Ebenen  parallel. 

Beweis  napb  dem  vorigen  Satze  mittels  eines  dritten  Strahl- 
liüs(hf^lN-.  n  elcher  mit  dem  einen   f oneentriil^h'  fst  Ul^t  d^sen 

iiti;ahieu  d^nen  des  ^pderep  parallel  sind.    "     .'  * 

•  .  •        .     »        .     «     ■    '•  "     .  •  / .      ' »  ^ 

L  e  fa  r  s  a..t  a  15.   •  ' 

In  zwei  collinearen  rlumüchen  Strahlbflseheln  gibt 

es  Jineninl  ein  Paar  enf5;]irr' rhonde  normalr  ^rleichsei- 
tige -U  r  elkantc,  d.  h.  drei  zu  einander  r  e  i  ]j  twinklig  en 
^tjahleu  des  einen  entsprechen  drei  eben  saicheStrah- 
len  Im  anderen. 

Beweis.  Es  seien  V,  irgend  zwei  coUineare  räumliche 
Strahlbflschel,  nSmIich  -  ,  < 

nillili  diKflice  -sieh  ^nen  ipH  Di  concentrischcn  rSiimilchen  Sitrahl- 
bfiiEIcliel  dessen  Ij^henen  ec^.  ß.j.,  y<i>  . .  auf  den  Strehlen  a^^ 
h^,  Cj,  (lf\s  ersteren  senkrecht  stefien ;   recl^ne  jetzt  diese 

Ebenen  auch  zu  1\  und  denke  sieh  die  den  seihen  in  />  entspreehen- 
deii  Ebenen  «r,  ^,  y,  d....;  endlich  denke  man  «ich  einen  mit  /> 
c^^entrischjeij  fi>tralilbiiw;hel  Jy ,  dess^«  ijJtf^Wejn  c  , 

auf  d«»  Ebenen  fr,  §^  d....  seobrefliNt  stehen;.,  m  tot  iseil  nad& 
«    I^ehrs^tz  II.  jSpisat«.  dj»  $tfitblbfl»dier  A  vn!^Ü%^  D  xa4  J»^ 
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=  •  Vi  («51»  AjV  j)^,  AfeM«) = mf*  (fi  r»'^..;^)^mi^,  b',  ^. 

So  oft  nOn  in  diosen  letätcn  Striihlbiisdiefai  D,  ly  zwei  ent- 
8|»re('Iieiule  Strablen  <?,  c*  sich  veremigen,  mnss  die  zu  D  gehö» 
rige,  auf  {ee')  senkrechte  Khene  <  ie  i>i  ebier  Ebene  entsprechen, 
welche  auf  eiucm  Strahle  dieses; Stniblbti«cbels  senkrecot  steht; 
4er  iefaierseite  iriecler  jtMoi  ^eivlral  StmUt  e  oder  (ee')  von  />  eot« 
Hpricht.  Nun  aber  gibt  es  nach  Lehrsatz  IJ.  allemal  ein  Pa«fr 
solche  Strahlen  Cy  also  <ribt  es  io  den  StrahlbOscheln  D, 
uuch  altemal  zwei  sich  eutsjrirerhen<le  Strahlen,  welche  auf  zwei 
i&benen  senkrecht  stehen,  die  siqh  cben^^Us  entsprechen.  Die  die- 
(iieo  Ebenen  angehurigen  entsprechenden  projektivischeii  Strahl- 
tMlschiel  aber  enthalten  allemal  zivei  Milst>rec«Biide  reelite'  Win- 
also  bilden  die  «Sdieiikei  des  einwiiiaitoer  .Winkel  mit  Ml 
auf  ihrer  Ebene  senkrechten  Strahle  ein  normales  eleichseiliges 
üreikant,  welchem  ein  ebensolches  Dreilutat  im  anderen  Strahl- 
bäsdiel  entspricht.        '  ■  _         *       '  " 

Die  entsprechenden  .Kanten  und  Seiten  dieser  beiden  Drei> 
kfmte^^ojlen  die  entsprechenden  drei.  P^r  Nprm,aUtrali- 
lü^n  inid  die  entsprechenden  drii  Paa^r  ^Qrntprebpnen  der 
i!olttii^t%ii  rtUnnlkmea  ät»bllifische^  1»^^ 

*\ ,  .  Li  ^     r  a  a  t  z  t6. 

Zwei  cotlineare  räumliche  StrahlbOschel  lassen  viell 
illenial  und  zwar  auf  unzählige  Weisen  in  perspektivi- 
sche Lage  bringen;  d^cb  fallen  in  jeder  dieser  Lagen 

eJii»Dev  «mrei^affd^ii' 

Beweis.  Es  seien  Dx  (Taf.  V.  Fis.  3.)  irgend swdcollfneare 
rfiumliehe  StrabibOscliel ,  deivn  liitte4punKte  «ine  beliebig  (,'ewäblte 
feste  Lage  haben;  r,  ri ;  *| ;  t,  seirn  die  entjsprcchonden 
«}rei  Paar  Normalstrahlen;  und  (»| ;  (7,  ;  r,  r,  die  denselben 
gegenüberliegenden  enteprecbeoden  doeiPaar  Normalebenen.'  Man 
denke  sich  Mde  Strahlbfiscbel^  so  gedreht,  dass  ehi  Paar  dieser 
Ebenen,  z.  B.  ^^pi,  sich  vereinigen,  und  sodann  wieder  den  einen 
der  in  (ppi)  liegenden  entsprechenden  ebenen  Strahlbuschel  derge- 
stalt um  seinen  festen  Mittelpunkt  Dy  gedreht,  dass  iri^end 
zwei  entsprechende  Strahlen  r' ,  diecaelben  mit  der  Verbin- 
dungslinie  der  festen  Punkte  Dt  I\  znsämmeiifiillen.  Diess  vor- 
.^usi^setzt,  80  mfisaen  ^^esSb  f^benen  Strahlbtechel  perspektiviseb  ^ 
sein,  und  sämmttiche  entsprechende  Ebenenpaare  Von  D, 
welche  durch  die  parallelen  Strahlen  r,  gehen,  werden  sich'm 
lauter  mit  r,  parallelen  Geraden,  wclcne  auf  dem  perspektir 
vischen  Durchschnitt  jener  ebenen  Strahlbuschel,  also  in  einer 
Ebene J(  liegen^  diirenschneiden.  Kann  ma|i  nun  zeigen,  dasa 
amlser'r,  ri  noch  irgend  ein  zweitCvS  Paar  eiiUjprecbenae  Strah- 
len, welche  nicht  auf  der  Ebeiie  (^Pi)  liegen,  sion  i«  eineM  Punkte 
schneiden,  oder  dass  ausser  den  Ebenen      'und  t^*ri,  ^^uad  ^ 
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noch  ireend  jeiir  Paar  entsprechende  sich  vereinigen,  so  werden, 


aen  ocnim          geaen«  sicn  ▼eranigen,  una  ucibiuh;«.  , 
entsprechende  Strahlen  von       Di  sieh  in  der  Sbene 
den  müssen.     •   "  .  »  . 

>  Zu  diesem  Behufe  denke  man  sich  durch  den  Strahl  r'  eine 
Ebene  gelegt,  welche  die  Ebenen  6,  t  in  den  Strahlen  s'y  i'  schnei- 
det, und  durch  '  die  der  ersteren  entsprechende  Ebene,  welche 
die.  Ebenen,  tfi  in  den  entsprechenden  Strahlen  $i\  1^  schnei- 
det. Jetit:  b^timme  i*4ni«itf  te  Gemden  DM^  swei  Punkte  p 
wdiq  tdergeatdlt«  das»  •:-'.»  u :    i    ..  >  :t  * 

.      .:'     »•.*•»  i  ;  »  .         '  • 

, •  i  .  ,     .  /  ;  ,   •  ■  i>ip'~'/>|q~cot#jri*'        ■        •       •. ..  i 

und  errichte  in!dieeea.  Pnskten  in  dec  Ebene  (^Oi)  auf  DDy  zwei 
Senkrechte  py  Fcmerüliestimnle^inMäk  aiii ^eiandtee 
Punkte  m,  n  80,  dasft     ,     ■  ;  n.» 

und  beschreibe  in  der  J^bene  (ppi)  über  der  Strecke  mn  als  Durch- 
messer einen  Kreis  iC,  Es  sind  nun  bloss  drei  jPälle  mögUph: 
a)  die  Punkte  m  und  n  schliessen  die  Punkte  p  und  q  ein,  und 
die  Geraden  ^schneiden  den  Kreis  /C;  b)  die  Punkte  m,  II 
werden  von  den  Punkten  p,  q  eingeschlossen,  und  die  Geraden 
p,  schneiden  K  nicht ;  c)  die  Pünktenpaare  m,  n  und  p,  q  schlies- 
spn  sich  gegenseitig  aus, /und  die  Geraden  />,  y  schneiden  K 
nicht;  denn  dfr  F^ll,  d£k»s  m,  n  nüt  p,  q  zusammenfallen,  lässt 
siob .  imnier  diireli  >ei«e  ^^mdere  Wabt  der  wählen;  f^h'^  irermeiden; 
Man  bemerke  hierbei,  dass  sowohl  Itl»  tt  als  Ip»- i|:mlt:dea  IHhiIm 
ten  />»  Dt  harmonisch  sind. 

a)  Es  schneide  :p  den  Kreis  iiT  in  d;  so  denke  man  sich  die 

ili'!(^?i)  liegenden-  ebenen  Strahlbüschel  (und  zugleich  die  räum' 
(ichen  Strablbüschel  selbst)  so  lanG:e  um  die  Punkte  />,  ge- 
ÜrjQhtf.bi^  die  Strahlen  s,  &i  durch  den  Punkt  »  gehen;  daun  ist 

Aber  tng fr'. tngijri'  ist  das  Produkt  der  Tangenten  der  Win- 
kel, welche  zwei  entsi»rechende  Strahlen  der  gedachten  ebenen 
ätrillilbflSGbel  mif  'zw'el'un^leichnamigen^Schehkeln  der  entsprechen- 
den rechten  Winke!  eirischliessen,  und  diess  ist  nach  Archiv  Tbl.  IV.* 

S.  250.  6.  constant;  also  werden  durch  diese  letzte  Drehung  längs 
d^r  Geraden  .i!)/>jL  . wiederum  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt. 

Nach  einem  hekannteiif.Sfi^e  hati  jeder  Punkt  «.  des- Kreises: 
die.  Jijigensqhaft^  dass  a -'t !   \  \.  .  i  .•      •  k«-.!^  i'/'m  .  -.  ;  ..> 
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also  ist  .   .  .  .  ^ .  .  f 

Die  den  Ebenen  r,  gemeinsame  Gerade,  stellt  im  Punkte  8  auf. 
(^,)  senkrecht  >  \un4-.^iSd  . nun  ft  ti'  die^Ptrakte,  wo  diese  iGeraide 
von  den  Strahlen  V,  ii  g»«el|^tieii  wird,  so  ist  dt'  =  />d.tangs£' 
=  Z>i3.tng*i^i' =  ötj';  entweder  also  schneiden  sich  die  Strah- 
len t',  ti  in  einem  Punkte  jener  Geraden,  oder  die  Punkte  t^, 
liegen  süiT  ^erschienenen  S|eit|»n  von  8  gl^ichweit  davon  entf<^rnt; 
hu  letzIeD  Falk  ia»er  bilden  die  Ebeeeii  WD^,  /Xt'/).  gl^M^he. 
Winkel  mit  (^Pi);  man  kann  also  den  räumlichen  »Strablhli^Qhel 
Dl  dergestalt  um  seinen  IMittelpunkt  drehen,  dass  drei  Paar  ent- 
sprechende Ebenen,  nämlich  q  und  Qi,  rDo  und  r.Äp,  Dt' Di 
und  Dil  Dl  sich  decken.  Folglich  sind  nie  räiinulcnen  StrahC 
Mhicbel  D,  Dl  in  beiden  FftUen  perspektivisch. 

6)  Worden  die  PmultD  m,  n  von  den  Punkten  p/'^  einge- 
schlossen, 80  denke  man  sich  die  Strahlhuschel  />,  Di  so  gedrent, 
dass  jetzt  die  Ebenen  x,  zusammenfallen  und  die  Stranlen  Ü, 
tt*  sich  längs  DDi  vereinigen,  und  lasse  jetzt  die  Strahlen  *,  Si 
wec^be  Rolle  wie  -  früher,  und  die  Strahlen  r't  vi  diejenige^,  dej. 
Strien  t\  ti  spielen.  Dann  aW  vertauscbep  die  Winicel^.  njijij 

s^Ti  und  Siti'  gegenseitig  ihre  Rollen,  und  folglich,  die'  niijuT. 
mehngen  Punkte  p,  q  und  m,  n  bezüglich  mit  den  l ruberen  t'ünk-" 
ten  m,  n  und  p,  q  ihre  Stellen;  der  neue  Kreis  K  ^vird  also  von| 
den  neuen  Geraden  q  geschnitten,,  uo.d,  folglich  lasse^  sich  (\i^ 
Strahlbfischel      Di  perspektivisch  legen. 

e)  Schliessen  die  FanKteopaare  m,  n  und  p,  ^  eich  gegensei- 
tig ans,  so  muss.  Trenn  z.  B.  die  Strecke  Z>q  kleiner  als />iq  ist, 
dagegen  'Dn  grosser  als  Diti  sein,  folglich    '      *  •    ^  "i 

-  .'»l'-lW.  fr'>W.  f,^'  und' W;- «f -K^fi*';' 

«...  "  ■ '  "  I 

wo  immer  nur  spitze  Winkel  zu  verstehen  sind.  Ist  nun  in  Täf.  \':\ 
¥ig.4,  rßt  6m  normales  gleichseitiges  sphärisches  Dreieck,  dessen! 
StttenHNiii'eineiii  ^rSssm  KMse  der  £ugel  in  den  Pii'nkieii  tt'» 

jf^-  / geschnitten  werden, ^0. ist' bekanntlicb  '  ^m.  i.-:  . 

'  '  •  •  • 

!        .•  '  ■.'•.••Hl»'»' 

.  !    ^tngj^ir'^sinjit'^s^tBgfr^  and  tngr^i^'.sinr^^T^to^.r«':      ;:  ,.  | 


tngir'ssUign'.tngfl'.  ' 

'   i  '»  vi 

Verbindet  man  .  hiermit  noch 

»••»•■•  •»•■•^        •■•»tngiri'=rtflgfii#i<^;.tilg^ifj'        S:  i-' 

und  nimmt,  wa^  offenbar  erlaubt  'ist#  die*  jetsige  Beeeich|iuag  hn 
. Sii^d«  de»  frdhbren ,  bö  slebtinan^  dass^  weim -     it •> i\'> i.- •  < 

•  him^^i  .inV^iW'>nWk  Jfci%V«id.WK  j<',<W,;*ltJ'  nJ-'.,.'  .«.; 
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ist,  dann  nothvrendig       rf'>W.  rii/  sefn  -ttniss,  während  ancK 


ist«    Aiieh  bcmerl^e  msn;  *  dasil  dann  der  irtimipfe  W«  W  grSsser 

als  der  stunwfe  tisJ ,  also  der  spitze  W.  ttf  iileiner  als  der  spitse 

Können  also  im  falle  (t)  die  iStrablbüschol  /> ,  Di  nicht  perspck- 
tiviseh  w^den ,  so  lufige  man  die  Ebenen  ^ ,  <^der  r ,  steh 
dedcipn  l^sst»  soulMMieen  sie  es  netliweDdig  werden,  neun,  die 
ElNMien  tf,  9i  sieh  declcen. 

Und  uiti*ekehrt  t  sind  rlie^elhert  der  jrpnnnnteii  Lnt^e  rdliip:, 
iyidem  die'  t^lbenen  Q,  (^g  Sich  decken,  so  ist  nothwendij;  der  .Fallt 
a)  vorhanden,  lilso  "  '  ' .  i     .  .  t  '  * 

•        -     I  *  ;  •  ,  ^ 

es  sind  also  diö  Strnhihuschf  I  der  perspektivischen  Lai?e  nicht 
ßibig,  weder  wean  die  Ebenen  r,  noch  wenn  er,  öj  zur  iJecknng 
gebracht  vt^erden.  Endlich  leuchtet  ern ,  dass  dieselben  in  dcf 
persjiektiTischea  Lage  verhanreiiy  treüh  man. Ihren 'BRttefpnftfct^ 
immer  andere  Lagen  gibt,  aber  dafllr  sergt,  dass^  Ihre  vereinigte^' 
Ehenenpaare  ^vereinigt  bieBran*  .       .     '  " 

E  r  k  I  H  r  n  n  g. 

In  zwei  rcciproken  räumlichen  StrablbiM^cbein  soll  jeder 
Strahl  die  Polare  der  ihm  entsprechenden  Ebene,  und 
jede  Ebene  die  Polare  des  ihr  entsprechenden  Strah- 
les; und  wenn  erstere  concentrisch  sind,  sollen  je  zwei  Strah- 
len einer  Ebene,  vdn  denen  der  eine  in  der  Felarei  dea  aailerev 
liegt,  zugeordnete  Polaren  dieser  Ebene,  imd  je  zwei 
Ebenen,  Ton  denen  die  eine  die  i^olare  der  anderen  enthalt,.  2a* 
geordnete  Polaren  des  Strahles^  in  welchem  sich 
sehneiden,  genannt  werden.  Entsprechen  sich  je  zwei  Elementen- 
paare  in  doppeltem  Sinne,  sc^  wird  dies»  durdh  das  Beiwort  „har- 
monisch" angedeutet»  und  die  Strahibüschei  heissen  dann  inf.jf- 
iutorisch. 

Die  folgenden  drei  Sätze  wird  man  ohne  Schwierigkeit  aus 
den  S&tzen'll,  5  and  6  abzuleiten  wissen. 

Lehrsatz.  17. 

In  zwei  eeneentrisebeA  recinrolcen  rSumiicben  Strabl- 
bfischeln  bilden  die «StlLmmtlicheti;  Paare  angeordneter 

Polaren  einer  Ebene,  in  bestimmtem  Sinne  t^enommen, 
zwei  urojektivisich e  ebene  Strahibüschei,  und  d^e 
sämmtlichen  Paare  zugeardotet^r  Poiaren  eines  $tr»hi0y 
In  bestlmni|tem  Sinne  genommen,  zwei  projektivische 
Ebenenbasdb^l/uAjl  x^a-r  sfg^d^         «benen  Strahl- 


ff 

büs^chel  Sdwbhl  al  s  diese  Ebeoetifinsehel  involutorisch, 
if^enn  die    räumiidieu   S  t  r  a  ti  1  b  ü  ä  cii  e  I    invo  lutorisch 

,  »     «  »  •  -  H  ,  . 

In  zwei  concentrisclien  reclproken  räumlichen  Strahl- 
büscheln gibt  es  eiit>veder  keinen  oder  nur  einen  oder 
unzählige  »Strublen,  weiche  aui  ihren  Polaren  liegeD» 
und  diese  'ßtrablen  J>4M'0n.eatweder^eiDen  Kjege^  ^8 
zweiten  Gradee  oder  zwei  Ebenen  oder  nur  eine  ein* 
sige  Ebene. 

Lehrsatz  19. 

In  zwei  invohitorischpfi  ränmÜcben  Strahibüscheln 
gibt  es  en tweder  kei Don  oder  unzählige  Strahlen,  welche 
auf  tliren  Pflitfcr^n  lie^^^n,  utod  dleA«  Strahlen  bilden  älle- 
tnal  einen  Kei^el  deM  ü^weiten  Grades«  deasen  B^rüb- 
fitngseben^ii  llire  Poiarj^l^  sind..  .  . 

I  ti  e:l|  r.4.^  t  z  20. 

Liegen  itwöi  fUtXprokti  rSuiAltche  Strahlbaschel  bd^ 
liebig  im  Raunii»,  so  cri')t  es  pnt^vedtr  tn  keinem  von 
'beiden  einen  Strahl,  dei  mit  seiner  Polare  parallel  ist, 
oder  es  gibt  in  jedem  nut  einen  solchen  Strahl,  und 
dieb«  beiden  8ttab'Uft' alH d  tititer  sieb  pätalltfl,  oder  e^ 
ibt  in  jedem  anzätili^^  solche  Strahlen;  und  zirar  Ull- 
en  dies<^  ßt¥iihlin  ^ritwedfer  zwei  Keiijel  des  zweiteh 
Gfäd^s,  derori  Strahlen  prjfirweise  parallel  sind,  ode^ 
zwei  Paar  parallele  Ebenen,  oder  ein  einziges  Päar 
adtbh^  Ebeneh. 

Beweis.  Denn  denkt  mau  tiich  einen  dritten  räumlichen 
Straiilbdeebel  /)^,  welciter  mit  dem  einen  der  In  Rede  stehenden» 
z.  B.  />,  concentrisch  ist  und  dfessen  jStrablen  a«,  b±t  ci, 
mit  den  Strahlen  a^,  h^,  r,  ,  r/i-...  des  anderen  />.  parallel  sind, 
so  sind  D  und  D.^  reciurok;  so  oft  nun  ein  Strahl  auf  seiner 
Polare  a  liegt,  wird  der  Strahl  ä|  mit  seiner  Polare  a  parallel 
sein,  und  ist  o  der  mit  vereinigte  Strahl  von  so  muss  auch 
dfe  dem  Z)i  ängehorige  Polare  tf|  von  a  durch  den  Strahl  gehen, 
also  auch  a  mit  seiner  jPoIare  parallel  sein.  Folglich  ergibt  «ich 
unser  ^atz  ganz  eiafiicfa  aus  Lehrsatz  lÖ. 

Lehrsatz  21. 

Tn  7\ve\  reciiiroken  räuninchcn  Strahll)if«»rhe!n  ixibt 
es  allemal  ein  l'aar  entsprechende  normale  gleichsei- 
-  tige  Dreikante,  d.  |i.  die  Kantendes  einen  sind  die  Pola- 
ren der  Seitenfläehen  des  anderen. 

Beweis.   Detin  ist 
:    •  •  ;      DiUibtCt  li...) Dl  («j. »ßi»yi9 dj .,'..}, 
und  deniit  man  sich  einen  mit     coocentrischeil  rSumlicheo  Strahl- 
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böschel  dosten  Stratüep  ot,  0^,  Cg*  c/^...  aui'  den  Ebeoen  Ot, 
ß\y  ri'      ••  ^krocht  sind,:  teclmeC  jetst  diese  Strakleto  m.A 

und  denkt  sich  wieder  einen  mit  D  concentrischcn  StrahlbAiflliel 
/>',  dessen  Strahlen  a',  6',  c',  d'....  auf  denjenigen  Ebenen  «,  ß, 
y,  S...,  von  D  senkrecht  sind»  welche  den'SUahieo  a^b^  c^d^r- 
eutsprechen.  so  ist 


I    t  I 


♦  . 

also 

So  oft  mm-  in  den  co|li.iiearen  Sfrahlbflscheln  D,.  ly.  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  e',  e'  eich  vereiniijen,  muss  auch  der  auf  (0^^ 
senkrechten  Ebene  ?  von  D  ein  »Strahl  in  Di  ents|)rechen, 
welcher  auf  einer  Ebene  von  JJi  senkrectlt  steht,  die  ihrerseits' 
wieder  dem  Strahle  (ee')  von  1)  entspricht.  Nun  aber  gibt  es 
nach  Lehrsatz  13.  allemal  zwei  solche  Strahlen  e,  e*\  also  gibt 
es  in  D  allemal  einen  Strahl  und  eine  darauf  senkrechte  Ebene, 
deren  Polaren  in  />i  bezüglich  eine  £bene  und  ein  darauf  senk- 
rechter Strahl  sind.  Erstere  mögen  r,  p,  letztere  pi »  heissen. 
S.ämmtlichc  der  Ebene  q  angehürige  Strahlen  von  D  bilden  einen 
ebenen  Strahlbüscbel  B ,  nnd  deren  Polfirea  einen  mit  projektiv 
▼Isdien  EbenenbSschel  X  ,  dessen  Achse*  ri  ist,  deesen  Enenen 
idso  auf  9|  senkrecht  stefien,.iiiid'2(i  schneidet  Qy  in  einem  ebe- 
nen Strahlbüscbel  ,  der  also  auch  mit  B  projektivisch  ist.  Aber 
jB,  By  haben  allemal  zwei  entsprechende  rcdite  Winkel;  also 
gibt  es  in  B  zwei  rechtwinklige  Strahlen  it  it  denen  in  ^1  zf^ei 
pbenen  <fi»'^  entsprechen,  welclie  ebenfalls  eipien, rechten  FlSeben^ 
Winkel  einscnliessen;  und  somit  gibt  es  in  D  drei  zu  einander 
rechtwinklige  Strahlen  r,  f ,  i,  denen  in  drei  zu  einander  recht- 
winklige Ebenen  ,  ^1  entsprechen,  und  p,  er,  t  sind  die 
Verbindungsebenen  von  s  und  ty  r  und  r  und  5;  und  sind 
id,  <i  die  Darch'schnitfsUnien  yon  <^  utad  r.,  p]  und  jj,  ^|  und  (Ti, 
80  injfarsen  auch  ^,  tf^.ir  lind  ri,-  tf^,  Ti  sieh  beiffgll^  elitspr^^ 

'   *      j  Erklärung.'"  .. ' 

Die  so  erhaltenen  drei  Strahlen  r,  s,  t  und  deren  Polaren  pi, 
^1»      (oder  und  q,<s,j)  sollen  drei  polarische  Nor- 

malstrahlen nnd  Norlnalebenen,  und  je  xwei  Strahlen  r;  ri  ; 
9f  iii  ty  ti  zugeordnete  Normalstrahfen,  je  xwei  Ebenen 
p,  a,  ;  T,  T,  zugeordnete  Nornialebenen  der  reci- 
proken  Strablbüschel  D,  Di  heissen..  ' 

»  « 

Lehrsatz  22. 

'  Zwei  concentrische  reciproke  räumliche  Strahl- 
bfischel  sind  InToIntorisch,  wenn  irgend  zwei  Strahlen, 
welche  nicht,  oder  wenn  irgend  drei  Strahlen, .  welche 
auf  ihren  Polaren,  doch  nicht  in  einer  Ebene,  liegen, 
denselben  in  doppeltem  Sinne  entsprechen;  und  daher 
auch,  wenn  ihre  zugeordneten  rsormalstrahlen  sich 
fifiarweise  vereinigen,  .  „'t.  ,  m-.- 


Digitized  by  Google 


171 


Beweis  nach  Lehrsatz  1.  mittels  zweier  auf  einander  ijeleg- 


zweier  mvolutorischen  rliunilichen  8trahlbäschel sollen  die  Achsen, 
und  die  vereinigten  Nonnalehenen  {q(^i),  ((^oi),  (rt.)  oder  ^,  <y,  r 
sollen  die  Ach isen ebenen  dieser  htrahlbuschel  neissen;  ferner 
jede  ^Iiene,  welche  durch  eine  Achse  geht,  eine  Onrchmebs^f* 
ebene  dieser  Achse,  jeder  Strahl  einer  Achscnebehe'  eitt 
Achsen  strahl  dieser  Ebene.  Die  Jlaiiptstnihlen  der  von  dön 
zug.  hami.  Polaren  einer  Durchniessercbene  gebildeten  Involuticm 
oder  auch  die  von ;  der  betreffenden  Achse  gJeiclnveit  abstehenden 
zuff.  hafm'.'Pdlareii  bif den.  zwei  Wimicel;  aerlenige  von  beiden, 
welcher  von  der  Achse  genSlftet  wird,  heisst  ein  ^iircbm^sseT'- 
winkel,  und  die  znei  zn^e^irdncten  Durchmesserebenen  ziigeho- 
rigt^n  Dnrchniesserwinkel  beissen  selber  zu|^eordn ete.  Die  bei- 
den einer  Acbseuebeoe  zugehurigen  Durclimesserwinkel  heissen 
Acbeeliwtiiltet  In  Besbug  auf  tfie  AchWe',  V(m  wacher  sie 

fjehälftet  werden,  und  ihre  Schenkel  Scheitel  kanten  der  invö^^ 
utorischen  Strahlbüschel.  Ebenso  bilden  die  Hauntebenen  der  von 
den  zng.  härm.  Polaren  eines  Achsenstrahls  «^ebildpten  Involution 
von  Ebenen  oder  auch  die  von  der  Acfasenel>ene  gicichweit  abste- 
henden jsug,  hf^m. .  Polaren . zwei  Winkel;  ^.^sjenige  von  bei4e;n, 
welcher ;.yon  der- A^hsenebene  ^eblilßet  wird,  heisst  ein  Achsen- 
strahl w  inkel,  und  die  zwei  zug.  A^Vseiistrahlcn  zugehörigen 
Achsenstrahhvinkel  heissen  selber  zugeordnete.  Die  beiden 
einer  Achse  zugehörigen  Achsenstrahlwinkel  sind  den  beiden  Ach- 
senwinkeln gleich,  welche  der  gegenüberliegenden  Achsenebene 
angehören;  ihre  SchenlcislelieDenl ■  n^mieii  SäeitelebeDen  der 


AdwcMlicitefdebselben  sAiglMck  anch' Achsen.  uhdiAcbsenelleiien 


die  inneVe  und'die  ih^  cntsfu-eehertde  A<^hsenebtene  die  äusr 
sere;  von.  den  beiden  AcbsenXvinkeln,  die  der  inneren  Acl>se!zuf 


aehseiiinFi4ijK;e;|y:noa:d«r  s^itvetr-'^elfiber  in.der  Sitstfenmi  A^b^ 

sen ebene  Kegt^  der  ättiisere ,  Achse nwinkel ;  Iiaiii)t-  cnler 
N ehcDachseneben*!  sagt  man,  j(?nachdem  dieselbe  den  Haupt-' 
oder  jN e bona chsen winke!  enthält;  und  auch  die  entsprecbende 
Achse  heisst  Haupt-  oder  Nebenaehse.  Erzeuge^  aber  die 
StmWbliselfel  kebien  Kegel >  so  sollen  die  drei  spitzen  Acbsenr 
Winkel  je  nach  ihrer  Grösse  Haupt-,  Mittel-  und  Nebenacli.« 
senwiokel,  die  sie  enthaltenden  Achsenebenen  Haupt-,  Mitr 
tel-  und  Nebehachsenebene,  und  die  darauf  senkrechfen  Achr 
sein  bezüglich  Hasipt-,  Mittel-  und  JNeben acbse  heissen. 
Kommt  nur  eine  einzige  Achse  in  Betracht,  so  i\ird  derjenige  Acbf 
senwiokel,  de^n  Siuteokel  wirkliche'  3cheitellEMltaA  des JECogela 
iMod,  und  .wenn  kein  Kegel  vorhanden  i^t^  der  giQiMere  der  Ach- 
i^iemviokel,  welche  dieser  Achse  zugehöreiit  ttau^t>t  der  kleinef^ 
Nebeoacbsenw inkel  genannt,  weiden.  i..  : 


Strahlbflschel  gfenannt  werden. 
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•  •  ^        • L  e  b  r  s  a  t  2   ^3  .  '  ' 

Der  äussere  Achseinvinkel  und  der  Ätit tctaelise'n - 
^Vinkel  gehören  allemal  der  Nebenachsc  an;  und  dör 
Mittelachse  gehören  ullemai  t^er  iia,upt-  und  der  INebeu- 
achsenwinkel  an. 

. ßeweis.  Man  denke  sich  a)  wenn  ein  Kegel  erzcpist  wird, 
auf  die  innere  Acbse»  6)  n  enn  keiner  erzeugt  wird,  ätii  irgena 
eine  Ach.^<3  eine  Ebtiäe  üehkrecht  gelegt,  so  erhalt  man  zwei  in- 
Vühitorische  Ebenen,  deren  Mittol|Minkt  (Irr  t'i'isspunkt  jener  Aclise 
ist  und  deren  Arhsen  mit  den  beiden  anderen  Achi-en  der  invo- 
lutpriscl^eu  iStrahlbuschel  |iarullei  sind.  Ausserdem  ist  der  von  der 
gr«lK8eren  Achse  der  Ebenen  ^ehiitllete  kleinste  WlnV^I,  äeh  tvir^X 
zus.  Durchmesser  derselben  eiiiscidiessen,  demjenigen  Achseln  win- 
ke! gleich,  welcher  der  mit  jener  Ebene  f»arailelen  AcFisenebene 
üud  der  mit  der  grösseren  Achse  der  Ebenen  parallelen  Achse 
der  Struhlhüschel  angehört.  Bezeichnet  man  nun  die  Hallte  jebeä 
kleinsten  Winkels  mit  y,  die  halbe  grosse  Achse  der  Ebenen  iliit 
Äf  die  lialbe  kleinere  niit  den  halben  Achsenwinkel»  welchier 
jf»ner  ersten  Achse  aiigehurt  uiid  di«;  Strecke  A  bestihimf,  mit  a 
und  den  halben  amleren,  welcher  die  Strecke  bestimmt,  mit  ß, 
entllich  den  Absfand  der  Mittel|)unkte  der  Jbibeu^efi  und  dec  Strahl^ 

büsckel  vou  eiimnder  mit  /i ;   so  ist     •      '  - 

•  •  •    •  '  •»        .  .  ."  t 

^=A.tnga,  B  —  h.\Ti^ßi 

iihd  nicht  nur  im  Talle  a),  wo  A  und  B  einer  Ellipse  angehören, 
sondern  auch  im  Falle  b),  nie  aus  der  am  Ende  des  ö.  1.  ent- 
wickelten Gleichung  (2)  hetvorgeht,  wenn  Ai^rzy,  Jii==0  gesetzt 
wird: 

Da  null  B<^At  so  ist  auch  /3  <  «  und  y  <  45*'.  Hiermit  ist 
bewiesen i  dass  im  Falle  a)  Ton  den  beiden  Achsenwinkeln, 
W«IMM  «af  dtr  Ktta#wwH  Adiseneliene'  liegen,  deneniee  ehi^  s^t- 
d.  h.  der  Xossere  Athsenwinkel  ist,  welcher dOT  auf  4l«r  Ebeo^ 
von  ß  stehenden  Aichse ,  d.  h.  der  Nebenachse  angehört;  Irti 
Falle  b)  denke  man  sich  in  Taf.  V.  Fig.  4.-  die  Bogen  r*i ,  r<' ;  sifysr'; 
tt^y  fl|  als  die  Maasse  der  halben  Aclisenwinkel,  welche  beisüg* 
lieh  den  Achsen  r,  t  angehören^  so  ergibt  sich  aus  dem  Vori* 
IfMI,  dM  wenn  sr' <^iif  Wt^  r«i  < 45^  sein  nrnaa.  hUtmukgf^^, 
8^  ist  /<i<fr'  aus  demselben  Grunde,  als  ri|<46^  ist,  wenn 
<  st' ;  und  folglich  ist  rs^  >  sr' ;  also  messen  die  doppelten 
Bogen  sC ,  rsi  und  xr'  drei  spitze  Achsenwinkel,  von  denen  der 
i^^te  der  grösste  und  der  letzte  der  kleinste  ist  Ist  dagegeä 
se'>45^»  so  Int  anMIr  attih  tf'<4tt«.  Bs  sei  mm  f-^t^^; 
so  ist  «•'<45*».  lind  dft  t«<'<4ö<»,  tst^  Ist  <r'<<»i,  also  */'>r*i  ; 
die  doppelten  Bogen  rf ,  rttes^-eft  ftlMo  drei  spitze  Winkel, 

von  denen  der  erste  der  grösste,  der  letzte  der  kleinste  ist/  Oder 
ist  eödHch  rj*  während  stf  >  45«  ist,  so  ist  ir'  < 49«',  und 

tirett  4Pon  Vomimlii  •li^<ff  lal,  so  ist  lr'>i'f ;  als»  mdsdM  wtai> 
der  iXki  doppelten  Bogen  i  t$i  den  tfrilssten ,  ir'  den  niitileren  uiid 
tV  deii  kleinsten  spMzett  A«lMMirhiEst.  UffSsT  flMa  lstialsS'VoU- 
atändig  erwiesen.  '  -  .  1:  '  1  .ti>.; 
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Artmef  IcTin^.  V^rg(ekAt  IM«  die  Relation  tan g/5=taht»«.  toogy 
mit  einer  im  L>oNvei8<i  von  L^reaits  iO«  gebraiMrkteu,  so  sieht 'Bian 
*ci^leiicli> die  nech»  iStcheH^Umtkieo  «weifer  invölutoriscber 
limiilldier  {SMrablbtfsehel  drei  in  drei  ia  vier  Elieoen  liegen. 

In  der  Figur,  welche  der  letzten  Betrachtung  zu  Grunde  lag, 
seien  »  Bi  irgend  xwe'i  haihe  zugeordnete  Durchmesserlän^en 
der  involutorischen  FJ)enon ,  rfj  ,  die  dieselben  bestimmenden  • 
llalben  Duc4hmes«enrinkei  der  itivoiutortöchen  Strahlliüsche) ,  und 
ß'  die  Winkel,  weiche  Jene  Uurebmesser  biBzüglich  mit 
Ünlinder  und  mit  der  grosse  ik<A#e  «Ineohlietoen*  wier,  iHitf  effri» 
kkt  einerlei  t»i,  diä  Winkel,  welche  die  hctreffieoden  DurdiimeefM^ 
ebenen  be/nülich  mit  pinandor  und  mit  der  dan:.$Vifrl(M: «  •lUllitl' 
teuden  Achseuebeue  euiächUcäsen ;  ao  ist 

^isA.ingtti,  Bi^h.togpi,  ^=A.tng«y  B^h  tngß; 

und  nach  Archiv.  Tbl.  IV.  8.  273.  und  §.  1.  ist 

At^^Bt^^A^fB»;  Ai.B^.6inq>=iA.Bi  A^^i B^^^mM imA^. 

Hieraus  foi^j^  ^  \  ,  . 

...  ;  -„nr.a  .     :tng%-f  tng«^,=tng*«-f  tng«/J;.  ...  „  (1) 

»»-.rrtf»:.    tnt^ßi  .tnt^jii  .Hill  (1^=::  tilg  ö.tng|J;  0i) 

Steht  in  detn'.Fäitcr;  ähaä  iSk  kiföiütöTUchm  ^fräbl^^^el  kneh 
K^gd  etteti^6h,  mm  Eh^e  nltht  äüt  diit  iilheren,  sondern  auf 
der  Haupt-  oder  Nebonncbse  senkrecht,  so  erhält  Auin  6'tätt  def 
Ellipse  eine  Hy|>erbe^:.  und  da  iür  diese 

ist,  80  ist  auch 

/'.-'»nl  tng%-^tng%=tng2a— tng^p  u.  s.  w.  »  -  , 
.  :  •*  1  V,^  *  ■  ■  •  •  ^  ;  ■  /  .  '-fr'-  ''■ 
Andererseits  denke  man  sich  jetzt  wieder  auf  eine  Achse  r 
irgend  znpier  invnlnfonscher  Strahlbiischel  eine  Ebene  senk^ 
recht  errichtet;  es  sei  a  der  in  der  Achsenebene  rs  oder  r  lie- 
gende y  ^  def  %)  der  Acbsenel)ene  rl  oder  o  liegende,  zur  Achse 
t  gel^tkige ,  <  haliie'  Aehsenwinkei;  «;  Og  seien  irgeiHt-swA  zog. 
barm.  I^)laren  oder  Achsenstrahlen  der  Ebene  welche  mit  r 
bezüglich  die  Winkel  ofi'  einschliessen ,  und  zwnr  sei  a'  ^rnS* 
ser  als  Ui  ;  und  F,  Fi  seien  irgend  zwei  zug.  barm.  Polaren  des 
Achsensträhles  weiche  niit  der  Achsenebene  t  bezüglich  die 
fnCcKenwMel  9,  (f^  eiascUiesseiw  EndBeb  selM  Ai,  bezfig^ 
lieh  d  ie  den  Strahlen  «.  zugehörigen  halben  Achsenstrahlwin- 
kel.  Es  werde  die  Ebene  <5,  welche  auch  j^«t  zwei  involntorische 
Ebenen  enthält ,  von  der  Achse  r  im  Punkte  ilf ,  voft  den  Achsen- 
ebenen  r  und  a  in  den  Geraden  (Achsen)  A,  B^  welche  zugleich 
die  betreffenden  halben  AcbsMtUfrgMf  'Tbrst^lMh  tnogen,'  tHiI  diiti 
Achsenstrahien  a,  ri,  in  den  Punkten  A»  Ai  und  von  den  Ebenen 
F,  Fl  in  den  Geraden  f,  fi  c^escbiritten ,  und  es  seien  fpi  die 
Winkel,  welche     fi  bezflgiicn  mit  A  elüscbliessen.    uiess  vor- 


Digitized  by  Google 


180 

5kn«!T*»Kptrt,  «3o  sind  f,  fi  f^el  »Kn??.  fi am.  Polaren  f!f»s  Ac!is«*n- 
punktes  a  in  I^ozusj  auf  die  mvdhttori sehen  Ebenen,  also  nach  der 
Boi  Emlie  des  ^.  1.  and  anderwärts  «utn ickelten  Uleiehung  (1)  i&i 

i  «         M  .  h\ t  {  j  <  JiS.ii\  «  *  "i'i-i'ir.ixjiiiri 

■  •:'  ,  togy  «^PSffA>y,jf4^^;    .   •  ;\         UM,  ,M 

aber  in  dem  Dreikant,  dessen  Scheitel  a  und  dessen  Kanten  a,^^ 
/'  sind ,  ist  dtr  von  4en  Ebenen  ^  uod  t  eingeseblossme  Fliohenr 
ipiiilMl  ein  rechter,  ^  der  von  f  und  R—i^  Awyon  a  und  il 
efni^pscblosseiie  Kantenwiofcel  und  tp  der  denä  '^^gvgttiilbeiiittgeiid« 
Fk^benwinkel;  41so  ist 


tn^  9'  =  tng  9 .  sin  (ß — «')  =  tng  g>  cos 

und  ebeoso 

tng9)Mng9Pj'=:tng9.tng9i.co8V=jg-^.  i 

Das  Produkt  tng 9. tng 9^  ist  für  je  zwei  zug.  barm.  Pola- 
ren de«  Strahles  m  emuUlot  md  id«  «vfillmi  Putewi  der  Tangente 

des  halben  Acbsenatrahlu  iukels  gleicb»  welclier  dem  Strahle  a  zu- 

pohnft^,  h  .  tu  % J/a= A .  Ing  a*  und  ft«,  —  Ä  (tng  a'  _t  tng  «j 


wo  das  ober»  oder  untpre  Zeichen  gilt,  jenachflcm  die  Strahlen 
a,      auf  veröchi^denen  Seiten  oder  W  einfiel  SeitiQ  von  r 
gen;   also  ist  . 

'  tnf?*5  '  '  '  ^  ■ 

tog      .  CO«  V  =  tag^,(t,^^j^«^y^ 

oder  t"  ►  •  •  ■ 

ta^aj,  -     -^-^.»ing^  .  tng«/?(Utn8V) 

S  ''**~sina' .  CO»«*  (tnga'  ^  tngai')'~  tn^o'Ctnga'itnga/) 

ehensQjiabef  aueh'.:i-'  ^  '•■  '  'i^I:--^  ■••  mü'-        :  ,;Tfv  fr 

.  sin»//eo«Wi^(tnga'J:tnga/)"^tnga/(tnga' itngai')-^*' 


Hieraus,  fblgt 


tlili2^4,tofi«Ä  =■  /-   /1  +  tngV     lif  tng'V  X 

»ff|J^  f^;ti  wf^        r-f  ;*tnga'  +  tnga/  V    tngo*      *  tngai'~/ 

Jj. .  :1    tng '^'^:tiig,<<v.i:.tjitgcf^  +  tngg  tng^Xtng«  J:  tagcrj^). 
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folglich,  wenn     der  von  ß,      eingescbiossene  Winkel  ist:  - 


Isty  der  halbe  Achsenwmkel,  welcher  der  Achsenehene  q  und 
sivar:ider<  Acbso  s.«agehürti  so  iät>  wie  wir  «ben  gesehen,  •  i'^  i 

i  ..  *j  i  .1  > :.'  ii  ii  l   I  •» 


odöraiich    :  '  .       ;  ^^^^ 

I  .ih.T.  w  I-.  J  ,.      :  tftg/?.cola=xtiigy;     V    !  '  "  ' 

'  daher/ lassen  sich  die  zweite  imd  dritte  der  el)|gep  jUeiationen  auch 
8p  wie  iolgt  AilsdrOiiken: 


..>S*4icbtng?^i=tng2^J:togay/ 

was  auch  an  und  für  sich  klar  ist,  da  ß  und  y  den,  den  zug.  Ach- 
senstrahlen,'  'f.  angel^üri^en  halben  ^chsenstralUwiokeln  .g)e|c]ji 
npd»  ^ür  vvelche  sihi/;==l  ist.'  i  >•  -Ii 

<  /^ßedenl^i  man  endlich,  dass  die  Strahlen  o,  ,ai  nqr\4f^l^'.^QjK 
einerlei  Seite  der'  Adise  r  liegen,  wenn  die  Achsenehene  t  Sen 
erzeunjteu  -Regel  durchschneidet,  so.  wird  man. ^ sich  yolll^fyQAii^^ 
von  folgenden  Doppielsäizen  überzeugt  halten:  *     •       :   i  .»h-. 


L'e  h  r  8  äf  t* 


In  zwei  involutoriscbeo 
i8t  allemah  ,  ,  . 

die  Summe  oder  der  Ünter- 
eehied  der  sweiten  Poten- 
zen der  Tangenteti  zweier 
zugeordneten  halben  Durch- 
messe r  winkelj  jena^hdem 
die  betreffende  A<ittfte  ib-" 
Btonbaib  eibe^  Kegelis  liegt 
oder. nicht;)  ton  uriversänder-  > 
lidhem  VVerthe,  und  zwar 
be^^-ügLiich  ideri  8umme  oder 
djenitOiitwIicblede  der a wei- 
ten. iPldtebzen  .  der  Tangen- 
ten der. zu  jener  Achse  ^e- 
b4>iigen  halben  Acbtoenwm- 
kel  gleich. 


räumlicben  StraHlVssctieYn 

die  Summe  oder  der  Unter,* 
ecbied  der  zweiten  Pc^tbn-' 

zen  der  Tanj^enten  zweier 
zugeordneten  halben  Ach- 
sens trahlwinkei,Jenachdem 
di'e  betreffende  Acbaenebe- 
ne  ausserhalb  einceb  Ke^eis 
lie^t  oder  nicht,  Tonunver- 
änaerlichem  Werthe,  und 
zwar  bezüglich  der  »Summe 
oder  dem  Unterecfaiede  de^* 
zweiten  Potenzen  der  TanH* 
gonten  dor  an  jene  Achsen- 
ebene  stossendeif  halben 
Achsenwinkei  gleich.  ^'>-''  * 


m 


L  e  h  r  8  a  t  z  *25. 


DasProdukt  der  Tangen- 
ten je  zweier  zugeordneter 
halber  .Durcbn^e^se^winkel 
in  den  ISiÜus'detf  von  ihfen 
Ebenen  Qiti^f schlösse ii cn 
Winkels  Ist  von  unverän- 
derlichem Werth c ,  und  zwar 
dem  Pto^ui^tf  der  Tangeu- 
ten der  halben  Aclieen- 
yflnkel  gleich,  welckf^der 
betreffenden  Acbae  ange- 


Das  Produkt   der  Tan 
genten  je  zweier  zugeord- 
nete? halber  Achsenatrahl- 

ivinkel  in  den  Sinus  des  yod 
den  Achsenstrahlen  einge- 
schlossenen Winkels  ist 
von  unverÜ nderlichera  Wer- 
the,  n^^zwar  dc^n) Produkt« 
der  Tangenten  der  halben 
Ach^en^vinkel  gleich,  wel- 
che an  die  betreffende  Ach- 
8:^aeheue  t»(0||4|-e]|«  . 


.U! 


Potenzen 
je  zweier 
lib^r  Ac^h^ 


atz  20. 

Die  zweiten 
der  Tangenten 
zugeordneter  ha 
sens^tiahlwinkel  verhalten 
sich    umgekehrt    wie  die 
Sinus  der  doppelten  Win- 
kel,   welche   nie  Achsen 
fitrah^ei^  „mit  einer  Adiae 


L  c  h  r  s 

Die  zweiten  Potenzen 
der  Tangenten  je  z\ve|ier 
angeordneter  ballier  Dürcb- 
messerwinkel  verhalten 
sich  umgekehrt  wie  die 
Sinus  der  doppelten  ^Vin- 
kel,  welche  ihre  Ebenen 
mit  einer  Ach8e9.ebeii^..ein- 
schlieasen.- 

Durch  die  Achime' f  untf  dein  ^der-'-AeilMiiebene  r  an^hSrigen 

Achsenstrahl  a  sei  eine  Dvrdmesserchcnc  gelegt,  und  die  Schen- 
kel m ,  ni'  des  dieser  Ebene  angehörigen  l)urchniesscrwinkels  ^20 
mit  dem  zugeordneten  Achsenstrahle  «j,  d.  h.  der  barm.  Polare 
dieser  ^bene«  durch  zw.e;i  Ebenen  verbunden,;  so  ist  der  vou  den 
let^t^ciit  elnKedä^l<y(sei|Cf1Wlflkel  2ft  der  deto  äi  angehöri^^c  Ach- 
j^en^trahlwlnltä,  iitrd  m1|n.  hat  ftlr  'd^  Winkel  S,  di^s  von 
den  Strahlen  n,  Of , '  m' gebjfdeten  lecbtvfinkHgen  (>reika]i^' Ibl* 
gende  Relation:    " 

Wyn  Aber  .  .. 

tng^2  -tng^i  .sim;;  =  tng/J,tngy=tng*jS.cotbf; 


f.  l 


4ntiAi.  tn|p*Ä  lag  p  *  «togfoii  tng^,  cotur; 


.  Pm  Pcodullt  .'der  Tang|eintf^tti' elli^jt  Jlelleblg^h.  baiM 
bf-n  Durch  TU  esserivlnkels/  weldhelri  eijueir  befeliiijnt^» 
Aohsc.  augelvürt,  and  des  halhen  Abhaenfttiiahlwi  nkaJs« 
HieifihiG^r  deniijotii^QA  Aoh«eipstJ!aiii;ei  aAgehflit,  ■  in  wei-« 
cMn»  :f(il».  «nteptedb^iadeiiA^hseirehehe»  Ton^deri  BhacjiM 
roie$«er-eibejM(i9e«chni4len  fnrd,  ist  ran  ««▼e«tode^l)i'4h««i 
Werlho«  nad  »war  dem  Produkte  der  Tangenten  der  a« 
di^«e  Acb«ie0el»eaa  atesaendei  halben  Aohaen'Wlnk«^ 
gleich,  i   i.'ii^  '      •  *  #  •  i i  . 
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Es  entstellt  uun  diQ  Frs^ge:  n)  ol>  und  ui^  vjele  li^lienrMt 
^  ob  und  wie  viele  Strahlen  in  zwei  involutorischen  räumlichen 
Strablbds^eln  es  gSlit«  darcua  zii^^eiU^nete  barmonisclie  Polaren 
eine  Involution  der  rechten  Winkel  bilden?  und  diese  Frage  wird 
entschieden  sein,  wenn  au.siser  den  «sng,  Schenkeli»  der  entKpreclii'n- 
den  rechten  Winkel  rwx  h  ein  cinzi^CH  Paar  zng.  harni.  Pnlaren 
^iaer  Ebene  oder  eine«  iStrahles,  welche  rechte  Wiid^el  eiuschliet^ 
sen,  nachgewiesen  werden  können. 

a)  Gibt  es  ^ine  solche  Ebene,  so  muss  «ie  ein^  Dyrchmes- 
serebene  sein.  •  Denn  «rSre  sie  dieses  nieb^,  so  sei  a  der  8trabi, 
in  welchem  sie  Irgend  eine  Achsenebene,  ^  B.  schneidet;  die 
barm.  Polare  von  a  tviirde  durch  die  Achse  r  grhon  und  jene 
Ebene  in  einem  8trahle  <?|  schneiden,  welcher  mit  a  tmen  rech- 
teoiWiukel  biidei.  Also  würde  a  auf  r  und  ,  iL  lu  imirusumä 
Polare  senkreoht  sein,  folglich  entweder  nii  «  jMfeül  «HteninM 
fallen,  oder  je  zwei  zog.  barm.  Polaren  von  g  wfirden  rechte  Win- 
Icel  einschliessen,  wes  im' AllgemeUrtn/nkM  angenommen  wer- 
den kann.  , 

Femer  kann  eine  Durchmesserebene,  deren  zug.  harfn^^  P<^la- 
ren  elniTliWefiittpA  dN*  recblea  Winkelt  Mlden^,  uuHPaU  dass  ein 
Kegel  erzeugt  wird»  denselben  ^cht  durchschneiden,  weil  sonst 
jene  Involution  aus  ungleicbliegeuden  Gebilden  bestehen  wfirde, 
was  Miders[>rechend .  ist ;  sie  kann  also  nicht  der  inneren  Achse 
angehören,  und  der  wStrahl  a,  in  welchem  sie  die  l;|etreffeii<le  Ach- 
senebene schneidet,  muss  mit  der  inneren'  Achse  ein^n  gh'i&si^rtnk 
Wiiok^l  «('  einschliessen,  als  9i^eor4nete  Aobsep«trahl  irj. 
'Ss.seien  «,  ^.die  (jicr  inneren  Ae^^e  angehörten  jiaibfpi.A<9h- 

senwinkei,  wobei  unentschieden  bleibt,  eh  a^ß  istV'  und  y  der 

halbe  Süssere  Achsenwihhel ;  r  sei  die'4Miere  Adls«  ;f  der 'Win- 
'kel  c(  gehöre  der  Ebene  t,  ß  der  Ebene  <y  an;    (t  sei  der  Strahl, 
in  wekhem  eine  beliebige,  durch  die  Achse  t  gebende,  Uurcl^ifies- 
serebene  21  die  Achsenebene  r  schneidet;  Ai  der  dem  a  antjeh;»- 

g'gf^  h^lbe  A^hseo^trablwinl^el,   d  der  4er  ^  aj^g^^ri^i^  haH»« 
ui^Jimpfi^ervrink^i,  und  a'  ^«Jf  Vfüilk^l,  w^t^l^en  41  und  r  m;. 

8cl^liBi|99^n |.  ÄQ  Jst  n  ^j  j] 

:':'-J:\.: ;  ■  :.• H4t:H*^*9s%m  ■ " :  L' .  .  J 


!S^,  so  wäre  21  eine  E|»eo^»  wi^  wir  .sie  supbenj 
tngd  =  l,  so  ist  • 


Wäre  nun  6=45« 
man  setze  also 


also 
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JcdenfiüU  nuwf  aUo  ß>f  §eiiii  und  da  dMn  anch  .    '  '  ' 

'■  1— tlig*«f.Cllt«p<l  +  tllg^  > 

ist,  so  cribt  es  allenial  zwei  Ebenen  H,  aber  auch  nur  zueTt  und 
zwar  gehüren  dieselben  der  Nebenachse  ^  an  und  bilden  mit 
der  inneren  Aclise  r  einen  Winkel  u',  welcher  durch  die  Gleichua§ 


„  ,     1  —  tnff^or.cot*/?     1 — tnfi;*y     cos*«  ^ 

'COS  V  =    '     ,   a,-       =  f-TTTT«^  =  — .  COS  2^ 


bestimmt  ist,  indem  jetzt  tiigo:=  tiig^-.tngy  ist.        ,  ' 

Istikein  Kegel  vorhanden,  nnd  WQrden  alle  vorigen  liestim- 
BMmgen  mit  Ausnahme  der  bewunderen  Bedeutung  der  Acbseu  und 
Aclismbaa*»  beibehalton,  so  ist  .  ' 


*  t 


I  .™g.  -«1  —  tng (tnga^  +  tngajOcooV* sEv7cösVTtag% 
fl^p,  frena  geseUt  wird: 


,  tng    — in^'^ß       tpg^g.cot^j^ — 1  l—tng^g.cot^/? 

tng*i5(tog%— 1)"^     tng««— 1  |J.tng2ö  ' 

.  Es  sind  mm.  bloss  4cel  Fmie  dookliar:  -  .  i-  . 

l)a<460,  fr<46«;  2)«>45<»,  /}>46^;  3)(r^49»,  /9^4Sl»(; 

Ist  im  Fallf^  t)  ff>j3,  so  wird  der  stanze  Ausdruck  negativ,  ivas 
unmöglich  ist,  da  cos*a'  immer  positiv  ist;  diess  Ist  aber  nicht 
der  Fall,  wenn  /3>ef,  und  dann  ist  auch  l  —  tug^a .  cot 
1— tng^a.  Im  Falle  2)  mus»  «>  /3  sein,  npd  im  Falle  3)  Mrt  jede 
AmiaBme  zum  Widen^mcb.  Geht  man  nun  auf  Lehrsatz  23.  zu- 
rück und  bedenkt,  dass  wenn  in  Taf  \'.  Fig.  4,  sr'  xindsif  kleiner  als 
45^,  und  sr'  <  st'  ^  dann  tr'  und  isy  grösser  als  45^,  und  tr'  >  i$i ; 
r»|<45^,  W>45^  sind,  so  schliesst  man  aus  dem  Vorigen,  dass 
die  gesochte  Ebene  H  nur  auf  derjenigen '  Achsenebene  senkrecht 
stehen  kann,  welche  den  kleinsten,  d.  h.  den.Nebenachsenwinkel« 
enthält,  und  also  durch  die  Nebenachse  gehcTi  muss,  und  dass  es 
nothwendig  zwei,  aber  auch  nur  zwei  solche  Ebenen  gibt,  deren 
Neigung  «/  gegen  die  Mittelachse  oder,  was  eineflei  i^^j  >gegei» 
die  Hauptadisenebene  durch  die  Gi^iphung:  .  .  >   :  :  ■ 

coü        ^~^"g'"*^;^^i^  -  1— tng^     cos^g  cos2y 
•  '  1»— tng-^   i   I  —  tng  V~cos*y  *  cos  2« 

bestimmt  wird  ,  irtdem  /?,  y,  «  der  Heihe  nach  den. halben  Haupt«» 
Mittel-  und  Neb^mdi^eowinkei  bed^U^n.  ,- 
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6)  Gibt  es  einen  Strahl  a,  dessen  zog.  bann.  Polaren  eine 

Involution  der  rechten  Winkel  bilden,  so  muss  derselbe  einet 
Achsenebene  angehören;  denn  die  barm.  Polare  «Zi  derjenigen 
£bene  et,  welche  a  mit  einer  Achse,  z.  B.  mit  r,  verbindet,  liegt 
in  der  Achsenebene  weicbe  auf  er  senkrecht  steht;  läge  nun 
a  nicht  in  so  Würde  auch  die  Ebene,  weiche  mb  a  rerbin- 
det,  auf  a  senkrecht  sein  und  foli^llch  auch  ai  am  a;  entweder 
Wörde  also  a  mit  einer  der  Achsenebenen  ff,  r  zusammenfallen,  oder 
je  zwei  zug.  härm.  Polaren  der  Ebene  q  würden  rechte  Winkel 
einschliessen ,  was  im  Allgemeinen  nicht  anzunehmen  ist. 

Femer  muss  der  IStrani  ä,  wenn  ein  Kegel  erzeogl.wifd»  isr 
nerhalb  desseibeii  liegen,  tveit  nur  dann  seine  zug», haim«  Polaren 
gleichliegende  involutoriscbe  Ebenenbüschel  bilden,  und  muss  da- 
her mit  der  inneren  Achse  einen  kleineren  Winkel  a' ,  als  sein 
zug.  Achseustrahl  einschliessen.  Daher  istf  wenn  wir  alle  un- 
ter a)  gemachten  Bestimmungen  beilielialten,  jetzt 

tn^aj  :  tng^^ 

mg  ^i-tngo'CtnsV— tnga').cosV— cosV.tng««— sinV  . 


eo8V(tng2«4.1)— 1' 


Wäre  nun  der  halbe  Achäenstrahlwinkel  ^^=45^,  oder  tnzAi^l, 
so  wäre  a  der  gesuchte  Strahl. .  Unter  dieser  Annahme  aher  ist 


l±tog«/5_co8\f 


oder 


,     cos  a 

CQsa'  = 


cos  (3' 


Es  gibt  also  allemal  zwei  Strahlen  a,  wenn  o>  |3,  d.  h.  auf 
der  Hauptachsenebeue,  und  zwar  ist  der  von  ihnen  und  der  inne- 
fein  Achse  eingeschlossene  Winkel  die  eine  Kathete  eines  redht-. 
winkligen  Dreikants ,  dessen  andere  Kathete  dem  halben  Neben- 
achsenwinkel ,  und  deaseü  Hypotenuse  dem  halben  Haaptachsen- 
winkel  gleich  ist. 

'  Wird  kein  Kegel  erzeugt,  so  ist 

2  ,  ^   tilg»/?  tngy   

^  ^* "~ ttig«*  (tngy  -f  tDg«k7cois V  ~ sin  V  +  uos  V .  tng^ 


1 4-  cos  V  (tng^o— 1) ' 
*      .      •  * 

also,  wenn  tngili=:l  gesetzt  wird: 

»       .  .        •  ''• 

 '^"'^^"tns^— tnga«~"cosa/5;!Cos2«; 

'■  .  •  •    '  .         •    .  •  . .      • . .  '        •    .  • 

Ist  nun  cf<4S^  /S<459i  so  Vnoss  a  <  5  seili/  wenn  efai  Werth  filr 
ezistiren  soU;  ist  «>45^  f)>400,' skr  Uttfi-^ut  VMA  Ut 

TheÜ  IX«  18 


186 


.anch  jetzt  aJlcmal'  zwei,  aber  auch  nur  zwei  Strahlen  a; dieselben 
Ueaep  auf  aer  iNebenacfiseoebeoe  und  schlie^äeo /mit  der  lilittel- 
^cps^.  einen  Winkel  a'  ein,  welcher  durch  den  halbeq  Haup^cli- 
senwmkei  ß  und  den  baib««  NebenachsenwiBkel  »  sq^,  tvie  geiseilgt» 

bestipiiut  uird. 

Noch  ist  7M  bemerken,  dass,  wenn  1«=:/?  ist,  im  Falle  a) 
cos{r'=0  ist,  also  beide  Ebenen  21  bezüglich  mit  der  äusseren 
oder  ,  der  Mittelat4i6enebene  zusammenfallen  ^  was  auch  daraus  folgt, 
daAv-dij^^OlekAKiiii;  fAfß:=tnga.tDey  Air  d^  halben  »omS^ 
tefk  oder  Mittclach^enwmkely  den  Wertn  von  45**  liefert;  ond 
dass  im  Falle  A)  cosa'  — 1  ist,  also  die  beiden  Strahlen  0  bezu!;;- 
licli  mit  der  inneren  oder  der  Mittelachse  sich  vereinigen,  womit 
wiederum  die  Gleichung  tn|;y=:l  übereinstimmt. 

£  r  k  I  S  r  a  n  g. 

r  lin  zwei  iuyaiutoriseben.  rSmnllchai.  Strahlbftocbela  sblY  jtsder 

Strahl  und  jede  E!)ene,  deren  zu^.  harm.  Polaren  eine  Invofution 
der  rechten  Winkel  bilden,  be/tigtieh  eine  Brennlinie  und  eine 
Brennebene  dieser  Strahibfischel  heisseiL  "' 


»  •  - 


'  L  e  h  r  s  a  t  z    28.  " 
Zwei  involutorischc  räumliche  Strahl  bü  «chel 


besitzen  im  ALlgemei^veo 
allemal  zwei,  aber  auch  nur 
swei   Brennebenen,  und 

zwar  stehen    dieselben  in 


besitzen  im  AiJgcmeinen 
allemal  zwei,  aber  auch  nur 
zwei  Brennlinien,  und  zwar 

liegen  dieselben  auf  der 
H  a  u  t  -  oder  d  e  r  IN  e  1»  e  n  a  ch  - 
senebene,  jeuachdem  er- 
ster^ ein^n  Kegel  erzeiir 

gen-  oder  ,  ^icht;   u«d  Bim 
aben    gegen    die  innere 
j  oder  die  Mittelacbsegleiche 

Ii-  ....  I  Neigung.      i  ..:  .  m-     ;  : 


jedem  Fj^lle  durch  die  Ne- 
benacbse  und  haben  gegen 
iUif  M^nare  eiler  ^ie.>M.i.ttei» 


h  •»  ••! 


f 


Lehrsatz  29. 


Je^er  Kegel  des  zweiten  Urades  vvird  in  zwei  ver- 
schiedenen Richtungen;^  welche  aiif' 'der  Nebenacheen- 
ebene  senkrecht  sind,  von  einer  beliebigen  Ebene  In 
einer  Kreislinie  gecjehnitten^-.  *    ,  ^ 

Beweis.  Denn  aus  Aröhiv.  ThI.  VlII.  S.  44.  geht  hervor, 
dass  ein  jeder  solcher  Kegel  zwei  involutorische  räumliche  Strahl^ 
btischei  bestimmt,  und  da  die  zug.  Durchmeaiser  eines  jeden  ebe- 
nen Schnittes  des  ersteren  den  zug.  harm.  Polaren  einer  Ebene 
der  letzteren  parallel  sein  mfiseen,  so  bilden  die  zug.  Darehmes- 
ser  derjenigen  Schnitte  des  Kegels,  welche  einer  Brennebene  die- 
ser 3trablbüschel  parallel  sind,  eine  Involution  der  lediten  Wlli^ 
kel«  g^hüroQ.  also  Wtex  Kreisen,  an.         *  :  •  .... 
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AitMrkbng:  Dto  B^ntiKoleiiuMd  BiemieWBflB  iweißr  involuto- 
rlscher  rftnmltehef  Strahlbiischel  »Uu\  nicht  nur  fitt  die  Theorie  des 

Kef^els,  sondern  auch  (Vir  die  der  Flachen  des  zweiten  Grades 
überhaupt  von  Wiclifi^krit.  Hat  man  nämlich  sich  öberzeiiG:t, 
dass  die  zug.  Durchiue^iser  uiiii  Durchmesserebenen  einer  Fiäelie 
des  zweiten'  Grades '  «wel  ilrroliitoiisclie  rftnmliche  Stiahlbüschel 
bilden,  und  dass  einerseits  die  zug.  barm.  Polaren  irgend  einer 
Ebene  der  letzteren  zng.  Durchmesser  des  dieser  Eb^e  und  der 
Fi'iche  zweiten  Grades  ifenieinsrhaftllchen  Schnittes,  nnd  dass 
ajjdererseits  die  zug.  barm.  Polaren  eines  beliebigen  Strahles  jener 
Strahlbüschel  zus.  Uurcbniesscrebenen  aller  derjenigen  Kegel  sind, 
vrelebe  diese  Fläche,  umhüllen,  und  deren  S»cheitel  in  diesem 
Strahle  lie^n,  sö  flbmieht  man  mit  einem  Blicke,  dass  1)  alle 
den  Bre  HTi  el»f»  nen  pnrfillele  Ebenen  die  Fläche  in  Krei- 
sen sehne  i  dt  ri  iiniÄ^eii,  und  dass  dieselben  auf  der  Nebenach- 
senebene des  Hyperboloids  uad  aiii  derjenigen  A^hseuebene  des 
Ellipsbids,  welche  die  grCisste  mid  kleinste  Achse  enthSlt,  senk- 
recht sind;  2)  dass  es  unzählige  senkrechte  Kegel  gibt, 
welche  die  Fläche  umhiiilen,  dass  die  Scheitel  derselben 
zwei  Dnrchniesserii  der  letzteren .  nämlich  den  Brennlinien  jener 
involutoriscber  Strahlbüschel ^  angehüreo  und  daher  aul' der  üaupt- 
ftchsenehene  des  Hyperboloids  ubd  auf  derjenigen  Ebene  des  El- 
iipseidii,  weiche  die  grösste  ixnd  kleinste  Achse  enthftlt.  Gegen. 


Zureiter  Thell. 

Unmittelbare  Erzeugung  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
und  lUasse  durch,  reciproke  räiuoliche  Strahlbüschel 

und  Ebenen* 

^  . 

"  I.  Flächen  zueiter  Ordnung.  Sind  im  Räume  eine  (Ge- 
rade und  eine  El)ene  beliebig  gegeben,  so  ist  hierdurch,  jenach- 
dei^  sie  sich  schneiden  oder  nicht,  ein  Punkt  von  endlicher  oder 
üni^ndllcher  Entfemimg  gegeben;  und  ist  irgend  ein  System  von 
Geraden  und  ein  demselben  entsprechendes  System  von  Ebenen 
^prrpben,  so  bilden  die  Durchschnitte  je  einer  Geraden  und  einer 
Ebene  ein  bestimmtes  Svstem  von  Punkten,  dessen  Gesetz  von 
der.  Beziehung  jener  beiden  Systeme  aul"  einander  abhängig  ist. 
^  ist  die  Frage:  welcher  Art  dieses  Gesetz  sei,  wenn  die 

fegebenen  SvsttMJie  Awei  im  Raanie  beliebig  liegende 
eeiproke  Strahlbüsch  el  Z>,  7^  sind? 

Es  sei  B  irgend  eine  Ebene  oder  ein  ebener  Strahlbflschel 
von  />  mit  den  Strahlen  a,  6,  c,  rf....;  tind  es  sei  üi  die  Polare 
von  ß  oder  dei*  entt^iprechende  EbenenbüBchel'tBät  denf  Bbem'  tfi, 
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ßif  Yif  ^1   Polaren  von  a,  b,  c,  d...,;  endlich  seien  «i,  Ät 

Ci,  dl.,.,  diejenigen  Geraden,  in  welchen  di^  FJ>pne  B  von  den 
Ebenen  er,,  pi ,  Vi ,  öi—  geschnitten  wird .  weiche  ai^io  einen  zwei- 
ten ebenen  >Strahlböscbei  Bi  bilden,  un<l  a,  b,  c,  0...  die  Durch- 

8chnitt«{> unkte  tod  a,  b,  c,  cL«**  imd       ßi,  /j ,   oder  Oi,  bi, 

Ci,  (/i....  DieM  Torausgesetet»  so  iet  nach  Lebr«fttR  11« 

yßlia,  bj  c,  d...i)  =  Sil  («I » A  f  y  j  dl«..)  ^  i^i  («1 ,  6| .  c ,  4/|»..)j 

also 

B{ayb,Cy  d...,)  —  ^  (fii ,  ^1 ,  C| ,  f/i ....) ; 

d.  h  snninifli(  he  Punkte  b,  C,  t>....,  in  welchen  die  Strahlen 
der  Ebene  B  von  den  entsprechenden  Ebenen  des  Strahlbüschel«» 
1)|  gesclinitten  werden,  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  welcher 
aucffr  die  Mltlölpunkte  D,  Bf  des  rämnlifchiai  und  des  reboneii 
Strahl büscbels  D,  enthalt  und  im  Punlite  I>  Von  demjenigen 
Strahle  e  berührt  wird,  dessen  I*oI;irr  (Ii.  Punkte  />,  /A  und 
Bi  verbindet.  Im  Punkte  Ä  berübrt  den  K  derj^^niiie  .Strahl 
oder  dieienige  Ebene  fii»  welchen  im  Straldbüschel  B  oder  />  der 
Strahl  bBi  oder  m  entspricht 

VertansFcht  man  jetzt  B  mit  beliehigeD  and^D  Ebenen  B^^ 
B"....  des  Strahlbüschels  />,   so  erhält  man  eben  ^0  viele  neue 
Kegelschnitte  K' ,  K"..,.y  deren  Tangenten  in  1)  lauter  solchen  FJ>e- 
nen  von  iJ^t  die  durch  den  gemeinschaftlichen  Strahl  DD^  oder 
{fiq)  beider  Strahlbüschel  B,  Di  i,^rhen,  entsprechen,  atsossrnnit- 
lieh  in  einer  Ebene  (p  liefen  müssen,  welche  die  Polare  des  Strah- 
les fi  ist.    (lelien  die  Ebenen  B,  B'  ^  Bf'....  alle  durch  einerlei 
Strahl  m  oder  l)Bi ,  bilden  sie  also  einen  F.benenhfische!,  so  lie- 
gen ihre  Polaren  2li ,  2(i',  2li", ...  alle  in  einerlei  Ebene      ;  die  in 
den  ersteren  liegenden  Kegelschnitte  K,  K' ,  K"....  gehen  sämrot* 
lieh  durch  die  Punkte  JJ  urtd         werden  von  der  Ebene  fii  lo 
den  neuen  Punkten  />*/,  Bi"....,  die  den  Strahlen  2li',  21/'....  an- 
geboren, gesclitiitlfii,  und  in  diesen  Punkten  von  denjenigen  Ebe- 
nen        .m/'....  berübrt,  welche  den  Striihlen  DBi\  />//,"....  oder 
m',m  ....  entsprechen.    Au3-denisell)en  Grunde,  weshalb  die  Punkte 
^ibt  c>        der  Ebene     einen  Kegelschnitt  K  bilden,  müssen 
nun  auch  andererseits  die  Pünkte  Bi,  By  ,  B^"....  der  Ebene  jtii 
einen  Kegelschnitt  Afj  bilden,   dessen  Tannetite  in  1)^  die  Polare 
der  Ebene  DDiBi  ist,  und  dessen  Tanu*  nie  in  Bi  <ler  Ebene  B 
,  uogchört*     Und  .so  erhält  man  auch  in  allen  übrigen  Ebenen  von 
Kegelschnitte  i^/,  Ki        in  deren  Punkten  die  in  diesen  Eb^ 
nen  liegenden  Stranlen   von  ihren  Polaren  geschnitten  werden; 
und  die  Geraden,   welche  diese  Kcnjelschnitte  im  Punkte  he-, 
rühren,  gebüren  säninitlicb  einer  Ebene     .  il*'r  Polare  des  gemein- 
schaftlichen Strahlen  g  der  Strahlbüschei  D,  U^,  an.     Ist  d 
irgend  ein  Punkt  eines  der  Kegelschnitte,  vrelcho  in  den-  Ebeneii 
von  D  liegen,  und  sind  a,  oi  die  nach  diesem  Thinkte  gehenden 
Strahlen  von  D,  />, ,  so  geht  die  Polare       von  a  durch  den 
Punkt  a  und  also  auch  durch  den  Strahl  a» ,  und   folglich  geht 
die  Polare  a  von  Oi  durch  den  Strahl  a;  der  Punkt  d  wird  also 
avf  doppelte  Weise  erhalten :  einmal  als  Durchschnitt  eines  Strah- 
le« Ton  D  und  dessen  Polare  in      ,  sodann  als  Durchscnnitt  eines 
Strahles  von      .und  dessen  Polare  in  i>.  .Ferner.  beWI]irt  di|». 
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Gerade,  in  ^\r!(  }»rr  aich  die  Ebenen  a.  ai  sclineulen  .  sowohl  cieil 
in  a,  als  auch  doii  in  ct,   liegenden  Kegelschnitt  im  i^uikte  a. 

Geht  die  Eliene  ß  ilurch  den  gomoinschaftlichen  Strahl  von 
J}f  D,,  so  fällt  der  Punkt  /^j  mit  dem  Punkte^  zuHamnieii,  und 
der  Kegelschnitt  K  wird  io  den  Punkten  D,  Ui  Ton  denjenigen 
Geraden  berührt,  in  wetehen  B  von  den  Polaren  gp,  des  Strah- 
len (fifj)  ireschTiitten  \\\tA.  ISarh  dm  Punkten  b,  C,  Ö....  dieses 
Kegelschnittes  AI  gehen  von  i)  und  A>,  die  Strahlenpaare  a,  b,  c, 
tl..„i  Ol,  €i,  dl*,..;  es  seien  a,,  ßi,  y^,  d..... ;  «,  jS,  y,  d... 
bezCgIicli  die  Polaren  dieser  Strablen;  so  biraen  erstere  einen 
Ebenenbüschel  letztere  einen  Ebenenbüschel  2C»  dwen  Achsen 
Hl,  21.  die  Polaren  der  Ebene  JS» '  im  AllgenieiDen  ^ch  nicht 
scboeidcn*  uod  da  . 

21  (a,  ß,  y,  d... .)  ~  B  (a,  Ä,  c,  rf. ...)  =      («i      » ,     •  •  •) 
Ist,  so  Ist 

2t(a,  /?,     ö....)  =:  2(,  («1 ,     ,  7, ,  öl,...) ; , 

aber  dir  Dnrrhschnittslinien  je  TAxe'or  Ebenen  r^,  ctj  ;  ß,  ßi;  V-,'/]  ' 
d,  dj....  berühren  in  den  l^unkten  a,  b,  c,  ö....  ebensoviele  Paare 
Tou  Kegelschnitten,  welche  auch  von  den  (veradcn  21,  Hi  berulirt 
werden;  also  sind  alle  jene  ßerilbrungslinten  die  Pivclischnitte 
der  entsprechenden  Eheneti[)uare  zv\eier,  projektivischer  Ebenen« 
buschel,  welche  schief  im  Räume  liegen,  und  bilden  also  die  eine 
Schaar  der  Gerade ti  eines  einfachen  Uyperbi^ids,  au  dessen  an?, 
derer  Schaar  2(«      gehören  *). 

*)  Die  Theorie  der  Fl&cbeii  des  zweiten  Grades  hat  die  de«  einfachen 
Hyperboloidg  nitd  des  hjrperbolischea  Paraboloids,  cbenan  wie  die  des 
Kegel»  des  zweiten  Crades,  zur  Voraoscetzunr;  drnn  ciljschon  dieselben, 
wie  so^leicb  gezeigt  werden  wird,  aaf  dieselbe  aligeiueine.  Weise,  yie 
die  ttbngen  Flachen  diese«  Grades  erzeugt  werden  liSnnen,  «o  lasat  «fdi 
doch  die  Genesis  derselben  mittels  einfacherer  Gebilde  bewerkstellig^ 
and  hierdurch  die  Erkenntniss  ihrer  Eigenschaften  um  Vieles  erleichtern. 
Dies«  letztere  ist  durch  Steiner  bereits  gesehehen,  und  es  wird  dahejr  %n 
naterem  Zweckte  genügen,  an«  dem  ersten  Tfaeiie  «einet  Weriteennr  fol- 
genden Lehrsati  nebst  Definition  aaaantiehcn  and  wegen  de«  Beweiaea 
aaf  das  Werk  selber  zn  verweisen* 

„Wenn  im  Raaine  irgend  drei  Gerade  Au  irgend  drei  andere 
G««ade  e  «dtineiden,  «»  aehneCden  alle  Geiiiden  tf,        welche  den 

drei  ersten  begegnen,    alle  Geraden       ,  .•I4....,    welche  den  drei  letzten 
be^^e^ncn,  und  es  haben  die  ZMci  Sehaaren  Geriidcuily  A^f  A^^  A^t  A^m.,f. 
Cy  d,  e....  solche  Beziehuntr  zu  einander: 

das«  je  zwei  Gerade  aus  einer 
Sehaar  die  Achsen  proj^tiTbdier 

Ebenenbüschel  sind  ,  deren  entspre- 
chende Ebenen  die  nnder«^  Schaar 
KU  Uurchscbnittslinien  haben. 


dass  je  zwei  Gerade,  die  der  näm- 
lichen Schaar  angehören ,  nnter  sich 
projektiTtsch  simi,  und  zwar  die 
andere  Schaar  Gerader  sa  Projek- 
tionsfitrahlen  haben. 


„Zwei  solche  zusammengehörige  Schaaren  von  Geraden,  die  einan'^ 
der  gegenseitig  «chneiden^  crfollen  eine  hraninie,  wfaidsebiefe  Fiäflie 
sweiler  Ofdnoag,  namlieh  das  ,,einfache  Hyperboloid^*  (hyperboloide 
n  nne  nappe).  ■  Man  bann  daher,  gemiyi«  der  ▼aratehendea  Sitae  .aaah 
sagen: 
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£ndlicb  denk«  ntan  3ich  irseud  eine  iui  liauiue  beliebig  lie- 
ffonde  Sbcae       sn  hM  dieselfie  sowcdil  von  ileii  Strahtoo  und 

Ebenen  de«  räumlichen  Strahlbüschels/),  als  auch  von  denen  des 
räumlichen  Strahlhüschels  />j  geschnitten ,  und  (lieseihe  vcrpiuiij;t 
zwei  Ebenen  <5,  welche  in  Ansehung  der  Punkte  uiul  Gera- 

den, in  welchen  sie  von  Je  einem  iStrahIc  jener  Strahlhüschel  jjnd. 
seiner  Polare  geschnitten  werden»  reciprok  sind.  Ein  jeder  Punkt 
dieser  Ebenen ,  welcher  auf  seiner  Polare  liegt,  Ist  ssiigleich  auch 
ein  Punkt  der  durch  die  Strahlhiischel  D,  7),  erzeuuten  Eläche, 
und  wenn  in  iB,  i^i  kein  sf»lc!>er  Punkt  vorhnnden  ist,  hat  aiu!h 
die  Ebene  IE  mit  dieser  Fläche  keinen  Punkt  i^emein.  Dem  L<^hr- 
satz  5.  zufolge  hat  also  die  beliebige  Ebdne  mit  dieser  Einehe 
entweder  keinen  oder  nur  einen  oder  unjcllhlige  Punkte  gemein, 
und  diese  Punkte  bilden  entweder  einen  Kegelschnitt  oder  zirei 
Gerade  oder  eine  einzige  (jierade. 

*  •  • 

E  r  Ir  1  S  r  u  n  g. 

Diejenige  Fläclie,  welche  mit  einer  sie  schneidenden  Ebene 
fan  Allgemänen  einen  Kegelsehidtt  and  folglich  mit  einer  sie 
schneidenden  Geraden  huchstens  zwei  Punkte  gcineiii  hat,  wird 
eine  Fläche  der  zweiten  O  rd  n  ung  genannt;  jede  Ebene,  welche 
mit  einer  solchen  Fläche  nur  einen  Punkt  oder  zwei  Gerade  oder 
nur  eine  Gerade  i^emein  hat,  heisst  eine  Berührungsebene 
dieser  Flache,  und  zwar  jener  Punkt  oder  der  Durchschnittspunkt 
der  zwei  Geraden  ihr  Berührungspunkt,  jene  eine  Gerade  ihre 
Berührunirsüni  e.  und  diesen  letzteren  Namen  trägt  auch  jede' 
Gerade»  welche  mit  der  Fläche  nur  euieo  Punkt  gemein  hat 

n.  Flächen  zweiter  Klasse.  Eine  Ebene  Im  Räume  Ist 
bestimmt,  wenn  irgend  ein  Punkt  und  sine  Gerade  derselben, 
welche  nicht  durch  jenen  Punkt  geht,  gegeben  sind.  Es  seien 
nun  ^S,  (6]  irgend  zwei  im  Räume  beliebig  liegende  reciproke 
Ebenen ;  so  ist  durch  die  Gesanuntheit  ihrer  entsprechenden  Ele- 
mentenpaare ein  ISYstem  von  Ebenen  bestimmt,  dessen  Gesetz  zu 
eimitteln  der  Zweck  der  nXdhsten  Betrachtung  ist.  . 

Es  sei  B  der  Mittelpunkt  irgend  eines  ebenen  SfrahlllivIscheU 
in  SK;  Ai  die  Polare  desselben  in  ISj,  und  o,  b,  e,'^,i..  'f  ^,  b^, 
Ci ,  öl....  die  entsprechenden  Elementenpaare  von  ß  nna  Ai; 
ferner  sei  die  durch  B  und  Ai;  und  2l,  Ä,  €,  2>....  die  durch 
ff  und  a^,  6  und  b^,   c  und  Cj,  ä  imd  Öi....  gelegten  Ebenen, 


r. 


Irpcnd  zwei  im  llaiinic  beliebln^ 
schiefliegende  projektiviscbc  Gerade 
Af  Ai  erzeugen  ein  eitifaches  Ilypcr- 
boloM,  d.  Ii.  sie  mid  alte  ibre  Fro- 
jektionsstrabfon  .  neljst  der  Schaar 
Gerader,  welche  die  letzteren  schnei- 
den ,  Itegea  in  eiocoi  einfachea  Hj- 
pevbeloM**' 


Ir'iend  zwei  im  Kaunu-  Tirllolng 
Hcliicflicf^cnde  |)rojektivi8che  Ebe- 
nenbü)ichel  A  ,  .ij  erzeugen  ein  ein« 
fachen  lIy|ierboloid,  d.  k.4ie  Darch-< 
8chniltslinien  ihrer  entsprechenden 
Ebenen,  n^bst  der  Schaar  Gerader, 
welche  dieselben  «chneiden,  liegen 
in  einem  dn&chen  Hyperboloid.^* 


T«t  etne  der  Geraieo      Ö,  e..»  niiesJKeh  entfernt, 'oder,  vm 

eineHei  ist, 'sind  di^  Geraden  A,  Ai  prujektiviscb-ähnlirh  ^  ho  heisst  die 

durch  sie  enteiiR-tc  Flnrhe  ..hyperbolisches  Paraholoid",  und  dann 
ist  auch  eine  der  Geraden  .4  ,  Ai ,  A^^  A^y  A^.-..  unendlich  entfernt  u*  s.  w. 
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welcbe  d'w  £bcue  Bi  m  den  «Strahlea  a^,  ^i»  eiiie» 
StrablbQocbeki  ßi  scDDeideo.  Diese  vevaasge^etzt^  so  . 


amh  Archiv.  ThI.  IV.  S.  i>5±  10.,  sämratliche  Ehmen  21,  2b.  C 
iiefjsf  f£  und  ßj  einen  und  denselben  Kegel  K  des  z\veiten 
(iiade«»  uuiiiülleu^  und  zwar  niuss  der^ielbe  die  Ebene  IE  in  dem- 
jeni!i;:eD  8trahle  e  von  B  berfihren,  weteber  in  Bi  der  Dartfh- 
Schnittslinie  ei  von  ijnd  Bi ,  oder  in  dem  Ourchschnittspunkte 
01  der  Ebene  (5  und  der  Geraden  Jj  entspricht.  Und  ebenso  be- 
rührt K  die  Ehene  B^  in  den^j('nim*u  Strahle  ?Hj,  und  folglich  die 
Gerade  Ai  in  demjeiiigeo  Puuiite  mit  welcher  der^elb^n  Duich- 
schnittslime  Ton  Sund  Bi,  nSniHch  dem  Strahle  mTon  ^/entspricht. 

Alle  Ebenen  des  in  Rede  stallenden  Systems,  welche  von 
einerlei  Punkte  B,  B' ,  B"...,  der  Ebene  ausgehen,  umbiilleu 
also  einen  Kegel  K,  tC  ^  K":.,.*  des  zweiten  Grades,  und  da  die 
Punkte  Cj ,  Ci',  ^1 in  welchen  die  Polaren  A^^  Ai',  Ai",*^  der 
Punkte  B,  B,  ß" .  Hir  Fl  »cne  iE  treffen,  alle  in  einer  geradeii- 
Linie,  nämlich  in  d*  r  Üiirehschnittslinie  (fig)  der  Ebenen  %i 
liegen,  so  gehen  sänimtiiche  jGerade  e,  ^ ,  ef'»..,  in  welchen  die 
Kegel  K,  K*,  K"....  die  Ebene  dt  berflhräl,  durch  eiiwricä  Pankt 
f,  den  Pol  der  Geraden  ^  Liegen  die  Punkte  Br  JP..*.- 
alle  in  einer  Geraden  tw,  so  gehen  ihre  Polaren  A\  ,  Ax"--  - 
alle  durch  einerlei  Punkt  my  \    die  Kegel  K.   K' .   K"..,.  haben 


Strahlen  wii,  mi,  jUi*.,..,  und  folglich  die  Geraden  A^,  Ai  ,  Ai"... 
in  denjenigen  Punkten  ttlx,  '"i^  mi welche  in  den  Durch- 
Hchnittslinien  777,  mf\*„  der  Ehene  ^  und  der  Ebeneii  B^^Bi, 
Bi"...,  entsprechen. 

Das  nämliche,  was  von  einem  beliebigen  Punkte  j5  der  Ebene 
£5  gilt,  muss  nun  auch  von  einem  jeden  Punkte  der  Ebene  i5i 
gelten,  d.  h.  alle  von  ihm  ausgehende  Ebenen  unseres  Systems 
umhüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades ,  welcher  auch  die  Ebene 
Vti  berührt,  und  sämmtliche  Berüfarungslinien  dieser  Ebene  und 


Ä".... ,  welche  einen  Punkt  der  Ebene  (5  zum  Scheitel  haben, 
und  bat  3t  mit  (ß  die  Gerade  «,  mit  Vt^  die  Gerade  «,  gemein,  «o 
liegt  der  Pol  %  von  a  auf  H  und  also  auch  auf  «i,  und  deniHftcfa 
der  Pol  a  von  auf  der  Creraden  a.  Die  Ebene  21  gefaSrt  also 
nlobt  m»  einem  Kege(,  dessen  Scheitel  anf  .ft  liegt«  sondern  auch 
reinem  Kegel,,  dessen  Scheitel  auf  üti  ^^^?X»  P"^^  "^^n  erhHlt 
also  keine  zwei  besonderen  Systeme  von  Ebenen,  jenacfadem  man 
die  Punkte  von  (E  oder  die  Punkte  von  Si  mit  deren  Polaren  in 
Uti ,  %  durch  Ebenen  verbindet.   Ferner  müssen  die  beiden  Kegel, 
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deren  Scheitel  die  Punkte  a,  0^  sind,  die  Ebene  H  lang»  de^l- 
ben  Geraden  a^i  berfihren. 

Liegt  der  Punkt  B  auf  der  Durcbechnittslinie  (A^)  von  flS^, 
80  föllt  die  Ebene  Bi  mit  fl^i  zusammen ,  and  der  Kesel  K  berührt 
die  Ebenen  0ti  in  denjenigen  Geraden,  \\ eiche  den  Punict  JBf 
mit  den  Polen  von  /[  und  a  verbinden.  Die  Beröhrungsebenen 
21,        C,  iD..,.  dieses  Kessels  mögen  die  (5,  ffj  in  den  Geraden 

a,  b,  c,  d....  und  «i,  6i,  Ci ,  c/i-...  schneiden;  es  seien  öi,  bj,  c«, 
Öl....  und  a,  b,  c,  6,...  die  Pole  dieser  Geraden;  so  bilden  ri,  h, 
c,  d...  und  Ol»  bg,  Ci,  «f^....  zwei  proj.  Strablbfischel  B»  Bi,  und 
die  Punkte  a,  b,  c»  ö....  eine  Gerade  A,  welche  mit  Bi\  und 
die  Punkte  ai,  b, ,  q .  eine  Gerade  ifxi  welche  mit  B  pro* 
jeiftivisch  Ut;  also  ist  auch 

(ft»  b » d«.«*)  =  ilf  (dl  >  bi « Ci ,  t>i  .•••)• . 

Aber  a^i ,  bbi ,  CCi,  Döi....  sind  die  Geraden,  In  welchen  dir  f'be- 
nen  H,  j5,       l6....  von  je  zwei  Kegeln,  deren  Scheitel  a,  Oi; 

b,  b^;  c,  Ci;  0,  Di....  sind,  berührt  werden;  folglich  biidoi  alle 
diese  Geraden,  da  sie  die  .Ij  projektiviech  edtneiden^  hebet 
A»       ein  elnfacbee  Hyperboloid. 

Endlich  denke  man  sich  irgend  einen  beliebig  im  Räume  lie- 
genden Punkt  J);  so  ist  dprsfüic  rirr  STr-mrinschnftliche  iVittel« 
punkt  zweier  reciproktr  r.iiimlirlu  i  ►Straiiibuschel  />,  />j  ,  deren 
entsprechende  £lemeutenpa;)re  nucli  den  ent2»prechenden  Eiemen- 
tenpaaren  der  Ebenen  0t ,  iSi  gerichtet  ejnd.  Jede  Ebene  von 
weiche  ihre  Polare  von  J)i  enthalt,  verbindet  zwei  entsprechende 
Elemente  von  und  gehört  also  zu  dem  in  Rede  stehenden 

System  von  Ebenen;  und  wrnn  in  I) ,  J)i  keine  solche  Ebene 
existirt,  so  geht  auch  keine  Ebene  jenes  »Systems  durch  den  Punkt 
D.  Geht  man  nun  auf  die  Sätze  5.  und  18.  zurück  und  trägt  das 
dort  von  Ponkten  und  Strahlen  Gesagte  auf  deren  Polaren*  fiber^ 
wozu  man  offenbar  berechtigt  ist,  so  sieht  man,  dass  nnser  Systeni 
von  Ebenen  mit  einem  beliebigen  Punkte  D  des  Rrninies  entwe- 
der keine  oder  nur  eine  oder  unzählige  Ebenen  gemein  habe,  und 
dass  diese  letzteren  entweder  einen  Kegel  des  zweiten  Grades 
nmhiiHen  oder  zwei  EbenenbQscbel  oder  nur  einen  Ebenenbüschj^ 
bilden. 

£  r  k  1  &  r  n  n  g. 

Jedes  System  von  Ebenen,  welches  mit  einem  beliebigen 
Punkte  im  Räume  im  Allgemeinen  eine,  einen  Kegel  zweiten 
Grades  nmhfiliende  Sehaar  von  Ebenen  und  folglich  mit  einer  be- 
liebigen  Geraden  im  Räume  im  Allgemeinen  höchstens  zwei  Ebe- 
nen sremein  hat,  wird  eine  Fläche  4 er  zweiten  Klasse  c^enannt; 
jene  Ebenen  selbst  heisscn  ßerührungsebenen  dieser  Fläche; 
eine  jede  Gerade,  durch  welche  unzählige  solche  Ebenen  gehen, 
wird  ehi  Strahl,  und  Jeder  Punkt,  dmA  welehen  nur  efaie  sdlebe 
Ebene  geht  oder  in  nelcbem  snrel  Strahlen  der  Flftche  sich 
flchfieiden,  ein  P^ii'nkt  der  Ffilehe  genannt.  > 
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a)  iZIw ei  beliebig  im  Ranme 
liegende  reciproke  räum- 
licbe  Strahibüschel  D,  Di 
•rsengen  eine  Flftche  der 
sw.eiten  Ordnung,  welche 
auch  durch  ihre  Mittel 
punkte  geht;  nämlich  die 
burchschnittspunkte  aller 
Strahlen  des.  eiaen  und 
ihrer  Polaren 'im  anderen 
!ip£rpn  in  einer  solchen 
Fläche;  und  zwar  wird  die- 
selbe in  den  Mittelpunk- 
ten der  Strablbilaefaei  von 
denj eili  gen  Ebenen. b er filirt, 
deren  Polaren  im  gemein- 
schaftlichen Strahle  der- 
selben vereiqlgt  sind. 

b)  Man  erhält  nur  eine 
solche  Fläche,  man  mag 
nun  die  Strahlen  des  eineti 
Strahlbüscheis  oder  die  de^ 
anderen  auf  ihre  Polaren 
beziehen., 

cj  DieFläche  wird  in  jedem 
ihrerPunktevon  derÜnrch- 
sehn  tttsiinie  derjenigen 
swel  Ebenen  der  rfiumli- 
dien  StrahlbÜBchel  berfijLrt, 
deren  Polaren  nach  diesem 
Punkte  gehen. 

dD'Alle  ^  i  es  e  Durch  s  eh  o  H  t  s  - 
linien,  deren  Berührungs- 

p  u  Ti  !c  t  c   einer   den   b  e  i  d  ii 
ötrahlb  lisch  ein  gemein- 
schaftlichen Ebene  ange- 
hören, bilden  ein  elofac^es 
Öyperbolold. 


«)  Zwei  beliehii^  im  Räume 
liegende  reciproke  Iilbenen 
il^i  erzeugen  eine  Fläche 
der  sweiten.&lässe,  welche 
auch  diese  Ebenen  selbst 
zu  l>ora})ri7ng8ebenen  bat; 
!iäiuli('}i  die  Verbindungs- 
ebeuen  alier  Punkte  der 
einen  Ebene  mit  ihren  Po- 
laren In  der  anderen  um- 
hüllen eine  solche  Fläche; 
und  zwar  berührt  dieselbe 
die  Ebenen  i£i  in  den- 
jenigen  4Bwei  JruuKten,  de^ 
ren  Polaren  sich  in  der 
Durch  Schnitts  linie  be,ld.es 
Ebenen  vereinigeo. 

6)  Man  erhalt  nur  eine, 
solche  Fläche,  man  mag 
nun  die  Punkte  der  einen 

Ebene  oder  die  der  ande- 
re» mit  ihren  Polaren  ver- 
binden. 

c)  In  jeder  Berahruttgs- 

ebene  der  Fläche  geht  die 
Verbindungslinie  derjeni- 
gen 2woi  Punkte  der  Ebe- 
Den  IE,  deren  Polar<en 
die  Durchschnittslinlen  dle- 
ser  Ebenen  und  jener  Be- 
rühru  ngseberie  sind,  durch 
einen  Punkt  der  Fläche. 

<2)  All  e  dl  es  OvV  e  r  bi n  du  n  gs  • 

linien,  uelrhe  den  durch 
einen  gemeinschaftlichen 
Punkt  der  Ebenen  ig,  it^ 
gehenden  BerShrungsebe- 
nen  angehOren,  bilden  ein 
einfaches  Hyperboloid. 


Nun  lässt  sich  aber  auch  umgekehrt  zeigen,  dass 


Lehrsatz  21, 


"Alte Fliehen  der  Ekelten 
Ordnung  sich  durch  reel- 

prnkc  Strahlbüschel,  und 
zw  ar  auf  unzählige  Weisen 
erzeugen  lassen. 


Alle  Flächen  der  «wüßten 
Klasse  sich  dnrchreciprohe 

Ebenen,    und  zwar  auf  un- 
zählige Weisen  erzeugen 
[  lassen,      '  > 
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'5  Beweis  (links^.    Denn  ist  irgend  eine  Fläche  V  der  zweiten 
Onliuin«;  geliehen,  8o  kann  man  tirei  Punkte  Y^,      ,  s  derselben 
beliebig  auswählen  und  durch  zwei  dieser  Punkte,   z.  B.^lurch, 
/),  und  8,  zwei  Ebenen  3/^,  M^'  leiten,  wejühe  F  in  zwei  Kegel- 
schnitten K,   K'  schneiden,  und  srdort  durch  den  dritten  l^unkt 
D  und  <lcn  Punkt  8  eine  liclieljipje  dritte  Kbene  (ötf'),  welche  den* 
Kegelschnitt  K  zum  zweitenmale  im  Piinkte  B,  und  den  Kegel-'' 
»cKnitt  K'  im  Punkte       schneidet.     Xdm  l*unkte  />i  aus  denke" 
man  sich  n:wh  drii  sfinimtliehen  Pmikteu  5,  a,   b,  c,   Ö....  des 
Kegelschnittes  K  die  Strahlen  Si ,  a^,  hi ,     ,  di.  ..,  und  nach  den 
samintlichen  Punkten  8'  (d.  h.  s),       b',       ö'....  des  Kegelschnit- 
tes A''  die  Strahlen  5/  (oder  s^),        Ai',  r/,  rf,'....  gezogen;  so 
bilden  diese  Strahlen  zwei  ebene  Strahlbiischel  B^,  B,\  deren^ 
Mittelpunkte  in  Di  liegen;  ferner  «lenke  man  sich  vom  Punkte  D* 
nach  den  Punkten  B,  B'  die  (Jeradcn  21,  21' gezogen,  und  einmal"- 
durch  21  und  die  Punkte  8,  ft,  b,  c,  Ö....  die  Ebenen  a,  a,  ß,  f,^ 
ö....,  welche  die  Ebene  Mx  in  den  (ileraden  x,  a,  A,  c,  rf....  schnei-/, 
den,  sodann  durch  '21'  un(l  die  Punkte  s' ,  a',  b',  c',  ö'....  die  Ehe-«» 
nen  0'  (oder  (j),       ß',  /,  5'....  gelegt,  welche  die  Ebene  yV/  iif 
den  (reraden  s' .  u' ,  l\  c' ,  d' ....  schneiden:  so  bilden  die  genann-; 
ten  Ebenen  zwei  Eb(inenfn'isch<^l  2(,  21'   und  die  neuen  Geraden' 
zwei  ebene, Strahlbuschel  B,  B'.  und  zwar  ist: 

•  'ßi  (5i,ai,6i,ri,rfi...)  =  ^(*'a»Ä,c,f/...)=2(((y,cif,^,y,d...) 


Z?i'(Ä/,a,',öi',Ci',rfi'...)  =  i?'(s',a',6',c',rf'...)=2l'(<y',a',l3',/,5'...); 
also  auch 

!         oi ,   ,  Ci ,  </i . .  0  ==  2J  (<J,  a, /3,  y,  (5.. .) 

und.  •  •  • 

■'  l?i'(*/,«i',^',ci',f/i'...)  =  2l'((>',a',|3',/,ö'...).  ' 

Öetrachtet  man  nun  die  Punkte  Z),  als  die  Mittelpunkte 
zweier  niumlichen  StrahlbGschel  />,  D^,  so  hat  man  in  dem  einen 
zwei  Ebenenlnischel  21,  21'  und  in  dem  anderen  zwei  ebene  Strahl- 
l)üschel  Bit  Bi  ,  welche  bezuglich  mit  den  ersteren  in  Ansehuni' 
der  Elementenpaare,  die  sich  in  den  Punkten  8,  ft,  b,  c,  ö....  und 
ft',  b',  c',,  0'....  der  Fläche  F  schneiden,  projektivisch  sind, 
und  z^var  entspricht  der  gemehuschatllichen  Ebene  {66')  von  21,  2t' 
der  gemeinschaftliche  Strahl  (^i*, ')  von  /f,  ,  Bi  .  Also  darf  mau 
festsetzen:  die  räumlichen  Strablbüschel  />,  sollen  reciprok, 
und  zwar  die  Elementenpaare  31  und  j>7, ,  21'  und  Mi.\  <y,  a,  ß, 
y,  ö„„  mid       «1,        c'i,  d^....'j  0',  «',  ß' ,  /,  6'....  und  a.', 

Ci',  dl'....  sollen  entsprechende  Elementenpaare  von  />,  />i 
selber  sein.  Aber,  kraft  des  vorigen  Satzes,  erzeugen  diese 
Strahlbiischel  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  F',  welche  durch  die 
Punkte  l)y  B\  und  durch  sämmtliche  Punkte  /?,  8,  ft,  b,  C,  2>...., 

a',  b',  c',  ö'....  der  Kegelschnitte  AT,  Al'  geht;  ist  also  If  ein 
beliebiger  Punkt  der  Fläche  F' ,  so  kann  man  sich  durch  die 
Punkte  J)  und  f  allemal  eine  Ebene  gelegt  denken,  welche  die 
Kegelschnitte  Ky  K'  in  zwei  Punktenpaaren  m,  n;  m',  n'  schnei- 
det, und  da  nun  die  beiden  Kegelschnitte ,  welche  diese  JüJliene 


mit  den  Flächen  F,  F'  gemein  bat,  durch  die  nämlichen  fünf 
Punkte  Dy  m,  n,  m' ,  n'  gehen,  also  zusammenfallen,  so  muss^ 
aodi  der  dem  ^hien  angehfirig^  Punkt  f  auf  dem' anderen  und  ab»' 
mit  auf  der  Fläche  F  liegen ;  folglich  die  durch  die  reciproken 
Strahlbüschel  /),  J)i  erzen ^^fo  Fläche  F'  mit  der  gegebenen 
Fläche  /'  identisch  sein,  vv.  z.  b.  >v. 

Der  Beweis  der  rechte«  Seite  wird  auf  ähnliche  Weise  getlübrt, 
und  man  ist  also  nun  berechtigt,  die  allgemeine  Eintheilung  und 
die  Eigenschaften  der  durch  reciproke  Giebilde  erzeugen  Fj^ebea, 
des  ,zw^Ueh  Grades  als'  die  der  sämintliehen^  Flüchen  dieses»  Qn^^x 
des  auszusprechen.    Upter  arideren  (euchten  nun .  folgeiid^  ,ziirei 
8ätze^'ein;  ,  • 

Lehrsatz  32« 


Eine  Fläche  der  zweiten 

Ordnung  hat  mit  einer  be- 
liebigen Ebene  in»  Räume 
entweder  keinen  oder  nur 
einen  oder  un zäh ligePunkte 

gemein,  unddies^e  letzteren 
ilden  entweder  einen  Ke- 
gelschnitt oder  zwei  Gern 
rade  oder  nur  eine  einzige 
Gerade. 


L  e  h  r  s' 

Ist  irgend  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  gegeben, 
so  darf  man  vier  Punkte/), 
DxyByS  derselben  beliebig 
auswählen  und,  nachdem 
man  zwei  dieser  Punkte, 
z.  ß.  /),  Du  bezüglich  mit 
S  un d  $  durch  zwei  G  e  r  a  d  e 
Ii  und  Si  und  mit  beiden 
Punkten  B,  ö  durch  zwei 
Kb e n e n  au n d  verbunden 
hat,  iestsetzeu:  diePunkte 
D,  Dl  Sailen,  die  Mittel- 
punkte zweier  reciproker 
r äu m I  i  ch  er  S  t  r  ab ! b  fi s  eb  e  1 , 
w  el ch e  die  g  e  g  e  b  e  n  e  F 1  h  ch  e 
erzeugen,  und  die  Ebenen 

und  JITi  «ollen  die  Pola- 
ren der  Strahlen  $i  und  % 
sein. 


An  eiiie  Fliehe  der  ciPi^el- 
ten  Klasse  gehen  von  einem 

beliebirien  Punkte  im  Ran-^ 
nie  entweder  keine  oder  nur 
eine  oder  unzählige  Berüh- 
rungsebenen.«,  und  diese; 
letzteren  .umhüllen  entere«!- 
der  einen  Keget  des  zwei-, 
ten    Grades    oder  bilden 
zwei   Ebeui^n t) üschel  oder. 

nur  einen  Miizigen  £|ien«l^- 
btisdieK 

a  t  z  33  .  • 

Ist, irgend  eine  Fläche  der, 
zweiten  Klasse  ge^eben^j 
so  darf  man  ^  ier  ßeräh:. 
riin IT s ebenen  igj,  Ä,  <r 
(1  e  r  .s  e  1  b  e  n  beliebig  a  u  s 
wählen  und,  wenn 
die  Dttrcki^clinittslinien,  s 
und  nti  die  Durchschnitts- 
punkte  zweier  dieser  Ebe- 
nen, z.  B.  ffi,  ,  und  bezüg- 
lich der  einzelnen  Ebenen 
Jb,  0  und  wieder  beider 
Ebenen  I69  tf  r zugleich  be- 
zeichnen, festsetzen  die,'' 
Ebenen  (5,  ssollen  reci- 
prok  sein  un  d  d  i  e  ge e eb ene 
Fläche  erzeugen,  und  zwar 
sollen  die  Punktes  und  m| 
die  Pole  der  Geraden  1^ 
und  A  in  diesen  Ebenen 
sein. 
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•        §.4.  .  . 

Klaflufikation.  der  Flächen  der  sweiten  Ordnimg  und 

Klasse. 

I.  Zwei  reciproke  räumticlie  Strahlbfischel  D,  Z>,  niöp^en  ganz 
beliebig  im  Räume  lir^pn:  es  sei  ihr  gemeinschaftlicher  Strahl; 
*f I  >  ^1'  7i  ♦  ^i—  ihre  L^niueinschaltlichen  Ebenen;  o,  //,  c,  rf.... 
die  den  letzteren  in  D  entsprechenden  »Strahlen,  uud  ü^,  in  C|, 
dt»»*  diejeniseii  Strahlen,  in.weleben  die  Eb^e'  der  a,  6,  e,  d....» 
oder  die  Polare  von  ?I, ,  von  den  Ebenen  »i ,  ,  fi,  ge-' 
schnittf'n  wird;  so  ?)i!(!pn  a,  h,  c,  d»**.  und  a^,  ,  , 
zwei  coneentrische  ebene  Strahl biischel  B,  Bi;  ai,  ßi,  yi,  <Ji.... 
einen  Ebeuenbüschel        und  es  ist  > 

also  '  . 

'  ■  '  '  Ji(a,b,c,(i*»»)  =  Bi(ax,.bi,Ci,di....). 

Es  sM  ihm.  naeb  AVchIr  Tbl.  IV.  S.  253.,  drei  und  zwar  tut 
d^et  'FAlle' mftbbar?  '  a)  Enhveder  besitzen  die  eoncentriseben 

prof.  ebenen  StraWhflsche!  1?,  zwei,  oder  ^)  nur  einen  oder  * 
c)  keinen  Strahl,  in  welchem  sich  entsprechende  iStrahlen  verei- 
nigen, oder  mit  anderen  Worten:  Von  aen  Ebenen  «i,  A,  J'j,  ^i-.. 
geheii  entweder  zwei,  oder  nur  eine  oder  keine  durcb  ibre  Polare 
in^D.  Gebt  aber  irgend  eine  jener  Ebenen,  z.  B.  «t»  durch  ihre 
Polare  n,  utid  man  rorlinrt  dieselb«^  jetzt  zu  Z),  so  muss  ihre  Po- 
lare in  Z>x  gleichfalls  aul  «i ,  d.  h.  aut"  dieser  Ebene  liegen. 

a)  Es  seien  in  Taf.  V.Fig.5.  DMD,  und  DM' D,  zwei,  den  Strabl- 
bGscheln  Z>,  ZA  gemeinschaftliche  Ebenen,  vvrbbe  durch  ihre  Po - 
litren  DM,  DtM  und  DM',  A^'  gehen.  Da  allen  Ebenen 
f,  S^..,  welche  c.  B.  durcb  ÜM  geben ,  - lauter  Stfnblen  von 
die  in  der  tbene  DßfD^  liejxen,  entsprechen  nnissen,  so  gehören 
alle  Piirikff  der  Geraden  DM,  und  ebenso  auch  die  der  Geraden 
DiM,  DM',  D^M',  zu  der  dur(h  D,  l\  erzeugten  Fläclie  F. 
Es  sei  nun  /)^/b  oder  B  irj^end  eine  durch  UM  gehende  Ebene, 
welche  die  Ebene  DM'D^  in  der  Geraden  Db  oder  b  schneidet, 
und  es  seien  a,  c,  tl  ...  sämmtliche  übrigen  in  B  liegenden  Strah- 
len von  A>;  D^B^  oder  sei  die  auf  t)MDi  liegende  Polare  der 
Ebene  By  welche  DM  \n  Bi  schneidet,  und  «i,  /J«,  71,  ...  die 
Polaren  der  Strahlen  «,  b,  c,  d.,..,  welche  einen  Ebenenbüsche! 
'4i  bilden  und  die  Ebene  B  in  den  Geraden  ö^,  6^ ,  ,  c/i«...,  so 
wie  die  Strabfen  a,  6,  c,  tl,,..  In  den  Punkten  a,  b,  c,  0....  acbncii-' 
den;  so  ist        ,.  .  .     ' ' 

B{a, 6, c, d,».)==Zi  («i ,  A ,  yi ,  61».)^ Bx  (ci^  61 ,  Cx ,  dx...) , 

also  / 

Aber  dem  Strahle  D3f  von  B  entspricht  in  -Hi  die  Ebene  f}MI)^ 
und  folglich  tn  Bx  ein  mit  DM  vereinigter  Strahl;  also  sind  die 
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ebenen  Strahlbüschel  /?,  Bi  perspektivisch,  d  h.  s-ämmtliche 
Punkte  a,  b,  c,ö. ...  —  Punkte,  "  elfhe  der  Fläche  F  ausehör^n  — 
liegen  in  einer  Geraden  Ai  und  da  die  Polare  des  Strahles  6 
durch  DiBi  und  durch  B^M'  geben  inuss,  also  mit  der  Ebene 
BiM'Bi  einerlei  \^\ ,  m  gehört  der  Punkt  b  der  Geraden  BiM* 
.oder  die  Gerade  A  begegoet  den  l^nlen  Xküf  oiid  DyM'  Mgleidt. 

IMe  FlSche  F  A\ird  also  \ on  allen  Ehenen,  tvelche  dui'ch  efaö 
der  vier  Linien  DM,  J\M .  z.  B.  durch  DM,  eehen, 

in  lauter  geraden  Linien  geschnitten,  zu  denen  amh  DM'  und 
DxM  gehören y  und  alle  diese  Linien  treffen  auch  die  Linien /^^itf'« 

Es  seien  nun  in  Taf.  V.  Fli.  6.  Dm^  ,  Bhb^  .  />cq ,  DbK>^.,..  oder 
uf,  |3.  y,  d....  sämnitliche  durch  yjill  eenende  Eben en,  welche  einen 
Ebenenbüschel  '}{  bilden;         B,  &,  />....  die  in  denselben  uihI 

^  in  dei^  Fläche  F  liegenden  Geraden;  a^,  ß^  ,  ,  d,....  die  düveh 
/^i^ill'  und  dieselben  Geraden  gehenden  Ebenen,  welche  einen 
EbenenbäHchcl  21  ^  bilden ;  und  eine  den  Strahlbdsefaein  D,  D^ 
gemein8<')ir\ftlir}ie  Ebene,  welche  weder  mit  DMÖ^  noch  mit 
DM  B^  identisch  ist,  schneide  die  Geraden  At  B,  C  ,  />....  in 
den  Punkten  ftS  b'^  c' ,  0'....;  so  liegen  diese  Punkte  in  einem 
Kegelschnitte  (oder  in  einer  Geraden),  indem  sie  der  Fläche  F 
-angehören,  und  verbindet  man  dieselben  mit  D,  ,/>|  durch  die 
Strahlen  a .       r,  iJ.  ..\   f/j  ,  (ij  ,      ,  di....,  so  bilden  die  letzteren 

^  zwei  nrojektivische  ebene  Strablbüschel ,   von  denen  der  eine  mit 
dem  Ebenenbuschel       der  andere  mit  dem  Ebenenbüschel 
pcrspelttiviscb  ist;  also  ist 

=  ^i"*»)*     '  •  • 

,    .         '         .        ■    •  ...» 

Da  nun  die  Aehsen  M^M,  Hiilf  dieüser  Elienenbiisebiel  eich' nicht 
schneiden,  so  folgt  ans  dem  letzteren,  dass  die  sammticheB  fie>  ' 

rädert  A,  B,  C,  /)....  die  eine  Schaar  der  Oraden  eines  ein- 
fachen Hyperboloids  bilden,  zu  dessen  anderer  Schaar  DM  und 
DiM'  geliören;  d.  h.  die  Fläche  F  ist  iniFuUe  a)  ein  einfaches 
Hyperboloid.  'i.« 

h)  ii\h\  es  nur  einen  Strahl  DM  und  DiM,  welcher  auf  sei- 
ner Polare  UMDi  i^^st«  zeigt  man,  wie  vorhin,  dass  jede 
fibeiie  By  welche  durch  DM  (odfer  Dwif)  geht,  die  fläche  F  in 
einer  Geraden  A  schneidet.  Ist  min  JSi  die^^dwch  den  Punkt  Di 
und  die  (Gerade  .1  i^ehende  Ebene,  so  mnss,  eben  well  A  eine 
der  Elache  F  angehörige  Gerade  ist,  von  allen  Strahlen  in  der 
Ebene  Bi  einer  auf  seiner  Polare  liegen,  also,  da  DiM  der  ein- 
zige derartige  Strahl  ist,  mit  diesem  msammen^llen.  Die  Geräde 
A  feifft  also  die  beiden  Geraden  DM  und  DiM,  geht  demnach, 
da  sie  nicht  in  die  Ebene  DMDt  fällt,  durch  den  Punkt  M.  So- 
mit schneiden  alle  durch  Z>;V  und />jilf  gelegten  Ebenen  die  Fläche 
jP  in  geraden  Linien,  welche  durch  einerlei  Punkt  M  gehen,  und 
weil  ^*ede  von  DM  Di  verschiedene,  den  Strahlbüscheln  D,  Di 
gememschaftliche  Ebene  die  Fläche'-'F  in  einem  Kegelscliiutte 
schneidet,  so  isi  diese  FUche  bn  Falle  6)  ein  K^|$^i  des'sfrell-^ 

ten  Grades«   

'  '     .  .  •     •■  •  • 

e)  Entiilelte  in  diesem  driften  Falle  di^  FIfiche  F  eine  gerade 
Linie,  so  würde  die  nach  dieser,  letztwwo  gebende  Ebette  da« 
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Strahlbilschcls  D  oder  einon  Stralii  enthalten  müssen,  welcher 
auf  seiner  Polare  liegt,  was  gej^eii  die  Voraussetzung  streitet. 

•  Auf  die  SU  eben  betracliteten  drei  Fälle  und  die  deuseibeu 
-entdpreeheDden  drei  Hauptgattungen  von  Flftchen  de?  zweiten- 
'Or4nung  kommt  man  zurück,  »enn  man  von  der  Art  des  Schnit- 
tes eioer  beliebigen  Ebene  $S  mit  der  Fläche  F  ausgeht.  Besteht 
nämlich  1)  dieser  Schnitt  aus  zwei  Geraden  {AAi)  uuA  {A' Ai')^ 
so  sind  in  den  mit  iSt  vereinigten  zwei  reciprokeu  Ebenen  i6»  i& 
.4ie  Pole  dieser  Geraden  ein  einziges  Paar  Punkte  (BiB)  und 
welche  mit  dem  Durchschnitte  jener  Geraden  in  einer 
gerädeh  Linie  Ä  liefen;  und  jedem  Punkte  der  ersteren,  z.  B. 
von.  entspricht  ein  durcji  ihn  selbst  gehender  Stralil  von  By, 
sowie  demselben  Punkte,  insofern  er  zu  Ai  gezählt  wird,  ein 
durch  ihn  selbst  gehender  Stmhl  von  B.  Legt  mau  nun  durch  die 
G^rj^e  i>A 'Vnd.  den  Punkt  {BBi)  eine  Ebene,  welche  {AA^)  iii 
0iv\it^'iAi)  iw  n\i  schnei<let,  so  ist  die  Polare  dieser  Ebene,  in- 
^«üfern  sie  zu  ö  gehört,  der  nach  mj  gehende  Strahl  von  />i ,  und 
4je  Polare  derselben  Ebene,  insofern  sie  zu  gehört,  der  nach 
m  gehende  Strahl  von  />.  Die  Polaren  dieser  Ebene  liegen  also 
auf  Uir  selM  und  das  nfilniiche  gilt  yim  der  durch  IaD^  .md 
{B'B\'y  gelegten  Ebetaei  Jenachdem  also  die  Gerade  5  mit  der 
ireraneu  />/>!  in  eitoeriet  Ebene  liegt  oder  nicht,  ist  der  Fall 
joder  a)  vorhanden, 
i.    Ist  2)  der  Schnitt  von  /^und(6  nur  eine  einzige  Gerade  (/l^i^)» 

▼ereiniipfen .  reciurokerii  Ebenen,  inir 
einen  Pol  (BiB),  und  ein  jeder  Strahl  des  letzteren  nur  einen  auf 
ihm  sellist  und  auf  (AAi)  liegenden  Pol.  Die  Polaren  derjenigen 
Ebene  also,   welche  durch  und  (Bf^i)  gelegt  wird,  gehen 

nach  dem  Durchschnitte  dieser  Ebene  und  der  Geraden  (AAi)  und 
liegen  abo^auf  ihr  gelber.  •  OShe  es  Vinn  eine  zweite  imch  'DB{ 
genende  Ebene,  deren  Polaren  auf  tlMr  selber  liegen,  so-' 'Würde  in 
den  Ebenen  iß,  ü^i  die  Dnrchschnittslime  der  letzteren  und  jener 
Ebene  die  Polare  eines  auf  ihr  liegenden  Punktes  sein,  also  mirch 
den  Punkt  (iBB^)  gehen;  diese  zweite  Ebene  würde  also  in  der 
That  Ton  der  eräeren  nicht  verschieden  sein.  Der  1a  Sede 
stehende  FaU  ist  also- mit  dem  frQheren  6)  identisch. 

31  JQat  lAie  Ebene  (6  nur > eine«  Punkt  B  mH  F  genteiii,  so 
hat /d|f|Mif'  Punkt,  il)  den  mit  (E  vereioi^n  reciuroken  Ebenen 
pur  eine  einzige  Polare  A,  Existirte  nun  eine  Ebene  DMDi^ 
welche  ihre  Polaren  DM,  ö,  M  enthielte,  so  würden  diese  letate- 
fe|i  b^ide  durch  den  Punkt  B,  und  die  Ebene  selbst  durch  die 
(if^a^e!  A  -g^ben  müssen,  und  es  koiinte  wenif^stens  keine  zweite 
solch^'  Ebene  existiren.  Es  ist  also  dieser  Füll  mit  b)  oder  c) 
identisch,  jenacbdefu  die  Geraden  DDi  iind  :^  in  einerliei  Ebene 
liegen  oder  nicht. 

4>  Ist  i!er  Schnitt  der  Ebene  und  der  Fläche  l^*  ein  Itegiet- 
schnitt,  so  kann  jeder  der  Fälle  a),  6),  c)  stattfinden.       '  ',T  ' 

II.  Sind  andererseits  (S,  irgend  zwei  reciproke  Ebenen 
im  llaume  ;  Aj>  der  Durchschnitt  beider ;  ,  bi ,  C] ,  d| ....  die 
Punkte  von  A^;  a,  6,  c,  d....  die  in  (5  liegenden  Polaren  dieser 
Punkte,  welche  einen  Strahlbü?»chei  ß  bilden^  und  ni/fh»  t'i,  ^/i... 
die  Strahlen  eine«  mtt  'B  c^nMentttechen  Stk^lb&scBels  JE£  ,  welche 
litiMi>iiea  Punkten  £^hett;  lo  ist  '  '       "      '  '  "    '  ' 
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•  * 'I  ■  ■.  Biß, 0, cr»e^....)  =  Bi (oj ,  6i ,    ,  <(|.«..)* •  *  :t 

<  I  ♦  1 1       !  .1     .  .  .  ^  ' » 

Eqkwed^r,  nua  iMtz^  die  StrahlbOscbel  B^  Bi  d)  iswei,  oder 
6)  Dtir'«:|iiev,  r)  keinen  Stralil,  in  welchem  sich  eutspt^ 
cheode  vereinigen,  <1.  h.  ^/m  den  PnnLten  ,  bi,Ci  ,  Ö,....  Hegen 
entweder  zwei,  oder  nui  einer,  oder  kciuer  auf  seirnr  P(dare, 
Liegt  aber  irguud  ein  l^uakt  von  aiil"  seiner  Polare  iu  iS,  so 
liegt     auch  auf  sefoer  Polare  In  iß^.    .  '  »  V 

«)  Es  seien  m,  ttx'  zwei  Punkte  der  Geraden  A^,  welche  arff 
ihren  Polaren  m'  in  (£,  und  mt,  rni'  in  iB-i  liegen.  Da  allen 
Punkten  der  Linie  m  solche  Gerade  in  Stt  entsprechen ,  welche 
durcht  dan* Punkt  m  g>ehen,  so- aiod  alle  Ebenen,  welche  dirob 
»1  ^elieiD,  und  desgleichen  alle,  welche  durch  m^,  mf,'mi'  gehen, 
^eratrungsebenen  der  Fläche  F,  die  durch  IS  ^  fl^j  erzeugt  wird. 

Es  sei  nun  B  irgend  ein  Punkt  von  m,  welcher  mit  dem 
pT7nkte  m'  die  Linie  ö  geraein  hat;  a,  c,  r/. ...  beliebige  andere 
Stralilen  von  B;  Ai  die  (vom  Durch. schnitfe  der  ÖS,  iS^i  jetzt  zn 
unterü^heidende)  Polare  des  Punktes  j^inl^j^,  und  %,b*,  ^.  Dj... 
ditf  Pole  ivdn  a,  b,  d,  d...»  w^tcbfi  mit  dteiPutikte  :iB  mtQ^tiit 
den  Og,  bi,  ci ,  d]....  und  mit  den  Gesaden  bt  c,  tL**  die  £liio- 
nen  a,  ß,  y,  o....  gemein  haben;  so  ist 

T 

B  (a,  6,  c,  (L,..) = Ai  (a^ ,  bj^  >    ,    ....) = J5i  (oj ,  6^ ,  t'|^ ,  rf^....) , 

.  1  •   •  '  '     '  »  ä  ■  I  •    .  i«  .••»". ,  ... 

Aber  dem  Strahle  rn  von  entsprieht  in  üti  der  Punkt-'m',  und 
somit  in  B^  ein  mit  m  vereinigter  Strahl;  also  liegen  die  couceo- 
trfscben  ebenen  SttahlbOsebel.  Bi  perspektfviscn^'d.  äJbiäkki' 
liehe  Ebenen  c,  /J,  y, '  d....  oder  die  Berührmlg.'^cbenen,  rön  P, 
welche  durch  den  Punkt  B  gehen,  .«ebnciden  sich  in  einer  Gera- 
den 71,  welche  auch  der  Geraden  m  beceguot :  und  da  dem  Strahle 
6  ein  auf  mji'  liegender  Punkt  entspricnt,  also  die  Ebene  ß  durch 
fWi't  gibt,  so  begegriet'dle  "Ä  auch  der  mj'. 

$ind  nun  21,^,  C,  2)       die  verschiedenen,  durch  sämmtlicbe 

Punkte  M  von  m  erhaltenen  rGeraden ,  und  legt  man  durch  diesel» 
hau  lind  einen  beliebigen  Punkt,  z.  B.  durch  einen,  den  Ebenen 
ü^y  ^1  gemeinschaftlichen  Punkt  (71B{),  die  Ebenen  «,  y,  S...., 
welche  in  ö,  c,  rf....;  (ß^  in  ,  6i ,  C| ,  t/i..,.  schneiden,  so  . 
umhüllen  diese.,  als  Beritbrungsebenen  der  Fläche  F,  einen  K^gel 
melten  Gradea/welclieiraiicH  le:  fl^i  )Wrttlitt; '  alsof  I*t  ' 

:M(i,b,eid,.ry^Bx(^i,b^»Ct^ 

und  folglieh  sind  auch  die  Geraden  nt,  m^' binsicbtl ich  der  Punkte, 
in  denen  sie  von  7i,  J&,  <C,  getr^ien  Werden,  projektiviweh^ 
d.  h.  die  Geraden  <C,  ^i..«,'Weza  auch  m' untl  tiii  gehören, 

durch  welche  ümmtliclie  ift«Nihni^geebi4iiett  von     gehen  y  büden 
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an) 


die  eine  Schaar,  und       w^'  irpliäreur^zi^  anderen  ^Schaar.  Gerade^ 

eine^  einfachen  Hyper  Uoioid  s. 

b)  Fallen,  um  das  Räsonnemcnt  abzukürzen,  die  Punkte  m, 
m'  zusammen  f  so  schneiden ,  sii^h  die  Geraden  m,  m^';  und  folg- 
lieh umhfillen  7(,  2^,  C,  HD....  D«4M(t  in,  mi  einen  Kegelschnitt, 
ohne  daes  jedoch  die  Ebenen  /?,  y,  einen  Kegel  zweiten 
Grarles  umhüllen,  Indem  dieselben  nicht  durch  einerlei  Punirt 
geben. 

c)  Giht  es  keinen  Punkt  m,  so  können  auch  keine  drei  Beruh- 
rungsclM  nen  von      durch  eine  fJerade  a;ehcn;   doTin  sonst  würde 
der  Durchschnittspunkt  diesef  letzteren  mit  der  Lbene  IS  (oder 
einen  Strahl  in  üt  enthalten ,  dessen  Pol  auf  ihm  selber  läge. 

>  Auf  ähnliche  Weise,  w  ie  obeD>  iiisst  sich  ferner  darthon,  dass 
Ibsenn  die'  von'  einem  hefi^bigen  Paokte  Im  Räume  an  die  Flflcbe  F 

fehenden  Beruhrnngsebenen  zwei  Ebenenbüschel  bilden,  die 
alle  «y  ndrr         wenn  sin  nur  einen  Ehe n  enhüs ch  e I  bilden, 
bloss  der  Fall  ä)  ;   wenrt   Tiiir  eine  einzige  Berührunffsebene  an  F 

f;ht,  die  Falle  b)  oder  c),  und  wenn  unzählige  Ebenen,  die  einen 
eccJl  zweiten  Grades  ipihülien«  alle  drei  Fälle  o),  b),  c)  statt- 
finden konpem, 

Purßh  die  beideii  lelzieD  Betraehluiigen<  hat  shsh  uns  also  mn 
folgende  gänz  allgemeine  ^intheilimg  der  -Flftchea  der  sweiten 
<mniiiig.u]id  KlaMe  ergeben: 


Lehrsatz 

Einejed^e  Fläche  d  er  zwei  - 
t  e  n  Ordnung  ist  entweder 
ein  Kegel  des  zweiten  Gra- 
des, oder  im  Allgemeinen 
ein  einfaches  Hyperboloid, 
oder  eine  durchlius  krumm- 
linige jFl^che,  welche  init 
einer  beliebigen  EImuc 
eotwedereinenKegelsch  nitt 
oder  n.i^r  einen. Pu|(kt  oder 


34. 


Eineiede  Fläche  der  zwei- 
ten Klasse  ist  entweder 
ein  Kegelschnitt,  durch  des- 
sen Tangenten,  oder  im 
Aligesieinen  eip  einfaches 
Hyperl>Q|oid»  durch  denpien 
Goraden  die  Be rührungs- 
ehe nen  derersteren  geheo^ 
oder  eine  Fläche,  ^n  welche 
von  einem  beliebIgenPunktß 
des  Raumes  entweder  un,>» 
z  ä  h  1  i  g  e ,  einen  Kegel  des 
zweiten  Grades  umhüllende 
Berühr un^s ebenen,  oder 
nur  eine  einzige  oder  ^at 
keine  geben. 

Ein  dem  so  eben  gehi'auchten  untergeordneter  Einthellungs- 
-gnind  d^f- Fischen  der  zweiten  Ordnung  und  Klasse  ist  derfente, 

welcher  von  den  unendlich  entfernten  Punkten  und  ßerührungsebe- 
nen  hergenommen  wird;  doch  ist  derselbe  für  die  ersteren  bei 
Weitem  ergiebiger,  als  für  die  jetzteren.  Indem  hier  nur  der  eine 
Fall,  dass  die  SlittelpunlLte  der  reciproken  Ebenen  1&,  Üti  unend- 
lich entfernt  .sind,  und  aUo  eine  einzige  unendlich  entfernte  Be- 
nlhrungsebene  vorhanden  Jst,  in  Betrl^cht  kommen  l^ann.  Wendet 
man  den  Lehrsatz  20.  auf  die  Strahl büschel  D,  an  .  welche 
#ine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  erzeugen  ^  ito,  sieht  man  sogleich» 
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weil  jeder  Strahl,  vteicber  mit  seiner  Polare  parallel  ist,  einen  un- 
fudUcli  entfernten  Punkt  der  Fläch«  F  betitimmt,  dass  eine  solche 
FUidke  entweder  1>  keinen,  oder  2)  nut  einen  oder  unzählige 
unendlich  entfernte  Punkte  besitzt,  und  dass  die  nach  die' 
sen  Punkten  gefienden  vStrahlen  eines-  !)elif' bij^en  Punktes  enttveder 
3)  einen  Kegel  des  zweiten  Grades  oder  4)  zwei  Ebenen, 
oder  5)  eine  einzige  Ebene  bilden.  Im  ersten  Falle,  welcher 
effenbar  bei  keiner  geradlinigen  Fläehe  stattfinden  kann,  heiset 
die  erzeugte  Fläche  Ellipsoid,  im  dritten  Falle >  wenn  dieselbe 
ebenfall«  keine  trprHden  Tjinirn  enthält,  elli ptisefi  es  Hyjjerbo- 
loid,  und  in»  z\\eiteTi  unter  desselben  IJedni^ung  elliptisches 
Paraboloid.  Der  dritte  Fall  tritt  ausserdem  beim  Kegel  ein, 
wenn  sein  Scheitel  in  endlicher  Entfernung  Hegt,  und'  bei  dem 
einfachen  Hyperboloid;  und  der  kweite ,  vierte  und  fünfte 
beim  Kegel,  weiin  «ein  Scheitel  unendlich  entfernt,  und  seine 
Grtitidnäcne   bezüglich  eine  EHii)se,   Hyperbel  oder  Parabel  ist 

i elliptischer,  hyperbolischer,  parauolischcr  Cylinder). 
Endlich  silt  der  vierte  Fall  auch  ooch  vom  hyperbolischen. 
ParaboTeid»  nach  dessen  unendlich  entfernten  Geraden  die  bei- 
den Eben  pt\  crertrhtet  sind,   und  dasselbe  heisst  gleichseitig» 
wenn  diese  Ebenen  auf  einander  senlurecht  smd. 

Lehrsatz  35. 

Alle  Flächen  der  zweiten  Ordnung  zerfallen  in  fol- 
gende drei  Uauptgat tungen  und  deren  Arten:  1)  der 
Kegel  nebst  dem  elliptischen,  hyperbolischen  una  pa- 
rabolischen Cylinder;  2)  geradlinige  windschiefe 
Flächen,  nämlich  das  einfache  Hyperboloid  nebst  dem 
hyperbolischen  Paraboloid;  3)  durchaus  km  ni  m  lin  i  j»^e 
Flächen,  das  Ellipsoid,  das  elliptische  Hyperboloiid 
nnd  das  elliptische  Paraboloid. 

Eine  Aufgabe,  welche  über  die  Grenzen  dieser  Abhandlung 
hinausgeht,  ist,  zu  zeigen,  dass  jede  Fläche  der  zweiten  Klasse 
zugleich  eine.  Fläche  der  zweiten  Ordnung  ist;  und  dann  ergibt 
sich ,  dass  nur  dao  elliptische  Paraboloid  eine  unendlich  entfernte 

Berührunesebene  mit  einem  einzl<ren  Berührunjjspnnkff ,  und  nur 
der  pfiraliidische  Cylinder  eine  solche  Ebene  mit  eijier  Berühruugs- 
Iinie  besitzt. 

Aufgabe. 

'  Mittels  reciproleer  rSumlicher  Strahlbflsdiel  eine 
Kngei  za  ersengen. 

Auflosung.  Man  lege  zwei  reciproke  gleiche  räumliche 
Strahlbuschel  dergestalt,  dass  jeder  Strahl  des  einen  auf  seiner 

polare  ?senkrer!jt  steht:  so  erzengen  dieselben,  was  unmittelbar 
einleuchtet,  eine  Kugel^  dereu  Durchmesser  der  gemeinschaftliche 
Strahl  ist.  . 

.   ,  Aufgabe.  . 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reeiproker  räum- 
licher Strahlbüschel  ein  einfaches  Uyperl^oloid  zu  er' 
zeugen. 

TheUU.  M 
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Aunüsunc.  a)  Man  wähle  einen  b'efiebigen  Strahl^  in  D 
taiA  eine  durcn  denselben  gebende  Ebene  MMlie'te  1^  ih 
Polare  fi  Ton  tp  und  die  durch  letztej-e  >  gehende  Polare  von 

und  lege  mm  die  Strahlbüschel  D,  Di  80,  dass  die  Strahlen  9 
und  fi,  nicht  aber  die  Ebenen  (p  und  y^^  zusammenrailen;  so  er- 
zeugen sie  ein  eini'uches  Hyperboloid.  />)  Oder  man  gelte  den 
Strabtbuscheiii  eine  beliebige  Lage ;  erzeugen  dieeelben  nun  nleht 
'  die  verlangte  FIficbe»  so  drehe  man  den  einen  so  herum,  das«  die 
vereinigt  gewesenen  Strahlen  in  entgegengesetzter  Kichtung  wie- 
der zusammenfallen;  so  entsteht  nothwenotg  ein  etafiiches  flypec^ 
boloid. 

Bewelsi  ä)  ähnlich  wie  oben  im  Falle  a)  :  ö)  denn  durch 
die  Uiudtebung  erhalt  man  dann  nothwendig  zwei  uugleichllegende 
ebene  8trahlbüschel  ß,  Bi,  von  wclcben  zu  Anfangdieses  Paragra- 
phen die  Rede  war  ,  und  es  mnss  also  der  dortige  Fall  a)  eintreten. 

Aufgabe. 

Mittels  zweier  belieb  ig  gegebener  reciproker  räum- 
licher Strahlbüscbei  eines  Kegel  des  zweiten. tii^ades 

zu  erze  u  g  e  11. 

Auflösung.  Man  verfahre  ebenso,  wie  in  der  vorigen  Auf- 
gabe; doch  lasse  man  jetzt  auciL  die  Ebenen  9)  und  zusam- 
menfallen. 

Beweis.  Denn  dann  hat  die  Ebene  (<pxi)  Flache 
nur  ^aL-eioeu  SfraU  (fig^  gemein,  eine  Eigenschaft,  welelie-  der 
SegtsI  «osscbliessltch  besitzt.  '  m 

'  •  * 

-  Aufgabe. 

•  •  •  • 

1  Mittel  s  zweier  beliebi«;  gegebener  reriproker  räum- 
licher S trablbüscbei  ein  liy perbolisches  Paraboloid  zu 
erzeugen. 

Auflösung.  Man  bringe  diei^egebcnenStrahlbiisrhel  in  involuto- 
rische  Lage,  suche  eine  lirenueuene  derselben  und  drehe  nun  den 
einen  Stridilbilschel  dergestalt  nm  seihen  Mlttelpankt*  dass  die  In 
dieser  Brennebene  vereinigten  Ebenen  vereinigt  bleibe,  und  jed^  r 
»Strahl  derselben  einen  Winkel  von  IKK*  beschreibt;  so  ^ird  jetzt 
ein  joder  solche  Strahl  anf  seiner  Polare  liegen.  Wird  nun  der 
eine  iStrahlbüscbel  parallel  mit  sich  selber  in  irgend  eine  Stelle 
des  Raumes  versetzt,  so  werden  - alle  Jene  Strahlen  mit  ihren  Po* 
laren  parallel  sein  und  folglich  unzählige»  in  gerader  Liaie  liegende« 
unendlich  entfernte  Punkte  bestimmen,  im.  AUgemeineik  aw  dia 
ep^ei]gte..Fiäebe  ein,  hyperbolisches  Paraboloid  sein.  t-, 

Aufgabe»' 

>1ittel>  zweier  beliebig  gegebener  reciproker  R&tti)l' 
lieber  Strahibüschel  ein  Ellipsoid  zu  erzeugen. 

Auflösung.    Man  bringe  die  gegebenen  Strahibüschel  in  die* 

i'enige  concentrisehe,  z.  B.  involutorisebc  Lage,  in  welcher  dieselben 
leinen  Kegel  erzeugen,  und  versetze  dann  den  einen  Straldbüsek^it 
paiallel  mit  sich  selBer  in  irgend  eine  Stelle  des  Raumes;  so  wlcd 
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Mm  Stralil  dw  ^eli,  mck  d«»*füdeieri|  mit  seiMr  Polare  paräl- 

lel  sein,  die  »zeugte  Fliehe  also  auch  teioeil  üneiHilich  entfern* 

Ma  PmilcA  enthaltea  köDBeii;  l^ieeeUifi  iMiflc  alao  ebEUipeoidaem. 

•■  ■  ' 

Aufgabe. 

Mittels  zifei^r  beliebig  gegebener  reciproker  rSiim- 
lieber  Strahlbüschei  ein  eiiiptis^faes  Hyperboloid  zu  er- 
zeugen. 

Auflösung.  Man  bringe  die  gec^ebenen  Strablbüschel  in  die- 
jenige coucentrische  Lage,  in  welcher  dieselben  einen  Kegel  erzeugen, 
und  versetze  jetzt,  was  immer  mOglich  ist,  den  einen  parallel  mit 
sich  selbier' und,  ohne  das«  ein  Strahl  des  Kegels  auf  seiner  Po- 
lare verharrt,  in  irgend  eine  Stelle  dies  Raumes ;  so  werden  erst- 
lich alle  Strahlen  des  Kegels  jetzt  mit  ihren  Polaren  parallel  sein 
und  folglich  unzählige  unendlich  entfernte  Punkte  bestimmen,  deren 
Richtungen  mit  den  Strahlen  eines  Kegels  parallel  sind ;  zweitens 
wird  wc3er  ein  Strahl  jenes  Kegels,  noch. auch  iwend  ein.aBdemr 
Strahi  aiif  seiner  Polare  liegen,  weil  ein  solcher  letzterer  vor  der 
Trennung  der  Strahlbüschei  seine  Polare  durchschnitt,  und  folg- 
lich aucn  nach  derselben  durchschneiden  niuss.  Die  erzeugte 
Fläche  kann  also  aus  dem  letzteren  Grunde  keine  geradlinige, iUnd 
pww  folglich  aus  dem  erstereii  ein  elliptisches  Hyperboloid  seip. 
'       .    .  .  ■  •  ■ 

Aufgabe*. 

!fefiftel8  zweier  beliebig  gegehe ne'|r  reclpTo>ker  rttumi- 
ticher  StRaHI|»fi«chel  e^n  elliptisches  PairjalK^toid  zu  <sr- 
zeuf^e-D.'  ••• 

Auflösung.   Man  bringe  die  gegebenen  Strahlbüschei  hl  diil^ 

J'cniiie  involutoriscfio  Laire.  in  welcher  di<^selben  einen  Keijel  crzeugeii. 
m  All  gemeinen  wird  nun  eine,  auf  einem  Strahle  dieses  Kegels 
senkrechte  Ebene  denselben  in  einer  Ellipse  schneiden,  und  dreht 
man  nun  den  einen  Strahlbilsehei  vte  diesen  Strahl,  und  swar  ibi 
einen  Winkel  Ton  zfvei  Rechten  herum ,  so  werden  die  in  jthwr 
Ebene  vereinigten  reciproken  Ebenen,  kraft  Lehrsatz  2.,  nur  eibm 
einzigen  l*unkt  besitzen,  welcher  auf  seiner  l*olare  liegt;  und  da- 
her auch  in  den  beiden  Strahlbüscheln  bloss  jcMier  eine  Strahl  auf 
seiner  Polare  liegen,  Versetzt  man  also  jetzt  den  einen  Strahl- 
b0scli^  pariallel  mit  sich  selber  in  irgend  eine  andere  Stelle  de« 
Raumes,  so  wird  auch  nur  ein  einziger  Strahl  mit  seiner  Polare 

|)iurallel  sein;  die  erzeugte  Flric^lse  also,  weil  sie  nur  einen  unenu- 
ich  entferuteii  Punkt  besitzt»  im  Allgemeinen,. ein  elliptisches.  Pa- 
rab^lo'^d  sein  müssen,      '  ^  ...  ,, 

Aufgabe. 

Zwei  beliebig  gegebene  reciproke  räumliche  Strahl- 
büsch'el  so  zu  legen,  dass  die  durch  dieselben  erzeugte 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  in  der  Richtung  einer  gaggi- 
benen  Ebene  in  lauter  Kreisen  geschnitten  werde. 

Auflösung.    Man  lege  die  gegebenen  Strahlbüschei  />, 
iovolutortsch  und  sache  eine  Brennebene  derselben.  Jetzt  gekie  man 
dteiMlelheii»  ohne  ihr«  Lage  ztt  «ln»der  m  äbilm,  efaie.'sbldhe 

14* 
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XiBge  im'  Aavme ,  dass  diese  BremebeM  mit  der  gegebenen  Ricti- 
tttngsebene  parallel  laufe,  und  versetze  den  einen  Strahlbüschel, 
J5.  B.  Dl  y  parallel  mit  sich  selber  und  so,  dass  die  Polaren  der 
Brennebene  auf  einander  liegen  bleiben,  in  irgend  eine  iStelle  des 
Raumes;  so  haben  heide  Strahlbüsehel  die  geforderte  Lage. 

Beu  eis.  Bei  der  involutorischeu  Lage  von  />,  seien  B, 
Si  die  ,Yon  den  zug.  IiatiD.  Polaren  der  Brennebene  gebildeten 
Strablbdschet,  in  tvelchen  also  die  zu^.  Strahlen|iaare  a,  «i;  b,bii 

Ci ;  d,  dl-..'  lauter  rechte  Winkel  einschliesscn ;  und  7i 
seien  die  vereinigten  harm.  Polaren  jener  Ebene;  ferner  seien  a, 
/3,  y,  6....  die  durch  21  und  «,  6,  c,  d....  gebenden  Ehenen,  d.  h. 
die  harm.  Polaren  von  Oi,  b^,  tli....;  «nfd  «i,  y^,  die 
durch  ^1  und  a«,  6|,  e^,  gehenden  Ebenen  oder  die  barm. 

Polaren  von  a,  o,  c,  d....;  ferner  a',  6',  c',  ti'....  diejenigen  Strah- 
len Von  Ii,  milche  mit  (ij,  6^ ,  Ci,  d^....;  und  wieder  rii',  fji',  c^', 
dl'....  diejeriisfen  Strahlen  von  Ä ,  welche  mit  o  ,  6,  e,  d....  ver- 
einigt sind;  endlich  ß' ,  y' ,o'....  die  mit  «i ,  /?, ,  y. ,  öt....  ver- 
einigten Polare«  von  Aj',  A^',  Ci',  rf^ und  «i*,  ß/,  vi,  6i'.,„ 
die  mit  «,  y,  Ä....  vereinigten  Polaren  von  a',  6',  c'  dK...  Wird 
min  der  Sfrahlbnschel  auf  die  anireErebene  Weise  von  D  ge- 
trennt, so  bleiben  Je  zMei  Ehenen  «  njid  cf/:  |3  und  |3i'....f<;' und  oTj  ; 
ß'  und  /^i....  vereinigt,  und  die  Ebenen  der  Struhlbüschel  /i, 
und  deren  Strablenpaare  o,  Oi';  6,  6i'....  a',  «ii;  b' ,  b^.,,,  werden 
mit  einander  und  der  ueg.  Richtungsebene  parallel.  Ist  nun  iE  irgend 
eine  Ebene,  nelche  tlie  erzeugte  Fläche  F  in  der  geg.  Richtung 
schneidet,  so  sind  in  derselben  zwei  Ebenen  15,  ISi  vereinigt, 
«velche  in  Ansehung  der  Punkte  und  Geraden,  in  denen  sie  vou^ 
den  entsprechenden  Elementenpaaren  der  D,  geschnitten  wer-' 
den,  reciprok  sind.  Aber  der  unendlich  entfernten  Geraden  von 
iK,  ffii  entspricht  in  doppeltem  Sinne  ein  iind  derselbe  Punkt, 
derjenige  nämlich,  welcher  dem  gem.  Strahle  (?t2(,)  der  räumlichen 
Strahlbüschel  aogehOrt,  und  je  zwei  zug.  Durchmesser  von  IS , 
sind  mit  je  zwei  Strahlen  a,  a^;  6,  oder  a,  6',  6}'.... 
oder  auch  a,  a';  /y,  b'....  parallel,  bilden  also  eine  Involution  der 
renhten  Winkel.  Folglich  sind  die  Ebenen  (S,  (Ci  involutorisch, 
und  die  Linie,  in  welcher  sie  die  Fläche  F  schneiden,  ist  ein 
Kreis.    Auch  sieht  man,  dass  die  Ebenen  der  Strahlbüschel 

zwei  parallele  Berührungsebenen  dieser  Fläche  sind. 

t 

",  Zusatz.  Haben  die  geg.  Strahlbüsehel  /).  Dt,  involutorisch 
gelegt,  nur'  eSne  einzige  Brennebene,  d.  h.  föllt  die  letztere  mit  ^ 
einer  Achsenebene  zusammen,  eo  stehen  sämmtliche  Kreise,  io 
welchen  die  Fläche  F  geschnitten  wird,  auf  der  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunkte  senkrecht;  die  Fläche  F  kann  also  durcb  Rota- 
tion eines  Kegelschnittes  um  seine  Achse  erzeugt  werden«  und 
heisst  in  diesem  Falle  ein  Konoid. 

§.6. 

Konstruktion  der  Flächen  des  zweiten  (jlrades  mitteb 
,  neiiB  gegebener  Punkte  oder  Beruhrungsebenen. 

Sind  Z),  Diy  Oo,  bo,  c^,  ^o»  fo,  Öo»  bo  zehn  im  Räume 
beliebig  gegebene  Punkte,  und  man  .verbindet  .irgend,  zwei  deieel* 
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ben,  z.B.  D,  ,  mit  den  acht  ubrigeiK  durch  die  Strn1i!on  />,  c, 
dt  Vy  f,  //,  h  und  «j,  6^  ,  c^y  d^,  ,  ^ ,  <7i ,  Äi ,  welcln^  zwei  be- 
iiehke;  fest  itli<  Räume  liegende  Ebenen  bezüglich  in  den 

Punkten  a,  b,'c;  d,  e,  f,  ä,  b  und  «i,'bi,  Cj ,  ö,,  Ci\  fi,  gi,  bi 
Rrhnei(le»i,  SO  kann  man  durch  eine  analytische  Betracfatuilg  ver- 
sucht wt  rtJpn,  festzwsetzei! :  die  Ebenen  sollen  reciprok, 
und  zwar  die  Polaren  der  Punkte  a,  b,  C,  Ö,  f,  f,  b  »ollen 
durch' die  Punkte  Aj,  bj,  q,  ö, ,  e^,  ^,  gj,  bi  gehen. 

Denn  sind  lur  ein  beliebiges  Coonnnatensystem  x,  y  die  Ceor^ 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  TOli  iS,  und  för  ein  anderes  be* 
liolMcre^  <  oordinatenKv>^tem  A^,  ff^  die  Ooerduiaten  einee  befiebigen 
Punktes  von        so  ist 

'  '         '  »      -   .  *  f  .  j  * 

die  Glcichnnii:  (  inor  Geraden  ini^i»  welche  dem  beliebigen  Punlcte 
(^^)  von  ^  eiiUpiichty  und  sugletcb  in  der  Form 

die  Gleichung  einer  Geraden  in  18,  welche  dem  bf^tebigen  Punkte 
(xi^i)  von  (Bi  entspricht,  und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  alle, 
aen  verachieaenen  Funkten  jener  ersteren  Gerad^n'entsprecheuden 
Geraden  von  %  durch  einerfei  Punkt,  und  i^ugckehrt,  gehen,  und 
dass  jpdo  solche  Ceradeund  ihr  entsprechender  Strahlbiisfliol  hin- 
sichtlich ihrer  entspr.  Elemeuteupaarc  projcktivisch  yciii  niiisjsen. 
Diese  Gleichung,  aereu  Constanten  sich  auf  acht  reductren  lassen, 
drückt  also  dieselbe  Beziebuog  der  Ebenen  iü,  ft|  auf  einander 
aas,  welche  urlr  mit  dem  Namen  der  ReciprocitSt  bezeichnet  haben. 

Setzt  man  in  dcrsollxMi  n\m  an  die  Stelle  von  y\mS.Xi,yi 
nach  einander  die  (  oordinateii  der  ?f'uc!)enen  acht  Pmiktenpaare 
a  nnd  a^,  b  und  b^,  c  und  ö  und  0,,  c  und  e.,  f  und  fj^,  a  und 
01 ,  b  und  bi ,  s6  erhält  man  acht  Gleictrangen  mit  den  nämucben 
acht  Con>!tanten,  von  denen  eine  jede,  z.  Ö.  die  erste,  ausdrlfckt, 
dnss  die  P(dare  des  Punktes  a  durch  den  Punkt  Ai  gehe;  und 
durch  jene  Glelchunsren  sind  diese  Constanten  bestimmt. 

Hat  diei«s  nun  aber  seine  Richtigkeit,  und  man  denkt  sich  D, 
Dl  als  die  Mittelpunkte  zweier  r&milichen  Strablbfischel,  deren 
Strafden  und  Ebenen  bezüglich  nach  den  entspr.  Elementenpaaren 
von  iS:,  gerichtet  sind,  so  sind  auch  diese  Strahlbiischel  reci- 
.prok,  und  zwar  werden  die  Strahlen  a,  6,  c,  d,  e,  /',  //,  h  von 
ihren  Polaren  in  den  Punkten  «o,  b©,  Cq,  Öq»  ^o»  fo»  So»  bo  ge- 
schnitten, und  foldich  wird  die  durch  Z>,  Z>i  erzeugte  Fläche-tder 
zweiten  Ordnung  durch  die  gegebenen  zehn  beliebigen  Punkte  D, 
Dl,  do'-r'  gehen  müssen  —  ein  Resultat,  welches  jenem  anderen 
analytisrherj  Sntze  schnurstracks  nider$pricht,  dass  eine  Flüche 
des  zweiten  Grades  durch  neun  Punkte,  s^wie  ihre  Gleichung  d^rch 
neun  Constanten,  bestimmt  ist. 

Dieses  analytisch -geometrische  Paradoxon  ist  für  die  rein-geo- 
metrische Betrachtung^  bereits  durch  Lehrsatz  33.  hinweggerftnmt 

Die  analytische  AnflcTärung  desselben  wird  dttrcb  eine  vergleichende 
Untersuchung  der  Constanten  der  (illeichung  einer  Fläche  des 
zweiten  (Grades  und  derjenigen  Gleichung,  welche  die  Reciproci- 
tät  zweier  räumlichen  Strahlbiischel  darstellt,  sich  ergeben  müssen. 

V 


% 
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Qende  A'  in  den  Punkten  a/,  b/,  q'  schneiden,  und  diese  lets- 
teren  Punkte  mit  den  Punkten  a"',  b'^,       durch  drei  Gerade, 
welche  sich  paarweise,  näniKich  ft/a'"  und  bi'b^,  Oi'ijf*  und  Ci'c*,. 
In  den  Punkten  bo  und  Co  schneiden. 

Jetzt  verbinde  man  den  Punkt  0  mit  ö"  durch  eine  Gerade 
und  plnen  heüeTilijen ,  aber  weder  mit  ö  noch  mit  ö"  ideTittschen 
Punkt  «lieber  Jetxteren  mit  den  Punkten  ä",  b'\  d'  durch  drei 
Gerade,  welche  die  Gerade  Ä  in  den  Punkten  Oa,  b.^,  treffen, 
sofort  diese  Punkte  wieder  mit  den  Punkten  /3,  /  durch  drei 
Gerade,  welche  die  Ä  in  den  Punkten  0.2'»  b^,  C2'  treffen;  und 
wiederum  diese  drei  Punkte  mit  don  Punktpri  a'",  b'",  c'"  dün  h 
drei  Gerade,  welche  sich  paarweise,  luuulicli  die  «rste  und  die 
zweite,  die  erste  und  die  dritte >  in  den  Punkten  und 
schneiden.  '  ' 

Jetzt  verbinde  man  die  Punkte  bo  und  b^  durch  eine  Gerade 
und  die  Punkte  c,,  und  durch  eine  Gerade  N\  sofort 
den  Durchschnitt  f  dieser  Geraden  M  nnd  N  mit  den  Punkten 
ä'",  b"',  durch  drei  Gerade,  welche  die  Ä  in  den  Punkten  ft', 
b',  ^  trefen»  und  zuletzt  diese  drei  Punkte  mit  €t,ß,y  durch  drei 
Gerade  ß,     c\  6<»'isind  diese  die  drei  verlangten  Linien. ' 

&  e  w  e  i  s. .  .  . 

Denn  geht  man  alif. die •  Anal ysis  zurück,  so  sind  d/,  b^^ 
diejenigen  Punkte  von  welche  man  erhält ,^  wenn  der  Punkt  i 
in.tdie  Stelle  des  Punktes  rückt,  und  folglich  b^,  b*^  zwei  Punkte 
der  dortigen  Geraden  ilf ,  Co  und  (P  zwei  Punkte  der  dortigen  Ge- 
raden N.  Da  nun  sowohl  die  Geraden  (Co,"',  b'b'" ,  cd"  sich  in 
einem  Punkte  ^,  als  auch  die  Geraden  Mf,  bb^t  €tf,  00^  sich  lü 
einem  Punkte  i  schneiden  müssen,  so  Ist  ^ 

^(a,b,c,0,8)s^"(a",b^c",0",s)=^Bi(ai,^,Ci,di,^i)    .  . 

und 

Also  darf  man  festsetzen  :  die  Ebenen  (Si  sollen  reciprok, 
uod  zwar  die  Geraden  A,  Jt  die  Polaren  der  Fnnlcte  ,  B^^ 
und  die  Punlcte  b,  c,  Ö,  s,  (C^W^d  die  Pole  der  Geraden 
Cj ,  .  rj .  rZj ,  Aj ,  «j',  bi\  C|'  sein.  Dann  aber  sind  noth wendig 
auch  die  Geraden  a,  e  die  Polaren  der  Punkte  of j ,  ß\»  Yi» 
j  W.      b.  w. 

Determination. 

Gnbe  es  noch  drei  andere  Gerade  a,  h,  welehe  der  Auf- 
falle uenüi^ten  ,  so  würden  die  Geraden,  weiche  die  neuen  Punkte 
a,  b,  c  mit  den  früheren  Punkten  ft",  b",  d'  verbänden,  ebenfalls 
auf  der  Geraden  in  eniem  Punkte  i  convereireo  müssen ;  es 
würden  also  die  Geraden ,  welche  die  früheren  Punkte  A*,  b'", 
mit  den  neuen  Piinlten  a',  b',  d  verbändoTi.  paarweise  entsprecbende 
Strahlen  der  Strahibiischel  21',  Ä',  (£'  sein,  also  auf  den  Geraden 
ilf y  iV  sich  schneiden;  der  neue  Punkt  ü  würde  demnach  mit  dem 
froheren  f  und  die  neueii  Geraden  a,  6,  c  mit  den  frdkenHi  »!• 
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Hammenfallen.    Folq^Iirh  ist  die  vorstehende  Aufgabe  nur 
einer  einzigen  Auflösung  iähig. 

Hfllfs'sats. 

Haben  eine  Reihe  von  Ke&cIsehDitten  H,  JS>,  €,  JE>>*.* 
drei  Punkte  jB,  B' ,  ^'gemein,  und  sind  irgend  zwei 

f^frade  Ay  A' ,  welche  durch  einen  dieser  Punkte,  z.  T?. 
durch  B,  gehen,  in  Ansehung  der  übrigen  Punkti^  b, 
ic,  0,  und  a',  b',  c',  Ö',  d'....,  in  denen  sie  von  den  Ke- 
gels-chnitten  und  der  Verbindungslinie  der  beiden  andA> 
ren  Punkte  H ^  B'  geschnitten  werden,  projektivisch,  so 
haben  sämmtlicfae  Kegelschnitte  noch  einen  vierten 
Pun  kt  sremei  n,  und  ein<*  jfde  durch  ß  p^ehende  Gerade 
ist  mit  Ay  A'  in  Ansehung  der  betreffenden  Punkte  pro- 
j  ektivisch. 

Beweis.     Man  denke  nich  die  Ebene  der  Kegelschnitte  mit 
«iner  anderen  in  höherem  Grade  geometrisch  verwandt,  so  dass  * 
Punkt  und  Punkt  sieh  entsprechen,  und  zwar  B"  als  die 

Hauptpunkte  der  ersten,  und      ,  Bi\  B^"  als  deren  zugeordnete 
in  der  zweiten  Ebene :  8o  entsprechen  den  Kegelschnitten  21 , 
<C,  JD....  ebensoviele  Gerade  <Ei,5Di....;  sämmtlichen  Ge- 

raden Af  A' t  A"...,^  w'elche  durcai  B  gehen,  wiederum  Gerade 
Ai,  Ai'y  A^".»,,  welche  dilroh  Bi  ^eben;  und  den  Punkten  0,  b, 

c,  ö....;  ft',  b%  c',  ö'....?  tt",  b",  c",  0"....  von  A»  A',  A'.,.:  und 
£>,  (L,  2>.>**  entsprechen  die  Durchschnitte        bj ,  Ci,  ö^....; 

fi',  Ö/....;  a/',  bi",  c/',  ö/'....  von  A^,  J/,  A^"....  mit 
ii,  vCi,  2>i.... ;  endlich  allen  Punkten  a,  s',  s"....  der  Haupt- 
linie ir^  lauter  Punkte  e,,  Si',  welche  mit  diem  &unl- 
pmilrte  Bi  sich  verein! Q;en.  Da  nun  nach  Archiv.  Theil  VII.  S.  Ua 
cinoni  jpdcn  StrahHiüschel  B  ein  pr<"J.  Nf ralilhüscliel  Bi' y  und 
folglich  auch  einem  jeden  Strahle  A  des  Hauptpunktes/?  ein  pro- 
jektiviscber  Strahl      des  zugeordneten  Z?]^  entsprich^»  also     .  .. 

i^'(a^b^^^,^',5^...)=^l'(Äl^hl^Cl', 

A"      b", c", t>% 8"....)  =  J," b/', c,%  6/....) 
Ist,  und  da  angenommen  ward,  dass.  . 

yl(a,  b,  c,  D,  8....)  =  x4'(ä',  b  ,  c',  ö',  ö'....)  "' 
seU  ^pd  die  Punkte  fl]»  di'  sich,  vereinigen,  so  ist  2unftehst 

d.  h.  die  sänmitlicben  Projektionsstrablen  Tii,  J&i ,  Ci,  ^i*...  von 
Aiy  Ai  gehen  durch  einerlei  Punkt;  und  diesem  Punkte  muss 
demn;u  !i  ein  .vierter  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Kegelschnitte 
^,  ^>  eatsprechen.  Zugleich  aber  ibigt,  das«  auch  - 
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und  hi^rau^  »  icder  ,  das» 


^  ,  '  J  ('S" 


\  W«  z.  b.  w. 

Aufgabe. 

Es  siikd  in  einer  Ebene  ig  eine  Gerade  A  und  ein 
PuoJkt/B  der  letzteren,  ausserdem  fünf  Punkte  <r, 
d,>^:  einer  ^weiten  Eigene iS] , ein  Punkt  und  ein- 
Strahl  «1  desselben,  ausserdem  fünf  Punkte  Uy^  ßt,  y^, 
dl,  (pi  beUebisf  j^e«];eben.  Man  stellt  sich  vor,  die  Ebe- 
nen i5i  s<*ipn  reciprok,  und  zwar  die  (il<^rade  A  die 
Polare  de«  Puiiktes  jJ^,  der  Punkt  3  der  Pol  der  Gera- 
den ßif  lind  die  Polaren  der  Punkte  aitßitn,  ^if.Vi  geben 
.  durch  die  Punkte  et,  ß,  y,  df  w.  Man  soll  d iese; idnf  Po*> 
laren  m^t  Hülfe  des  blossen  Lineaies  zeichnen. 

Konstruktion.    '  ,  '* 

Man  verbinde  den  Punkt  iJj  mit  den  Punkten  «i  ,  ßi ,      ,  d,, 
q>l  durch  die  (Geraden  ftj,  A^,  Tj,  <Zi,/i  und  irgenfl  oiru  ii  (U  r  letz- 


^>  f  oder  31,  ]b,  €,  Jb,  S  dergestalt,  dass. 

^"(a*,  b", c", f ,  ä;=/^i(ai, ci, d^,  fi,sO 

sM,  Punkte,  welche  man  in  der  nUcbstfolgenden  Hauptaufgabe  bei 
eeschickter  Wahl  der  Ebenen  Ig,  ICii  sich  sehr.  iiHcht.^v^iediaf« 

fen  kann.  i 

Jetzt  lege  man  durch  den  Punkt  <J  irgend  zwei  Gerade  di^ih^ 
welche  die  A  in  Oi,  ^%  schneiden,  bezeichne  zugleich  eine  jede 
von  diesen  zwei  Creraden  nach  einander  mit  A',  denke  sich  beide- 
niale  die  Elemente  Ä,  A' ,  tt,  ß ,  y  und  Bi,  i^/  (d.  h.  8^),  si, 
?  ßi  ^  'f'i  ^inne  der  irlcichnaniiuen  Kiemente  der  vorhcrüehon- 
den  Auti»iibc  L^c^eben,  und  suche  der  dortigen  Vorschrift  '^^rmass 
die  drei  Geraden  «,  6,  c,  welche  jetzt,  in  Bezug  auf  di  und  d^, 
Ol,  bi,  Ci*.  ^'a  heissen  möe^en.    Es  seien  «i,  b^,  q  und 

Ol',  hl,  C|'  bezüglich  die  Durchschnitte  von  a^,  6.,  Cj  mit  A  uiid 
mit  f/i;  und  el»enso  Aa,  ba,  ^%  t  ^%  die  Durchschnitte 

von  n-i .  h»i  ,  mit  ^  und  mit  d^.  Durch  ATisfiihrung  der  bezeich- 
neten ivonstruKtionen  sind  bereits  die  Punkte  ,  bi ,  q ,  mit 
den  Punkten  a",  b",  c",  durch  vier  Gerade  at",  Ä^",  ti",  rf/, 
welche  sich  in  einem  Punkte  tr  schneiden;  und  d|e  Punkte  O^,  b.2» 
Cs>  mit  b",  C",  durch  vier  Gerade  a^,  V>  c^«^,  ''a^ 
welche  sich  in  einem  l^unkte  f.^  $chneid<ni  ,  verbunden.  Man  zieh^ 
nun  durch  die  Punkte  !•  und  t»  eine  Gerade  C  ;  ' 

Hiernach  vertausche  man  einen  der  Punkte  <v,  j3,  y,  z.  B.  y, 
mit  dem  uocb  nicht  berücksichtigten  Puukle  97,  und  yi  mit 
lege  wieder  durch  d  i^ngend  zwei  Gerade,  z.  B.  die  vori&cne/|,  ri«' 
betrachte.  Hledi^  di«  ramisiite  .d,  4'«.      pi,      ^  mw^  Bi,  B(, 
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h»  ^»  ^1»  9>i  iSinne  der  voris^en  Aufgafake  gegeben,  k<Histruire 
mit  Hülfe  der  Punkte  2t,  5,  2>'oder  a",  b",  f,  zweiiieue 
P^kte  t|  und     upd  v^liiode  4^  letetenen.'dfiidi  eine  Gerade  F. 

Es  sei  t  der  Durclischiiiitepunkt  der  Geraden  C  und  F;  man 
verbinde  i  mit  deh  Punkten  a",  b",  c",  dun^i  die  Geraden 

a^,  b^y  c^,  f/",  welche  A  in  den  Punkten  a,  t),  C,  f,  ö  schnei- 
den, mu\  soforf  (^iese  i^iinkte  beziiglich  mit  den  Punkten  ct.  ß,  y, 
q>y  ö  durch  die  Geraden  a,  c,  f,  (U,  so  ^ud  letztere  die  lüof 
gesuchten  Pularen  von  «i,  ^i,  yi,  ^i« 

B>^e  iW  e  I  8.'  .  n-  *i  . 

Es  seien  noch  a,  b,  c  die  Durchschnitte  von  a,  b,  c  mit  df; 
rtan  denke  eieli  .von  jedem  Punkfe  ib.».  de#  Geraden' C»  ausser 
den  schon  vorhandenen  t>  ,  ig»  naen  den  Punkten  21,  ^,<l  , 
die  Geraden  «3**,  63^,  d^^,....  gezoj^cn . ^reiche  die  ^  in 
^3'  f  3 '  0:5...  Kcbnpiden;  diese  Punkte  wieder  bezüglicli  mit  a, 
ß,  y,  ö  durch  die  (jlcraden  ^3 ,  C3,  ....  verbunden,  vondeoeu 
die  dvei  ersteren  die  letzte  in  den  PmMcteD  03',  b,'  ,  äoimel- 
den,  und  bezeichne  dicmn  er»  jS»  d  gebildeten  WStianlbischel 
mit  Ü'y  ID'.,  JOiese  vorausgesetxt»  so  hat  man: 

alao 

und  ebenso  '  ..    * '  ' 

^{dy  difd^i  d^....)=(U(c,  Ci ,  c^,  C3....)- 

Folijlirh  liegen  sänimtlirlie  Punkte  d,  a,  ü\  di  ,  Oj',  d^'-—  in  einem 
Kei^t'lsclinitte  -Äq;  siininitliche  Punkte  ö,  ö,  b*,  bi',  b^',  bs'.... 
in  einem  Ikcgelschuittc  sämmtliche  Punkte      y,       q',  c^', 

Cg'...«  in  eiiien  Kegelschnitte  Co;  und  da  demjenigen  Strahle  von 
3D,  weither  nach  dem  Durchschnitte  der  Geraden  A"  und  C  geht» 
in  den  Strahlbiischeln  ID',  H',  J^',  C  lauter  Strahlen  entsprechen, 
die  nach  den^  Punkte  0  t;eben,  nnd  deiujeniinen  Strahle  von  iD, 
welcher  nach  dem  Dureh»ichnitte  t  der  Geraden  A  und  C  geht, 
in  denselben  vier  Strablbi'iscbetn  lauter  Strahlen  entsprecben« 
welche  nach  demselben  l^unkte  t  gelien,  so  haben  die  Kegelschnitt^ 
2to,  Äq.  C>  nusser  den»  Punkte  ö  noch  zwei  l*nnkte  »  und  t  ge- 
mein, woh  in;  <1er  Geraden  A  angehören..  Kuu  aber  ist  def  Kon- 
struktion gemäss  ,  |  ■ 

ja)so^  isi  toft  des  .vqrbergescbickten  Hülfss^tzcs  auch  ^   '  .r'  ' 
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Auf  dieselbe  Weise  wird  mittels  der  Geraden  F  gezeigt»  das« 

-      ir(Ä^^)^;f^o)==B/(fll',Äl^Ä^*>;  ^ 

folglich,  da  zwei  proj.  (ielnlde  durch  drei  Paar  entsprechende 
Elemente  a,  b',  Ö  und  u^,  vollkommen  bestimmt  sind,  so 

ist  auch ' 

und  da  nach  der  KoDstniktion  auch 

ist,  so  darf  inan  festsetzen,  die  Ebenen  <6i  sollen' reciprob 
und  zwar  die  Elemente  d,  ö,  a,  b,  c,  ö,  f,  a',  b'.  c\  f  und 
^1 ,  ^1»  «1»  «j  t  .  ^'i-  ^^1»  f\,  «1%  ^i'.  ''i',  /j'  entsprechende 
sein  (Archiv.  Thl.  Vlll.  S.  2.).  Dann  aber  sind  auch  die  Geraden 
«>  l*y  f,  welche  die  Punktenpaare  ^»  b,  b';  c,  c'j^f*  f 
verbinden»  und  die  Durchschnittspunkte  ctj  ,  /S^,  ff^,  tp^  der  Strah- 
knipaare  Ot/V;  V»       /i'  entsprechende  £lemeii* 

tenpaare. 

W.  z.  b.  w. 

Mm'  •  * 

i         .  '  •  •  »  . 

Determination« 

Gäbe  CS  noch  fünf  andere  Gerade  a,  6,  c,  il,  f,  welche  der 
Aufgabe  genügten,  so  wären,  Wtoo  wieder  cl'niH  A  bezeichnet 
wird,  für  die  neuen  Punirte  A',  b',  t',  f  und  a»  b,  C,  f.  Ö  wie- 
derum die  Beziehungen 

A  («,  b,  c,  f,  ö,  ö)= J?,  (Ci,  6i,  ci,  /i,       =A"  (a^  b",  c'',  f ö",  a) 

•  1  .  .  <  - 

und 

^'(ÄW,<r,f,^)  =  Äi'(fl|^V,Ci"iri',*)  ^ 

vorhanden;  denkt  man  sich  nnn  den  neuen  Punkt  0  mit  dem 
frühereu  durch  eine  Gerade  veriiundeu,  welche  die  Gerade  C 
der  KonstrulEtion  in  einem  Punlcte  ta  schneidet,  und  sofort  diesen 
Pnnict  noch  mit  d!' ,  h" ,  c"  verbunden,  wodurch  man,  wie  im  ße- 
vreise  angegeben ,  die  Punkte  ftg ,  ,  C3  und  die  (Geraden  ,  63, 
C3  erhalten  würde,  so  mü.ssteri  diese  letzteren  mit  a,  ö,  c  zu- 
sammenfallen, weil  nach  der  Determination  der  vorigen  Aufgabe  in 
den  reciproken  Ebenen  £ /nicht  zu  gleicher  Zeit  die  Elemente 
Bi,  Si,  Sit  ßty  >'i  den  Elementen  A,  d,  s,  n,  b»  e  und  auch 
den  Elementen  A,  d,  s,  n^,  63,  entsprechen  können,  wenn  . 
sowohl  tty  6 ,  c  als  auch  ft-^ ,  63 ,  dureh  die  Punkte  « .  ß .  y 
gehen.  Denkt  man  sich  also  die  neuen  Punkte  a,  b,  c,  Ö  mit  den 
früheren  Punkten  ft",  b",  c",  durch  Gerade  verbunden,  so 
mfissen  diese  auf  dc;^  Geraden  C  der  Konstruktion  ,convergiren; 
und  denict  man  sich  die  neuen  Punirte  a,  b,  f,  b  mit  ä*',  b*,  f",  ö" 
durrh  Gerade  vorhniirlen,  so  müssen  diese  auf/*',  shiniDtlirbe  fünf 
Gerade  also  im  i>ur(  bTiilte  t  von  C  und  F  convergircn.  Folglich 
müssen  auch  die  gedachten  neuen  Geraden  a,  b,  c,dt  fmii  den 
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dmch  die  KoMtniktioli  erhaltenen  xnMmmenfaUeB.   Aleo  AUABt 
aiich:die«e  Aufgabe  nur  eine  einalge  Aafl9sii«g,Bii«.  i  . 

..Aufgabe. 

W  enn  von  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung,  penn 
Punkte  beliebig j^egeben  sind,  mittels  des  gewt^Jinii'o  ' 
eben  lind  eines  Ebenen-Linoales  allein  beliebig*  vfefe 
andere  Punkte  di.ese|r  Fiäch^  zu  linden. 

K,o  D  «  t  r  u  k  t  i  o  Ii;  ;t 

ieien  D,  Di,  a,  n,  b,  c,  f  die  nefun' geeebeireii 
Punkte.  Man  verbinde  irgend  zwei  derselben,  z.  B.  jb,  1^,  nitt 
^n  sieben  übrigen  bezüglich  dureh  die  Geralden -f^'ir,  a,      c,  if^ 

/*  und  Si ,  piy  Ol ,  ,  t'i,  ffi ,  fi  und  gebe  zwei  gesonderten  oder 
auch  vereinisften  Ebenen  15,  irgend  eine  feste  Xage  im  Hau  nie 
^ani  Vortheilbaftesten  ist- es,  eine  der  Eltonen  zu  wählen,  welche 
drei  der  sieben  Punkte  verbindet).  •  Es  seien  s,  p,  txs  ß,  f,'  d,  f 
die  Punkte,  in  welchen  ^ie  Ebene  CS  von  den  Geraden  f,  jp»  a,  6, 
c,  fl,  f —  und  Si ,  /?,  ,  f^i  ,  ,  ^1 ,  9i  die  Punkte,  in  welchen 

die  Ebene  lß:i  von  den  Gei.Klet»  Vi ,  ,     ,     ,  f/, ,  fx  getrof- 

fen wird.  Man  verbinde  zwei  jeuer  Punkte,  z.  Ii.  ö  und  p,  durch 
eine  Oerade  und  derazafolire.diePwilcte  Si  und  i^,  dureh  eine 
Oerade  ä|  ,  setze  fest,  die  Ebenen  (ß,  sollen  reciprok^  un)| 
zwar  die  Gerade  A  die  Polare  des  Punktes  B^,  der  Punkt  8  det 
Pol  der  Geraden  .«j  sein,  und  die  Polaren  der  i^unkte  or^ ,  ft  ,  Vj, 
dt,  ^^ijtoilen- durch  die  Punkte  a,  jS,  y,  d,  g)  gehen;  und  «uCne 
meeeuhiif  Polaren  nach  der  'lu  der- vorigen  Aufgabe  gegebenen 
Vorschrift.  Hierdurch  ist  m;m  in  den  Stand  ge.setzt,  zu  jedeiil 
Punkte  der  Ebene  tßj  (oder  (£)  seine  Polare  in  der  Ebene  Ä  (oder 
^t)  zu  finden.  Ist  nun  ire^ond  ein  Strahl  des  Punktes  />j 
^oder  D)  j  dessen  zweiten  Durchschnitt  m  mit  der  Fläche  der  zweiten 
OrdnuneuiaB  finden  will,  so  suche  man  zu  dem  Punkte  u^,  in  welchem 
die  Xbene  (8i  trifft  >  seine  Polare  in  IC »  und  lege  durch  diee^ 
Polare  und  den  Punkt  />  eine  Ebene;  so  schneidet  die  letztm 
dpa  .2$ tjplü  iit|  ;|n  dem  gesuchten  :Punk^  •!  .!<.  ^  ' 

•     ■  -Beweis.  '  '  •  •■: 

Man  deiike  sich  den  Punkt  mit  sämmtllchen  Punkten  und 
Geraden  der  Ebene  ißx,  und  den  Punkt  D  mit  den  Polaren  und 
Polen  derselben  in  durch  Gerade  und  Ebenen  verbunden^  so 
erhftl^  man  zwei  reciprokjs  rSumiiche  Strahlbfischel  Di  i^i,  deven 
entsprechende  Elementenpaare  sich  in  den  Punkten  einer  Fläqbe 
F  der  zweiten  Ordnuns:  schneiden  nu'issen.  Da  nun  der  Konstruk- 
tion gemäss  der  Geraden  A  der  Punkt  J?i ,  also  der  Ebene  Dait 
der  Strahl  pi ,  welcher  dieselbe  im  Punkte  n  schneidet,  entspricht ; 
.  da  der  Punkt  5  der  Pol  von  Si ,  ahio  der  Strahl  $  die  Poli^  der 
Ebene  D^na  ist,  welche  von  jenem  im  Punkte  getroffen  wird; 
und  da  die  Polaren  der  Punkte  ,  5| ,  y^,  d| ,  tpi  durch  die 
Punkte  a,  ß,  y ,  ^,  9),  also  auch  cfie  Polaren  der  Strahlen  a^,  b^, 
<?! ,  r/i ,  fx  durch  die  Strahlen  «,  6,  (/,  /"gehen  und  mit  diesen 
zugleich  voo  den  ersteren  in  den  Punkten  a,  b,  c,  0,  f  getroffen 
werden,  so  gefahren, ausser  den  Punirten  X>,  Z>i  auch  die  sieben 
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« 

IHnttted,  <i,  B,  c,  ^,  f  «ier  FlScIie  F  an;  auMerdem  abttr 
musa  auch  der  Punkt  m  auf  Fliegen.  Gäbe  dhh  eine  zweite,  von 
Fvprsrhiedene  Fläche  F'  der  zweiten  Ordnung,  welche  die  gegebenen 
neun  Punkte  enthielte^  8o  J(üonte  mau  nach  Lehrsatz  33.  die  Punkte 
D,  Dl  bezüglich  mit  ff  und  n  durch  zwei  Gerade  i  imd  pi  und 
Hält  den  beiden  Punkten  6,  n  durch  zwei  Ebenen 79$.  oder  Ttfi  und 
piSi  oder  <y.**  verbindm  und  snrlann  fostsptzrn ,  die  Punkte  I), 
Dl  sollen  die  Mittelpunkte  zweier  reciproker  räiimlirber  IStrahl- 
büschel,  welche  die  Fläche  F*  erzeugen,  und  die  Ebenen  0,0 
sollen  die  Polaren  der  Strahlen  pi ,  #  sein.  Dann  aber  würden  die 
festen  Ebenen  %  ,  fl^i  auch  in  Ansehung  der  Elementenpaaie,  in 
denen  sie  von  den  eutsprechenden  Elenienteopaaren  dieser  neuen 
Strahlbfischcl  D,  Di  geschnitten  werden,  reciprok  sein  :  und  da 
die  Ebenen  n^,  01^  die  (ß«  £1  in  den  Geraden  A,  Si;  die  Strah- 
len .f,  dieselben  in  den  Punkten  p,  Bi  schneiden;  da  ferner 
di»  Punkte  a«  b,  c,  f  auch  d&  neue»  Fläche  JF*'  angehören, 
also  die  StrahleuDja,  Dib,  DiC,  Di^,  X>if  des  neuen  Strahl- 
büschels Dl  von  ihren  Polaren  in  diesen  Punkten  getroffen  wer- 
den, folglich  die  Polaren  der  Punkte  «i,  ßit  Yi»  Jülich  jetzt 
durch  die.  Punkte  a,  ßi  ^'  9.  ,§*^hen  müssen,,  so  würde^i  uucli 
to'  d«B  peuen  r^ciprpken  £beneii,!lfe» '  f&i ,  sowie  in  ihn  voHgeH, 
die  Eieip^ntenpaare  A  und  B^-, -0  und'«i  sich  entsprechen,  wid 
die  Polaren  der  Punkte  c^i,  ßi,  yi,  Si,  g>i  durch  die  Ptmkte  a,  ß, 
y>  5,  ff>  gehen.  Dann  aber  müssen^  der  Deteriuination  der  vor- 
liergeh^d^a  Aufgabe  zufolge,  auch  diese  liststere^  fünf  Polaren 
ipit  4en  frBbmn  zusanmenfaKen ,  und  al«^  aueli  die  neiuBiNBblf 
«Min  i&f  i&i,  die  neuen  Strahlbüschel  Z>,  Di  und  somit  die  neue 
Fläche  F'  mit  den  früheren  Identi*ich  s^eln.  Demnach  liegt  auch 
der  Punkt  m  auf  derjeuigen  Fläche  <1>t  zweiten  Ordnung,  von 
fireich^  die  Punkte  Ia,  Jl^,  a,  ts,  <l,  b,  ^,  0,,f  enlnouimeo  waren. 

•  ,  '   '  .W,  z.  b.  w. 

Mit  dieaer  letzten  Aufgabe  Ist'bun,  k^aft  d^s  6e^i^es  der 
Ihudität,  zugleich  auch  die  andere:  »»An  neun  beliebig  g^g*^- 
hene  Ebenen  eine  Fläche  der  zweiten  Klasso  zv  leijen" 
gelöst;  deiui  es  fehlt  hierzu  nichts  als  das  mechanische  Ueschäll, 
Konstruktion  und  Beweis  derselben  aus  dem  für  die  erstere  gege- 
benen WoTtlaute  herauszulesen;  und  so  dürfen  wir  denn  als  Ke- 
(Bultat  dieser  ganzen  rein*geometrisdien  Betrachtung. aussprechen: 

»4  ••       .       :  (  rt;        .  *    .    .  r,  ....       •>     '-,  - 

'•('«':.  L  •  h  c'a  a  t     96.  ,•• 

'  }fi4liie  i^laehe  fiet  zweiten  f  Eine  Fläche  der  zweiten 
O^dnuhg  ist  durch  neun  Klasse  i'si^  diarcll  neun  ilirer 
ifirnr  Punkte  Vollkommen'    ß erührun g.sebeneh '  troll* 

besjtimmt  '   .  .         kommen  hestiiÄmt  '       '  ' 

:  .      .     jM;:r       -t.  ,   >  .  t..      , .      .  .  .  .     ,  • 

M  -    ;.    iih    I  '    ,  }■  .        .       'u  ■?  »I»  1»  i-:  ■  'i  r  '  I  »; 

,  j      .(«•.'«!     ■         '.    .1    "■  .       •■        •   .        •  . 

r     •  #  r  ■  • 

*  » 
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lieber  die  nälierniipr«üwei^e  Bereeli- 
nung  eines  Ibestimmteii  Ipteerrales« 

'  ,-1    •  »i«?    ff  K:')i    Ii.  1 


«  a 


Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlöjnildl  ^  '  - ' 

Hn  der  UniTflnifit  sn  Jena. 


Ii  I'jIm« 


in  tlera  netten  Aufsätze  Aber  ^jöwi^e  magnetische  Wirl^ngen 
No.  XX.  Theil  VII.  ist  Herr  Dr.  Dippe  auf  das  bestimmte  integral 

^.  o  [r*- 2it'  cos  g)  + 

geführt  worden ,  (Ipss<»!)  ninnen-sohe  Berechnung  mit  einitren  Schwie- 
nirkeifpn.  f)«/ler  riclitiger  ,  Woitläuüc;keitoTi  verknüplt  scheint.  Dicss 
gab  \  eraulussung  zu  den  nachfolgenden  Betrachtungen^  .wekhe 
sich  mit  der  Vemerthung  des  älIgMieineti  Integrait»  *  '-n.-i., 

rr^  (I-e€08w)a« 

beschäftigen,  das  fiir  ft=2>        >       9  ^uf  das  obige  zurück- 

flihrt.  '  '  '\ 

ZunaVhst  ist  zu  bemerken,  dass  man  wegen  der  Periodizität 
von  costt  den  Werth  Ars  Integrales  nur  von  7^—0  bis  buchstens 
u^n  zvL  kennen  braucht,  um  sogleich  im  Besitze  der  sonstigj^fi 
Werlfae  des  faitegrales  zu  sein.  Diese  Eigeisdiafk  koiuni  fiSer- 
hanpt  allen  unter  der  Form  i 

/  F(co6ii)dit 

stehenden  Integralen  zu.  Ist  nämlich  u=A;;c-|-v»  wo  eine  gan!^ 
Zahl,  «  ehie  zwischen  0  und  »  fallende  Griisse  bedeutet,  so  hat 

man  \     .    i    i  ■ 
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..^  +  /        JFXcos  ußu + /  /"(cos 

Läset  man  Dtm  die  folgenden  i^ubstitutioDen  eiutreteo: 

im  Isteo«    2ten>     Sten,     4teii  ...Integrale 

U^u' ,  27c—u',  In^ii' f  An — u' ,  ii.  s.  w., 

80  werden  die  ersten  k  Integrale  einander  gleich  ond 

bn  letzten  Integrale  setzt  man  u=l:n-\-u'  oder  =^(Jc-{-l)n — i/, 
jenachdcni  A;  gerade  oder  ungerade  ist»  und  blecdurch  gebt  dasselbe 
entweder  in. 

oder  in 

F(coai»0?«^=^V(co8ii')at'  -^""^>(cosii')aii' 

*    •    •  ^         *     ■*  I  ■ 

Aber,  woraus  zusammen  henrorgebt»  dnss  es  blos  darauf  ankommt, 
den  Werth  von  , 

I  ^  F{cosu')Bu' 

für  alle  u'  von  u'  =  0  bis  u'^n  zu  bestimmen,  wi^s  auf  die  frühere 
Bebauptuog  surflckkommt. 

Konnte  mah  nun  den  Ausdruck  * 


(1— 2^cosK+^y 

in  eine  Reihe  von.  der  Form  ' 

AQ-i-Ai  cos  u  +  ^cos  2m  -1-     cos  3m  -f 

terwandeln,  wobei  wir  uns  ganz  auf  das  Intervall  0  bis  «  för  w 
beschränken  knunrn,  so  .wiürde  das  Integral  (1)  sehr  leicht  sii  fit^ 
densein,  indem  man  -  u 

1  1  1 

üssA^^'k'  fAi  Sinti -|-gilj|Sin2tt  -f  l'-^s  6in3tf  -f  ••••  (2) 

erhielte.  Femer  erhellt  auch  leicht,  dass  es  nur  nöthig  w&re,  den 


(r^25cös5+^ 
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in  eine  von.  der  Fatm 


timztisetzen ;  denn  es  ercrSbe  sich  dann  thnch  Multiplikation  mit 
1  —  Qcosu  und  ZeileguDg  jedes  Cosiniwproduktee  in  eine  Cosinus- 
»umme 

1  — f  coett. 


(1^29eo8tf-f  9^ 

=  ^  Qi+  Cicosu-^  C^cosZu-^-  6^cos3tt 

—  |^Coco8«-~^9Ci(l'f  coe2»)  • 

1 

—  ^QCg(coBu-^  eo83ii) 


und  folglich  durcli  Vergleiehnng  mit  dem  Voiigen 

and  8on8t  im  Allgemeinen  filt  ein  ganzes  ppeltivee  fi>0 

Die  oben  angedeutete  Aufgabe  iSsst  sich  nßn  mitlelet  des  von 
•Lagrange  zuerst  aufgestellten  Satzes  losen,  wonach  jede  Funk- 
tion F(h)  von  »  in  eine  Reihe  von  der  Form 

l 

^C^-f  Cxi;o8tt4'Cseo82«+ QcosdK-f  ••••  '■■ 

verwandelt  werden  kann,  wenn  man  sich  auf  das  Intervall  ttssO 
bis  tt=»  beschränkt;  es  ist  nämlich  dann 

C»=- F(tO  cosntcd«. 

lu  der  Anwendung  auf  unseren  Fall  giebt  dieea 

_   2  cos7iuBu    ^ 

Vo  a-2(?cosMT?T'  ,   ^  ^ 

so  dasö  jetzt  unsere  ganze  Aufsähe  sich  auf  die  Eotnickeluog  die- 
ses Integrales  reduzirt.  Dieselbe  ISaat  sich  In  folgender  einfachen 
Welse  bewerkstelligen. 

Theü  IX.  Ift 
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Nach  einem  von  C.  G.  J.  Ja  colli  gefundenen  hüchst  merk- 
würdigen Theoreme  *)  ist  überhaupt 

1      '  • 

.  f(co8u)coBnudu=  i  3  5,,  (^—iyj  ^  f"K^oau)8m^uBu,  (6) 
wobei  /  eine  gans  wUlkührlicbe  Funktion  bezeichnet  Setxen  tiir  nim 

'  also 

so  ergiebt  sich  ««f  der  Stelle  «ue  Nu:  (6)  * 

CO»  midn 
0  (1— 2^coswT?>" 
_fi(^-^l)....(ft+fl--l)        /^^         sin  ^"«8«  - 

2 

oder^-nach  Multiplikation  mit  -  nacb  No.  >(6) 

gesetzt  Wurden  ist.  Das  vorliegende  Integral  lässt  sich  auf  meh- 
rere verschiedene  Welsen  In  eme  Reihe  verwandehi,  von  denen 
ich  nur  eioe  hervorheben  will*  Man  setse  «sSv  und  bemerk^ 
dass 

siii2ti=&2siiivcosti*  oos3v=:'äcos^^l 
Ist;  man  erhäit  dann  ' 

Jo  [(l  +  ?)*-4^cos«i;j5?^ 
Bezeichoen  wir  ferner  die  Coeflizieuten 

(fi-fn)(f*-t-»-f  1)    (ft  +  «)(fi  +  »+l)»-F«+2) 


2Ur  Abitftrzung  mit  üf^,  jlfa,  üf^,  etc.«  so  ist 

•)  Archiv.  Thcü  IV.  S.  109.  " 
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Suhstituirt  man  diess  in  die  Gleicbiuig  (9)  und  iutegrirt  jedes  ein- 
zelne Glied  mittelst  der  Formel 

.  a      X.3.5....(2/>-l). 1.3.5...,  (2y-~l) 

00  ist  ^  selir  leteht*  flSr  V  eine  Reihe  zu  erhalteo»  die  nach  Po- 
tenzen ;voii      '  .  .  ■       •  1 

(1  +  ^)* 

fortschreitet,  nnd  ebenflesewesjen  ziemlich  gut  convergirt«  Um  dann 
zu  Cn  zurückzugclaagen,  bedarl  es  blos  gewtihiilicher  oubstitutioneo 
and  Hebungen..  i     .  .  * 


Velber  einige  BeUien,  deren  Olieder 
die  auf  j^nander ;  folgenden  BiBomlal- 
eoelttdeiiteii  ate  Faetoräi  in  sielt 

scliliessen. 

Von  Ileirn  Oskar  Werner, 

'    .  Schüler  des  pol;^techHi<«cheD  Institutes  zu  Dresden. 


I. 


Die  SiiTiime  irirffid  einer  Reihe  wfdfon  wir  in  dieser  Abhand- 
lung dadurcli  bezeichnen,  dass  nir  ihrem  allgenioiücn  Giiede  das 
Symbol  21  ^üraetzeu.    Ferner  uollen  w  'vv  den  Quotienten 


n  (n  H-  ifc)  (w  +  U)...,  — 

:  l  \  ä  .  3  p 

15* 
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k 

der  Kürze  wegen  durch       den  pteii  Binoinialceefficienten  aber, 

welrhpr  biernjch  eigentlich  durch  »ji  bezeichoet  werden  sollte, 
ausnahmsweise  durch  itp  darstelleti. 

Indem  wir  nun  voraussetzen,  dass  a,  (p  und  t/;  von  r  unabhftn- 
gife  Grössen  sind  und  die  Function  f(r)  der  Gleichung 

1.  A'-)+/(r+^)=«/'('  +  9) 

Genfige  leistet,  wollen  wir  uns  EunSchst  die  Summation  der  fiir 
das  «Vilgende  wichtigen  Reihen 

Sa^^flr  +  ^  +  (»— =fir+tlf)  +  a/'(r + 1  +  9)  +•••• 

.  »•.+a«-^/tr  +  i/;  +  (»-l)9]» 

r(- l)«»-i/[r+9>+ (n  -  lyfy  =/'(r+9)-Ai^ + .... 

....  (-  1)»~»/Ir  +  9  +  (it-Dl^r] 

zur  ATifrjabe  machen,  und  setzen  deswegen,  was  nach  1.  offenbar 
gestattet  ist,  in  der  ersten  dieser  beiden  Reihen 

af(r^1(p)—f{r-[-tp)  für  A»*  +  ^+9'). 


a/[r  +  n9>]-/^[r+(«-l)^]  für  /tr-Mr+(«-l)yl 
und  in  der  zweiten  Reihe 

^[/•W+Ar+tW]  für  /(r+9), 

,  .  •         %  •  * 

^»-^  •-      •  '  ,•••♦,••••«••*•  '  *  .  ^ 

i   -   -  , 

wir  erhalten  dann ,  sobald  wir  nac^Ii  «leichen  Potenzen  von  a  an- 
ordnen und  autheben,  was  sich  aufheben  lässt, 

.    Ä"-*  f[r  +  -«/^  +  (w  — 1)9]  =  Ä»  A»*  +  «9»)  —  f(T) » 
'  <S(-l)^^/[r+,+(,-lW=  (-')-'ArJ-n..)  +  A^j 

und  haben  also 

2.   fl^A»-+«9)— A»*)=A«*+1')+nA»*+'<'+9')+— 

....  -f  «»-"Vf»'  +  «i'^^  («— 1)9>]. 
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Biklen  wir  ii»       den  beiden,  ngliedrigen  Relhett 

fir  +  ip)  +  a/(r  + 1  +  9>)  +  »Y(r + 1 + 2qp)  + ' 

.... +o»-i/tr  +  i/;+ (n-l)^], 
—  a/ (r  +  9P)  +  a/  (r  +  9  +  ^)  —  «/  (*"  +  9 + 2 + 

durch  Subtraction  je  zweier  Nachbargiieder  die  sueceflshwn  Vi|fe- 
renzenreihen ,  so  treten  als  ,  Anfangsglied  er  der  aus  der  enjten 
Reihe  ^ertialteneo  Diiferensenreilien  die  (jirussen 

und  als  Anfang$q;iieder  der  ans  der  zweiten  Rdhe  eiludteiieni  Dii^ 
fereozenreiken  die  Grüssen 

auf;  wir  erhalten  daher  nach  der  Lehre  von  den  huheren  Diffe- 
renzen und  nach  dem  Obigen 

und 

 (— I)*ji«ifl^y(r+Ji9). 

Die  in  Cleichung  1.  ausgesprochene  Bedingnntj,  welcher  die  Func- 
tion f(r)  unterworfen  ist,  wird  von  mehreren  bekannten  Functionen  ' 
ei^Bm,   Einige  derselben  wellen  wir  Jetzt  nSher  tii's  Auge  fassen* 

II. 

Weil  hekanntiich 

"**  8inr-f-sin(i  +-qp)  =  icos^sinfr  l  ^.j, 

so  genügen  die  Functionen  sinr  und  cosr  in  der  That  der  Glei- 

chons:  1.  Für  hoide  ist  also  a~2co8(p  und  i/;=2(;p  zu  s-etzon; 
dabei-  gehen  tür  /'(r)=8inr  und  /(r)=cosr  die  Gleichungea  2.»  3., 
4.,  5.  über  in  die  Gleichun2;en  : 

(2  OOS  y)"6in(r+»9)— sinr=sin(r+2<)p)-|-(2cos<)p)8in(r4^39?) 

,.•»-1-  (2cos9>)«^Asln[i'-|«(ii+ 1)9], 

0Seos9)<N;os(r4^9)--cosr=cos(r-|-29)^-(2co89)co8(H^)'t****' 

....-f-(2cos  9)»— *  cos  [r  +  (»  + 1)  gj]; 

•'(— l)«-'sin(r+2M©)+sinr    ...^  ./.Av..-r.^v 
'  — — — i^-^—^ — ~sin(H-9>-sio(H^HiMn(i^ 

,     .  ....(— l)»-»sin[r  + (2«- 1)H 

'—^  = cos(r+9))-  <>os(r+39)+  cas(r+5g)) 

—  ;...(— l)»-icos[r  +  (2«  -1)9)]. 


6. 
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(2  cos  9)»  sip  (r-f  »95) = sin  r  ßin  (r +29) +?fa  sin  (r + icp)^ ... 
1  ,  ....+;i«sm(r +2119), 

....  4- fisCQS(r  4r  ; 

*       l  : 

!(^)»alo(r4'2ii^):=?9m^*ni(2co89)«in(rH-l»)  ' 
+  »2 (2 cos  9)2sio  (r+2qp)  — ....  (—  1)"  un  (2  cos  9))" sin  (r+ny), 
( — l)"cos(r  +  2wg))  =  co8r  — 71,  (2cos9)cos(r-f-q:) 
A.  ,  +n«(2cos9}2cos(i-+2y)— ,...(— I)»ji,(2cos9)»cos(r+W9?). 


Lassen  wir  in  den  Gleichungen  6.»  7.«  8*  UDd9.  9  iii  9-f  ^äbec- 
m/ilDll  berflckslelitigeii  wir,  dass  filr  gerade  Werthe  vbn  m 


gehen 

und  für  ungerade  Werthe  von  m 

■  < 

81» (11^ + 9)Ä(^l)-i-co8 9 ,  cos(m^-f9)  =  (—  ^'^sfai 9 ; 
80  erhalten  mr  .filr  ein  gerades  n 

^    (—1)«    (^8lng>)»8hi;(V+«9)  +  8liir= 

8hl  ir-{-2(p)  -  (2  siii  9)  C0.S  (r  -|-  3(p)  -  (2  sin  9»)2sin  (r  +  4q>J 

IQa  <[  „  — (-l)^(2ßin9)»-icos[r+(«+l)9)], 

(—1)2  *(28in9>)«cos(r+w(p)+bosr=: 
cos  (r+29)  +  Cisin  9)sin(r  +39)— (2  «in  9)2  cos  (r +49) 

(- I)^~'\2äin9))»-i8iu[r+(?i-|-l)9]  j* 
und  für'' ein  ungerades  22  . 

( — 1)  2   (2siDg))"cos(r-|-;i9?)-f  sinr= 
8inj(p+29)— (2iii09)  cosCH-Sy)  -(2siB9)2siD(r+49)  +  .... 

10».  \     "  ;  n\  1     --^"^^  '-^  (2sin9)n-ism[r+(«fl)9j, 

(—  1)"^  (2sin  9)"  sin    +«9)  -f  cosr  s 
eo»(ri~'2(gp)4  (Ssin  9)  sin(r+39)  -  (2 sin 9)« 00s (r +49)  + .... 
•  *  '1      '     '    '  t 

(— 1)  "ä~"(2sin9)^icos(r+(»+l)9] ; 


wobei  das  Zechen  ypn  Paar  an  Paar  wechselt. 
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— >   '^.^^  ^ = cos  (r -f- ^)  -f  cos  (r-|-3(3p) + cos  (r+Sy)  + ... 

-|- cofit  [r ^  1)  9], 

i  ....-fsiuLr  4- (2«--l)9p]; 

und  nach  8. 

TT 

(^1)«  (2  sin  9)*  sin  [r  +»(9+2))=^''''°'  ^9) 

+    siD  (r  +  49) — ....  (—  \y*nn  sin  (r + 2w9), 

(—  1)"  (2sin  9))«  cos  [r + 71  (9  +  ^)]  =casr — «i  cos   -h^)  '  •  • 

+  Wacos  (r+ 49)— (— l)«»iiCos(r+2»9) ; 

und  endlich  nach  9.  für  ein  gerades  n 

sm(3;4-2n9)=::r»ior+«i(2sin9)cos(r+9)— nÄ(2siD9)*sm  \l(p)—. . 

••••  (- 1)2  (2siii9)««» 8in(r  + 119), 

co8(H-2?i9)=cosr— Wi(2siD9)sin(r+9)— Jijj(2sin9)^cos(r4-29)4-.. 

. ...  (—  1)*  (2stn  9)^  ff«  cos  (r-f  119) ; 
fiir  ein  ungerades  n  dagegeo 

« 

sfai  (r -h  2R9)s8in  r -f  %  (9  sin  9}  cos  (r -f- 9) 

— ii^(2sln9)*sin  (r 4- 29)— 1)  »  iiit(3sin9)»cos(H^9), 
'cos(r -|-2R9)=co8r— ni  (2sin  9)siD  (r -f  9) 

— iis(28m9)*cos(r-|-29)-|-.«..C-*l)  »  ii.(asin9)sijiifrfR9>); 

wobei  ein  Zeichen  wo  rhse!  von  Paar  zu  Paar  eintritt. 

In  der  zweiten  der  durch  8.  bezeichneten  Gleichungen  wollen 
wir  jetzt  T-\-nq>^Q,  also  r^  — »9  sf^tsen;  wir  erhalt^  idann 

(2cos  9)*s=scosn9-|-ffi  cos  (n— 2)9  4*119  cos  (ii—>4)9  -|-*— 

Marcos  (n — 2)9*f  niicbsw99 

und  hiemus,  wenn  wir  die  rosinus  der  Gleichviolfachen  des  Bogens 
vereiiiigeu  und  die  Relaüoo  nm—nnr-m  beachteo«  für  ein  ger»» 
des  n 

14^,  2"-*cos  9^=cosM94-niC08(n— 2)9-f;ntC08(ft^4)9-f .... + 

sowie  für  ein  ungerades  n  •  •  i    '     ■  . 
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14*.  S»-* cos if^=zco6ntp-{-ni cos (n  —  2)y + «» cos (« — 4)^ + . . . . 

••••  +  9* 

Wenn  wir  ferner  io  der  zweiten  der  dureh  12.  bezeichneten:'Giei- 

TT  7t 

chungen  r.  +  « (9  +  ^ )  =  0 ,  also  r = —  ä  (9  ^)  setzen ,  so  erhal- 
ten wir  dnrch  eni  ähnliches  Verfahren,  wie  vorher,  för  ein  jgera* 
des  n 

15».  ( — 1)^2»-* sin gj?«=co8»9 — niCOB{n — 2)y+W2Cos(ii— 4)9— ... 

.•••(^l)5i«i„ 

för  ein  nngeradee  n  gegentheiis  / 
15*.  (—1)  *  2^^8in9"=sbn9--3ii8hi(ii^2)9*fiizBiB(^f--4)9~... 

«•••(~1)  ii|(t».|)siB9. 

UL 

Ebe  diUte  fnaction,  welehe  der  Gl^hnng  1.  entM^ht,  ist 
/(f)=Ä',  Weünun 

m  ist  hier  a^b''^h-9-^ir9  zu  setzen,  nnd  wir  erhalten  nach  4* 

oder,  wenn  wir  9=r=0  und  '4'=!«  setzen,  n|id die  hieraus 
entstehende  Gleiehnng  init  mitltipliciren, 

wodurch  der  binomische  Lehrsatz  för  positive  ganze  Exponenten 
auf  ehifiiche  Weise  bewahrheitet  worden  ist. 

IV. 

Sogleich  übersehen  wir  die  Richtigkeit  der  Gleicinuig 
^[r-K»— 1)9]  cos  9»»»-*=®J^'^[r+»9jcos9)«+^|  *Lr+»9P>in9}cosy«-  S 

und  erlangen  aus  ihr.  ^v*  nt^  wir  für  n  nach  und  nach  I,  2,  3,..«.«n 
setzen  und  die  »u  entstandenen  (jHeichungeu  addiren, 

=2;*^"jr  +  «y]eo«»»Trfn9X^[r+iH(.]co«9««-i.  . 
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und  hieiaua: 

T  sinv^l-^  [r  +  nv]  coBipn-l^^J^  (r)  (r+w^CO.,.-. 

80  dass  wir  haben         '  '  • 

.*    i  .8io(r+wg))co8a)"  — sinr         /  ■   x  ,      /   •  o  \  t 
l  -  ^\ — ^  =:cas(r-|-9)-i'C06(r'+ 29)cos94-i... 

mm       1  '  ....+C<»(*'+«9)C08'^"*~* 

J  —  COS  (r  +  ng>)  COS  9»+ •  /  •   m  •  /  .  >  ^  ■ 

SIQ9 

+  Bin  (r  -J-  wp)  cos  <p"- K 

  cos  '  •  " 

Die  Aufangsglieder  der  aus  der  Reihe  T -2^^.^  [r-^n<p]cos(p^Hmip 

sich  ergebeoden  Differenzeareiben  sind  der  Ordnung  nach 

sin  r  •    /   .  ?K 


cos  t**  +  "    +  f y  ®  * "  9^  5 

daher  haben  wir  nach  der  Lehre  von  den  höheren  Differeiizeu  die 
Gleichung  ^ 

.7    „cos,  .      n        „  i  • 

i-2gin(r-|-»9)coö9P«-isin9= 

T«4?„^r+9)sin9f  «4jji(^^  -  ««äi  (9+|)>"i9>". 

oder  mit  BUcksicl^t  anf  die  GleidinAgt  welche-  den  durch  17.  be* 
leichneien  Torangeht; 

I  sin(r+»9)cos9"=sinr+niCos(r4-9j)sin9?— jia8iD(r+29)sinyV*«r 

.... + »n  sin  [r  +  ?i ((p  +  ^ )  ]  sin  9", 

cos(r-(^9)cos9^=oosr--«|sip(r4-9)siD9---ii3C08(H-^^ 

,  .v.+  w»cot>[r+«(9)-i-2}lsin9*». 


18. 


TT 

Setzen  wit  nun  in  17.  und  Iti.  tp-jr^  q>y  so  erhalten  wir  lür 
ein  gerades  n 

(^1)*    sin (r-f-wy) sio y^-f sin r     .  ,  ,   ,  \  • 
 -^^^^    =sm(r+9)  -.cos(r+29))siD9» 

n 


19«. 


—  ....(—1)*  cos(r  '|-ii9j)sin9>»— ^ 

 —   '  =coßC''+9?)-+smCr+29))sui9 

— ....(— 1/^  sin(r-|-ft9)sin9»-*; 
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dagegen  fik  ein  UDgemdes  n  ,  ^ 

^  c^s  ^    + 9>)  -  C0^(r+2g))sip  9 

194.  /  '    —....(—1)  *  flttii(r4-»9))siD9>^', 

(—1)  *  fiinC?- }      8iD9**-l-co8r        ,      /  . 

 ^eps(r+9)+sin(r+  . 

.  ;  »    — ..«(— l)  »cos(r  +  ?i9))sia9)»-i; 

und  eiidiich 

(-^l)"«wfe + «(9 +5)]sin  9"ss«inr — »i  «in  (r +9)cos  93 +.  w 
20.    j  ....  (i—  l)n    sin    +  M9)  COS  9", 

(— 1)«C08  fr+ii(9+2  )]siDg)»i=:cbi*-*^iii  cOB(r4-9)  cos^^^. 

;     *  ^    •••.(-'l)»»«co«(r+n9)  cosg)". 


V. 


»  « 


♦ 

Vennittols  einriiclior  T^orhoaDg  ^mci^.liiaD  sicli  leicht  von 
der  Richtigkeit  der  IxieicbuDg  !  *      —  : 

±±nk_ßn    ß-h(n-l)k  ßf^:_ßn  '      '     .  "•  ' 


I  rt-J 

niis  welcher  sich,  wenn  wir  ji  nach  und  nach  1,2,3,...««  sob^ 
stituiren  und  die      erhaltenen  Uleichuogen  addireo,  -  •  ' 


oder 


ß  +  nk     ßn  /?   ßn 

«»  er» 


folglich 

...  «1  .  «• 

ergiebt. 

Mism  lY»  aus  die^r  Selbe  nach  and  nach  die  höheren  Diffe- 
renzeoreifaen  entvFickeln,  so  erhalten  wir  als  erste  Glieder  derselben 


.  Kj  ^  .d  by  Google 


daher  oa^  der  Theorie  der.  höheren  Differenjcea  i^d  nach  21. 

?=5+it(^+»*>T-^i=«x  ^+«»^-  r*-^  Wr  77^-+- 

.,..  +  fi«~  1  • 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  a-{-ß-'k  filr  ß,  so  erhalten  wir 
durch  einfache  Umwandlung  die  bemerkemwerthe  Relation 

ÄS.  j^^^i;:^ — •      k     =  1  +  «1 T + ir + •"•+««  k ' 

worans  fiir  kz=Q  ' 
od« 

erhalten  wird,  so  dass  das  Binomialtheorem  iiir  positive  ^nze 
Exponenten  als  ein  spedeller  Fall  tiiak  derallgemdneren  Gleiänng 
22.  h^rrorgegan^n  iat 

..      ..  •  vt  '    •  '  ;  ,-. 

Es  i&t  offenbar 
I 

 ß_  l  x_ 

t«+ a-|-(ii-l)i»  T^fnß' 

foldich,  wenn  wir  für  «  nach  uiul  nach  1,  2,  3,....  u  e|n8etai(;Q, 
und  die  aiif  diese  Weise  sich  heransstellenden  Gteichnngen  addiren, 

  ^       1  .g    l    ^1  1 

[«  +  («— J)W  1« + «^i]"^   « + (»— 1) j?^ ^ «  +  «jS  —  « ~  ' 

oder 

so  dass  wir  jetzt  folgende  Gleichung  haben: 

Ol  _i  .   L_  •    ,  1 

«(«  +  itj5)-~a(«+|J)+  («+ + 2« 

Dieser  Reihe  können  wir  n — 1  Differenzenreihen  abgewinnen 
und  wir  erhalten  als  AnfangsgUeder  derselben 
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•^a(«  +  ft(«  +  W+«(«+^)(a+2|5)(«+aft' 
folglich  uacb  der  Lehre  von  den  höheren  Differenzen 

I 


«(«+nft-'«(a+j3)    «(a+«(«+2iS)  '  «(«+»....(«+3« 

oder,  wenn  wir  mit  o/:^  muitipUcireu  und  dann  a-^ß  für  a  setzen: 

...         .  «  - 

vß  Hiß  ih^P     ^  7?a/?3 


1.2  1.2.3 

d.  i. 

0^       <%  ir« 

Setzen  vvii  lilerin  a=2,  /?=:!  iindaddiren  vrir,  nacbdera  die  Vor* 
zeichen  üller  (»lieder  in  die  entzogen £j;esetzten  verwandelt  worden 
sind,  auf  beiden  Seiten  die  Einheit»  so  ergiebt  sich  die  bereits 
bekannte  Gleichung 

^  ■  ' 

Die  ersten  Glieder  der  aus  der  Reihe  25.  gebildeten  Differeozeo* 
reihen  sind 

ß  ß  ß 

nß  (it-k-nß)^       nß  («-f«^)»  lin^i"/^  (a-fyijg)»-'. 

daher  nach  der  Lehe  von  den  höheren  Differenzen 

ß  ß 
nß  vß        vß  (a-^nß)i  vß 

oder 
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r  W3 


27.  — TT  TTÄ=«*""*a  3  +'*3  2F 


(— 1>»  nn  — r 


Uelbiingsaurisalbeii  fflr  Schttler. . 

> 

VoD  dem 

Ilcfrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  liüherea  Bur^^urschuie  zu 

Sinaheim  bei  Heidelberg^  '        '  * 


.1. 

Schneidet  man  auf  den  Seiten  AB  und  BC  (die  Figur  wird 
sieh  ein  Jeder  leicht  selbst  setchnen  kOnnen)  des  Dreieeks  ABC 

Ton  A  und  C  aus  di©  kStiicke  AD=:-AB  und  t'£=-J5fCab,  he- 

«  ,  p 

zeichnet  zur  Abkürzung  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  .4ßC durch 
und  zieht  durch  die  Spitze      desselltr  r]  und  den  Durchschnitts- 

Sunkt  O  der  Linien  AE  und  CJJ  die,  die  Seite  AC  iu  F  schnei- 
eDde  Linie  BOF\  so  ist: 

dasPreieck  OCE:=ijj^^^^A ,  tnid  lÖr  a=iß :=i~^~A 


2 


i)(«+i*-5ir"'      **  "2(2«-- ir' 
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Femer  hat  mtuh  •  ..  ^ 

♦  • 

OCtODssatß-^lt  und  flir 'a=s/r:s=«Tlr-*-'l; 

AOiOE=(f:a — \,    „     „     „    :  =  «:«  —  1; 
AFiFC-ß—l.a-l,   „    ^     „  :=1:1; 
OÄOif'=«+^^t4,        «     „    !=2(«— 1):L 
Setat  man  in  letzterm,  besondem  Falle  fts=2,  so  findet  man: 

OEC=zBOE=BOM=AOJ)=A0F=F0C=iiJ, 
AF=FC,  OC^20D,AO=20E,  OB^OFi 

wie  bekannt 


tf  » ^ » 


Zieht  mau  vuiu  Mittelpunkte  des  Hyperboloids  mit  einem  Fache, 
deesen  Gleichimg 

■et,  an  den  Punkt  y',  desselben  eineii  Radiusrector  r' ;  legt 
dnreli  den  Punkt  x'  j  z'  eine  Tangentialebene  an  das  Hyperbo- 
loid und  durch  den  Mittelptinkt  oine  Ebene  parallel  mit  meser; 
errichtet  sodann  aul"  der  neuen  £h(  rio  im  Mittelpunkte  eine  Senk- 
rechte» so  machen  die  Senkrechte  und  der  Kadiusvector  r*  mit 
einander  einen  stampfen  Winkel^  dessen  Cosinus 

■  ■■  -^^  •  _i 


Ist   Ist  das  Hyperboloid  dagegen  eines  mit  zwei  Fächern: 

^  1  " 

SO  ist  der  erwähnte  Winkel  spitz  und  sein  Cosinus 

*  -         .  t 

_  +1 

Setzt  man  endlich  den  Asymptotenkegels 

so  Ist  der  erwähnte  Winkel  ein  rechter. 

(Man  seilet-  Memoire  snr  i'^quUibre  iot^rienr  des  Corps  soli- 
des homogenes  par  Lam^  et  Olapeyron  in  Cr  eile's  JournaL 

Bd*  7.  §.  31.) 

'.1    - »  ,  ^    ■  -  .  t  ■    .  > ' ' 
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ideellen. 

Von  dem 

*  .  •*  • 

Herrn  Doctor  Dienger^ 

Lehrer  an  der  höheren  Bfirgerscbiile  sa  l^ilidiii  bei  HaiffdÜerg. 


I  .1 


Ueber  einen 


'  iäatz  aus  der  nnalytisdien  Geometrie.  ' 


TFerr  Professor  Lobatto  stellt  btt  JoUTDaf  ViiD' LlotttÜlä. 
Jliiu         folgenden  Satz  auf: 

Selen  a,  ß,  y  die  Winkel,  weiche  eine  gegebene  Ge- 
rade,.mit  ihren  drei  Projektionen  auf  den  Ebenen  der 

xy ,  xzy  yz  inarlil:;  seieo  ferner  5,  ^j,  ^2  ie  EntfernunöeTi 
den  A  n  fall  14  s  p  link  tes  der  Koordinafen  von  dieser  Pro- 
jektion^ zi  die  Entfernung  diesem  Punktes  von  der  Ge- 
Ka'denri^elbet^  so  iat: 

tfc  d^cos^^  +  V  cos  V  +  V  coäV> 

welchen  Satz  nun  Herr  Lobatto  direkt  beweist. 

'  Öiesor  Satz  ist  aber  eine  mmiittelbare  Folge  des  bekannten 
Satzes^dass,  wenn  man  einen  Flärhenraiim  P  auf  drei  senkrecl^t 
auf  einander  steheiide  Ebenen  projizirt,  und  p$  Pt*P%  diese  Pra- 
jektionen  sind,  mau  bat:  ,  ■  > .  ' 

J»  t=  p»  +  p,«  + 

(Einen  einfachen  TJeweis  dieses  Satzes  findet  man  u.  A.  in 
Boucharlat  populäre  Mechanik,  deutsch  von  Kis^iliug. 
4ter  TbeU.  a  m  fT.) 

Man  siehe  nämlich  durch. den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
mit  der  gegrticncn  fM  iadoii  rmo  T'arallele  und  bilde  zwischen  die- 
sen beiden  Linien  ein  P;i ralleiogramm,  dessen  eine  Spitze  im  An- 
faogspunkte  d«r  ivoorUinaten  sei,  80  wird  der  Flächeninhalt  des- 
selben sein,  wenn  £  die  Länge  der  Seite  des  Pa'tallelogramms 
ist»  die  auf  der  gegebenen  Linie  selbst  genommen  ist  Projizirt 
man  diese»  Parallelogramm  auf  die  drei  Koordinatenebenen,  so  sind 
die  Pcojekiionen  ebenlalls  ParalleJo^rnmmc,  deren  Fiacheninhaltß 
offenbar  ^cosa.d^  iCcosj^.^,  ilQ9i^^.«<^i  sind«  und  «1/^  i^,     ,  . 
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Ä,2^«=  Ä«cos«a.d*+jl«cosV.<542+il«co82y.  V 

oder 

=;  d^cos  ^  +  ^*C08  V  +  ^a*  cos  *y , 

welches  der  erwähnte  Satz  ist. 

Denkt  mau  sich  durch  die  gegebene  Gerade  und  den  Antangs- 
punkt  der  Koordmaten  eine  Ebene  gelebt,  so  ist  der  Kosinus  des 
Winkels,  den  diese  Ebene '(die  Ebei^e  des  vorhin  erwshnten  Pa^ 

~  ^  c  o  iS  d 

rallelogramms)  mit  der  Ebene  der  xy  macht,  also  gleich 

S  cos  flf  »  ' 

=  — "2 — ;  desgleichen  sind  die  Kosinus  der  Winkel  dieser  Ebene 

mit  den  Ebenen  der  xXf  ifx  gleich  -^-^^  -ä^Ü2*  denmach  ist 

die  Gleichung  der  fraglichen  Ebene 

^  cos      4-  d|  cos/?  •  ^  -|-  d  cos  a  •  2 =0, 

wie  Herr  Lobatto  ebenfalls  ßndet. 

Heissen  x*,  y',  2'  die  Koordinaten  des  einen  Eckpunktes  des 

mehrerwfihnten  Parallelo^raninis  in  der  e;ei:('1>eiien  Linie  selbst, 
und  sind  /^'>  y'  die  Winkel,  welche  die  iiegebeno  (Gerade  mit 
den  Axen  der  y,  z  macht,  so  lindet  man  iür  den  Flächeninhalt 
der  Projektion  des  Parallelogramms  auf  der  Ebene  der  xyi 

demnach  ist  ■  r  • 

üd cos  IT  =:  4:  ^    cos  tt^x^  cos  f^,  d  cos  a^itiy'  cos  — o^^cos (0* 
Ganz  eben  so: 

9i  cos ß=2  4z(x* cos/— x' cos a*) ,     cos y  =ri (x*  co9ß^ -^f/eos /). 

Von  diesen  Sätzen  nusjjehend  beweist  Herr  Professor  Lobatto 
nun  die  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleichgewichts  eines  ^>yi»tenis 
von  Kräften. 

Ist  nämlich  P  die  Intensität  einer  wirkenden- Kraft  >  und  sind 
a,  by  c  die  Winkel,  weiche  ihre  Richtung  mit  den  Axen  der  x,  y,  z 

macht,  so  kann  man  diese  Kraft  parallel  mit  sich  selbst  in  den 
Anfangspunkt  versetzen  und  ein  Paar  von  der  Intensität  P^  bei- 
fügeti,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  geändert  wird.  Die  erste 
Kraft  serlect  sich  in  Pcosa,  Pcosb,  Pcoic,  wShrend  das  Paar 
sich  zerlegt  in  Pcosa.d,  Pcosß.$g,  Pcos/.d^»  lind  man  eihSlt  als 
Gleichungen  dc^  Gleichgewichts: 

^Pcosa=0,  2:Pco86=0,  2Fcoscs=0; 

ZPcostf.d^O,  £Peos{i.Si=0,  ZPeosy.d^^sO.' 

Die  letzten  drei  Gleichungen  sind  auch  nach  dem  Obigen:    •  , 

£P(yco8a — :i  cosi />)  =0,  EP{xcosc — zcosa)=2,Qj( ;<        '  ^ 

£P(zcosö — ycosc)=:0; 

da  die  Doppelzeichen  nichl  zu  beachten  sind,  wenn  man  die  Kraf- 
tenpaare,  die  nach  entgegengesetzten  leiten  zu  drehen  .suchen» 
auch  als  entgegengesetzt  betrachtet  •  •  •  3^ 
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Bei  B.  F.  Voigt  in  Weimar  iet  ersdileDen: : 

Sternheirn,  H.  V.,  populäre  Gnomonik  oder 
Construction  der  gebräuchlichsten  Arten  von  Sonnen- 
ubreii  mit  Thierkreisliiiieii  und  Beleachtongsscaleii* 
Mit  10  Figorentafefai.   Zweite  Ausgabe«  8.  1^  RtU. 

Gersdorf  s  Heuert.  1B35.  7.  Heft,  sagt:    Wir  erkennen  diese  Zu- 
«MiuiiCD«tellii«f  der  Wae  von  C^nttnietiiiBen  <ier  ^noeqnliren  für  etwat  1 

'l^ankenswerthos  und 'Nutzliches.    Die  fein  ausgeführten  and  darchaos  rein  | 

gehaltenen  Zeic.linimgcn  verdienen  allen  U<  ifall.**  —  Das  prciiss,  Bür»»-cr- 
blatt.  1H36.  Mr.  7.  empfiehlt  dieses  Buch  als  ein  für  diesen  Gegenstand 
sehr  volletändiget ,  dentlichet  und  helehrradea ,  und  aagt :  „  Wer  nnr  im 

Stande  ist,  eine  Figur  auf  eine  Steinplatte,  Kupfer-  oder  Messingtafel  i 
aiif7tttr;if;en ,  Menn  er  solche  auf  dein  Heisshrette  entwerfen  kann,  der 
i«^ird  in  keine  Verlegenheit  gerathen.  Zehn  Stcindrucktafcln  versinnliclien 
den  Text  und  eine  Menge  anderer  Tafeln  sind  zur  Ersparnng  weitlftsfig^r 
RrrfinTHirrrn  nni!^ehän^-t. "  —  AucTi  i>t  ilicsr.s  WitIi  im  Junre  T845  von 
Boutcreau  in's  Fraqisösi«che,  «hertragcn  worden  und  bei  %ßtet  in 
Paris  erschienen.  .  .  , 

Gegenif^irfige  Schrift  hat  vor  der  verwandten  tod  Littrow 

für  Viele  den  grossen  Vorzug  voraus ,  dass  sie  weder  durch  ana- 
lytischen Calciil  inathoTimtische  Keontniss  voraussetzt.  Doch  roh 

[►raktisch  ist,  wie  me}ir«>re  andere.  Bei  mögliehst  wissenschaft- 
icher  Behandlung  erfordert  es  nichts,  als  den  Gebrauch  des  Blei- 
etifts,  Zirkels  und  Transporteurs,  um  ohne  alle  Beredioung  nnd 
nur  durch  einfache  geometrische  Constructionen  auf  das  Kürzeste 
zu  den  ijcnauesten  iintl  slrliorsten  1\esii!fnten  zu  fuhren.  Daher 
steht  ni(  iits  ohne  Erläuterunjj,  nichts  ohne  den  Beweis  da.  Alles 
ist  durch  die  beigefügten  Figurentafeln  deutlich  und  anschaulich 
gemadit. 


*Bei  B.  P.  Voigt  in  Weimar  ist  enehienen: 

IVlahistre,  A.  (Professor  der  Mathematik  zu  Chartres), 
Lehrbueh  der  vergleichenden  Geometrie  oder  neu  bewShrle  Methode, 

die  Lehren  der  Stereometrie  in  naturlicher  Ordnung  mit  denen  der 
Planimetrie  zu<?leich  in  paralleler  Weise  darznstoMen.  Nach  dem 
Franz.  bearbeitet  u.  mit  vielen  Aufgaben  verniehrt  von  A.  Tjorey, 
Vorsteher  der  Realschule  zu  Weimar.  Mit  8  Tafeln  in  Fol.  gr.  iii. 
IVa  Rthl. 

Ucbcrzeugt,  uie  viel  bei  einem  wissenschaftlichen  Lehrgegenstande 
anf  eine  richtige,  sachgemässe,  fortschreitende  und  gcistesbildendo  Ua- 
terrichtsmethodo  ankommt,  hat  man  bisher  achon  in  Deutschland  man- 
cherlei Wege  versucht,  auch  die  Mathematik  methodisch  zu  lehren. 
Wenn  aber  dabei  noch  immer  die  .eigenthümliche  Beziehung  zwischen 
den  Raümgrdssen  in  einer  Ebene  und  im  Räume  veniger  berücksichtigt 
und  in  dem  einen  Tbeile  die  Eigenschaften  von  Linien  und  Figuren  ,  im 
andern  die  der  Körper  erörtert  wurden,  so  entwickelt  das  vorstehondo 
Werk  die  gleiohseUige  Botraehtung  auf  eine  neue,  «ehr  geisteehildende 
Art.  Gewinnt  nnn' der  Lernende  seinerseits  durch  eioe  loldie  naturge- 
mässe  Anordnung  cinr  (klarere  Einsicht  in  den  Zusammenhang  der  Raum- 

grossen ,  verbindet  sich  dadurch  der  matbem.  Stoff  besser  zu  einem  löcken- 
Men  Ganzen ,  ao  «ind  JMrh  ^  'nm  FiBVtigkeit  in  jder  LSsung  aller  derjenigen 
elementaren  Aufgaben  zu  erlangen,  wotdke  zur  Rechnung  fuhren,  eme 
grosse  Anzahl  eigenthündich  geordneter^  nun  dem  Leben  and  verwandten 
Disciplinen  entlehnter  Aufgaben  mit  ihrer  vollständigen  Entwickeiung, 
oder  doch  wenigsten«  ihre  Anlldtang,  beigegeben. 
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In  der  \Veidmaniit>cbeo  Buchbandluog  in  Leipzig  ist  sa 
eben  eiadiieneD: 

Geometrische  Analyse, 

geknüpft  an  die 
von  Leibniz  erfuodeue 

geometrische  Charakteristik. 

Gekrönte  Preisschrift 
▼an 

H«'  Grasemann. 

Mit  einer  erläuternden  Abhandlung 
▼on 

.»  A.  F.  M  o  b  i  n  8. 

hoch  4^.   brosch.  Preis  20  ^gr. 


4 

So  eben  gaben  wir  gratis  ans: 

Zweites  Terzeichniisi§(  banwissiensicluiil* 

licher  antiqnariselier  IWerke; 

Zweitem  Terzeiclmiiis»  über  Meclianilc,  l§ta*> 
ük»  Optik»  Mascliiiieiil£imile  eti^; 

welche  zu  beigeftigten  billigen  Preisen  von  uns  direkt  und  dnrch 
jede  BnchhanoiuDg  bezogen  werden  kSnnen. 

Halle. 

Lippert  Sf  Schmidt. 

/ 

So  elien  erschien  bei  uds: 

De  spectatissimis 
qnibus  aeqaationes  altioris  gprados  mimericae 
solyantur  methodis 

dissertationem  mathematicam 

srripsit 

I>r.  €.  Wei»js$eiiborn. 
76  Seiten.  ^.  Preis  12  Sgr. 
Berlin.  F,  JScAneider  &  Comp. 


Xbearematis  In    TU.  pagr-  366.  *)  pro* 

pmiti  demoBsdratlo. 

Aactore  Dr.  E.  Cr.  Bjorling, 

■d  Acftd.  Uptal.  Doeen«  Mathce. 


Celeb.  Prof.  Schlö milch  Commentatione  8u&  „  üeber  die  höhe- 
ren Differenzialquotienten  des  Ausdrucks  (x^-j- ax-^-f))—^^^^^)**,  in 
T.  VIll.  praeced.  pag.  357.  exposUa,  admonitum  nie  leclt  quodam- 
modo  pponussa  demum  satisfacere,  in  Dotula  sub  pag.  266«  T,  YIL 
relato,  oblaturum  me  fore  aliquando  Theorematis  loco  eit.  pro- 
positi  flernonstrationo!!»  in  hoc  „Arcbivo*'  eondendam.  Quod 
Tiempe  Theorema  (ut  apj>aret)  lormulani  exhibet  tjcnoialem,  juxta 
quam  breviter  —  £et  qaidem  Doniero  tenuinorum^  ex  ordioe,  1,  % 
3,  4, ....  (m-f-1)]  —  exprimi  liceat  valorem  eaqiiresaioDuiii  cujusque 
Imram  [n  denot  nomenim  iutegram] : 

(uaqae  ad  pfimiim  tenn.  evaaescentem), 

1.     +     — 2na  +  3(»— 1)3  —  4(«— 2)4+&c., . 
L  (jt+2),-.3(n  +  l)^+6it4-ia(»-l)6+&c, 
1,  (»f3),-r4(ii^ä)«+10(it4l)6-2ane-|-&e. 


*}  Quae  ibi  dcpreUeu««  $uat  m«ttda  niHuiaU«  typografliica  jam  corrigi 
licMt  haecce: 

In  pag.  886,  lia.  10,  loco  -f-^'C»— 2)4  l«g«t  —-4.(11—2)4 

„  16,.  „   2(11  s),  „ 

n    MB,   ^  11,     „    -f^d^-S)«  -40-«)4. 
TheU  IX.  1^ 
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m  tn 


(«)  Fo.(m+w)i»  — Fl  .  (M+m— l)m+i  +F2(«  f  Wi-2j«+a 

-.Fj.  («+ lÄ— 3)«,-H  +  «KT. 

deaolantibus  Im  oumero  integro  aut  ÜJ 

rn         17)         Hl  MI 

Fo,  Fi,  Fn,  Fj,  &c. 
breviter  „numeros  mi  ordinis  fignratos^ 

m  mo»  (nt+l)i,     +       (i«+3)8,  &c. 

Conaturo  me  jam  id  quod  promisi  ezsolvere,  pauca  haec  lere 
praemisisse  juvabit. 

Qnemadmoduru  figurati  illi  Bumeri  Coijfficientes  ip»aij  c<m- 
ficiuat  digniUtuDi  ipsius  a:  earum,  quae  in  evülut<l  luiictione 

occurrant,  sie  quaotitas  iila  (a)  Co^fiicientein  ip&ius  or"  in  evolutä 

(y) . . . . .  [1  — - ^)]-(«4*l)seu(l— o:  +  *). 

Qoae  quidem  res  lit  primum  fuit  perspecta,  habijtftqae  ineuper 
rattone  identitetis  expresistonitm  Ülarum 

1— *4?  +  .T*  atquc  (1  +  ß^)  (1  + , 

(«  et  ß  breviter  ambas  illaa.radices  cubicas  ex'-^-l  imaginarias^ 
cos  •^dbV.—'l  8111-^9  dMiotaiitibas];  ,ea  fara  in.  aprice  ponta  est 


*}  Seilicet  ex      qaod,  dum  |^  niimetice  -^l  e»t, 

sie  qooqne,  dnm  ^(1— 'dT)  nomeci^e  ^  ]'      'Jiabetuz^  ' 

[l— -(«»f  xi\—x)  +  (;vt-f-2), af*(i— f ... 

...+  («1+»— l)n— 1  «»-1(1— jr)«-f  elc. 


nee  nllA  hoc  tempore  opus  e»t  curA  probandi  licere  (corre  dnm  jP  anme» 
ric*  '^1  est)  posteriori»  liuju»  membri  loco  eubstilui  islam: 

it»q««\d  ptimiim  term.  e-vanescentem,  cujus  de  rcdaetieae  in  formem  ei 
plecet,  «idtti  UeelJa  aoce  I.  eob  Sm»  hvinice  CJqauaettteÜQoi«» 


.  j  ^  d  by  Google 


3sa 

vtn*),  <]\:nm  recte  inaeqtTendo  Tfieorema,  de  quo  qnaeritur ,  demnii- 
stratimi  sistere  liceat  Eteiüm  uträque  seoraim  evolutä  fimcttoociiii 

(9)  (1 -I- «a:)-(«H-i)  et  + 

si  deinceps  eximatur  coöfliciens  ipsius  a:«»  in  „prf>dncto"  seriemm 
hoc   moao  comparatariira  **),   revera  continget  ut  co#fTicieritem 
hancce  in  m-{-l  tennloos  redigi  liceat.  Quae  si  tandem  formula  ex  m-fl 
tenninis  confecta  i^si  (a)  ae^uatar«  demonstratum  ent  theorema. 
Hin  jam  praemUrais  rem  ipsain  iadgrediniur. 


1.  üti  supra  est  monitum,  id  solum  a^itur  ut  evincatur  du(»lex 
iliud  membruiu  poi$teriu8  aeuuationis  (I)  in  Theoremate^  de  quo 
quaeritur,  Go^fBcienfem  conncere  ipsiiisd?*  in  „prodveto*'  Mrienim 
ex  eFolutia  seoraim  ambabus  (6)  comparatanim.    Id  qaod  in  tali 

re  solito  hoc  more'  perfici  üeebit 

« 

1")  * 
Ex  hisce  {  , 

1^  (1  +  aa:)-^  —  1  —  «a:  +  a^a;*^— ....  +  (—1)»»  a^a:"  +  &c. 
(l+/?4?)-l=l-^-|-^^- ....  +  (— +  &C. 

conaequltiir 

+(—1)».  + &c. 

tdcoque  esse  coefticientem  ipsiiis  o:"  in  „producto"  serierum  ex 
evolutls  (l-|-a.r)— *  et  (1+/?^^)"^  comparataruiu  isthanc 

(1)   (-!)■■"  =  Cr  <br«iter). 

Ex  hiace 


{ 


et 

(l+«a?)~>(l 's  CvV 

<s=0 


•)  Conf.  tameu  ca,  quae,  in  nota  I.  suIj  fmem  o]iTi<iruIt  Imiii?  relata,  de 
httc  re  admonendi  ansam  nohi»  dedit  ConuneaUtio ,  cujus  supra  meuüonem 
fecimua,  Celeb,  Schlü milch. 

**)  Nof  q«iü  ha« phraii  „prodnot^»  serierum"  intellcctum  volumut, 
td  nntU  *«M  ho«  t«Mkpor«  op«»  JiabM  espUtaiioue.    M<«  «iMimH»  kMoa 

16  • 


9 


m 

consequitur  *)  esse  coöfficientem  ips'ms  iti  „pioducto"  serieruni 
ex  eTointis     +         et  (1 comparataruiu  btbauc 

—  a     i=n  —  \    —1  .  • 

=S  jS  Ca— i  O  » 

i=0  .  " 


-,iS  . 


i  —  n 


ideoqae,  secimdum 
Jam»  qaonEam  a^=l  est«  membrum  hoc  posterius  abit  in 

MU  - 

(2)  .•..(«  + 1) («»+* [«».  ä"^»  +  ^.  IV]. 
AI  habetur 

ideoque  quantitas  iiia  intra  udcos  [  ]  in  (2),  vi  relatiomiin  illarum 
conficlt 

atque  aequatio  ilia  (1)  abit  in 


est  dubitandi,  quin  «criel  illi,  quac  Koc  ipsum  conficlt  „productam'*,  summa 
Sit  islhaec  (l-|-<jur)-(«"+i)(l+^ar)-(«+i)  scu  jr*)-(»n+i) ,  dum  X 

Bumerice  -^1  est,  —  qiüppe  quouiam  tunc  serierum  utraqne  earom,  qaat 
•rplvtae  ceorsim  amiiae  iUae  (ü),  loitvcrgentaa  remanerftai  i  eUamsi  in  ü» 
terminornm  loco  sub-ttifucrenlur  ips'i  nioiluli. 

*)  In  hoc  ipso,  ut  patet,  cardo  ipse  arliürii  vertilur ;  esse  (int^uam) 
coSffiGientem  ipsias       in  prodncto  serieram,  ex  evolutis  seorsim  «mbabna 

(l+«ar)~»(l+^>-»  et  (l+«i;)~Hl+?*)-* 

comparatarum,  eodm  Qftqiia  valore  «c  coiSlBe.  ipaius  X*  in  prodocio  •«rUmm 
•X  «Tolutu  aeoKWin  iimbaba»  illia 

■ 

compavatantm  t  —  quippe  quouiam  ambohus  Iiis  „aeficruui  prodactia'*  «mam« 
c«dit  conuniima  (y),  x  %ii<dibat  nnmerice  <1* 
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ai).....  (-l)»(a-/»^?.  ti= (n+l)(,,^H^a+jj»+a)_2.Ji^^l.*. 

.    3»)  ' 


Tum  ex  hisce 


1=0 

C0ni5Pqnitur  esse  rnöffinlenteTn  ipsiiis  .r**  in  ,,prndiicto'*  sefierum  ei 
evolutts  (l-i-ccj!)—^  ei  (l-|-^ar)~^  comparataiuiu  Uth^c 


—  3      1=«  —  1      —  2 
»=0 


ideoque,  flecuodum  ( 11 ) , 


—  3 


W  (-!)•{«--<»)».  Gl 

'  't;  i=0  t  "  !      .  .  . 

aeu  breviter 


2 


•  f. 


scilicet  poaito  (büevitalSd  ergo),  p  denotanfa  Dmnenim  intogrum 
aal  Q,  - 

At,  vi  naturae  ipsumin  u  et  habetur  lelatlo  }0ta  (dum'  p 
Dumenis  est  integer) : 

cujus  ope  formula  (4')  reducitur  in  ■ 


*)  Vld.  Noutm  II.  tnb  finam  httjoM«  CommMMtioait. 
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(« + 2),(«»+a -^+»)  -  ; 
adhibitique  demum»  quae  ex  allatis  in  2^)  consequitur,  formulä 

(A')  ^=;(,|+i)(««+i6+^»)_2.i2i^^^, 

patet  aequatioDem  (4)  al^ire  in  '  ' 


Pom  ex  hisce 
et 

consequitur  esse  coeiücientem  ipsius  in  „prodacto**  seneriim 
ex  eToIntis  (l+a.^)^  et  (1  +ß^^  comparatamm  islJiaiie 

,  —4      i=3n— l  —3 

ideoque,  secundum  (III), 
(5)....  (-.l)»(a— C;=  'i"(a«+«-^— /?^»-0[(«+2)a(a'+'-i?'+') 


AI  aacundum  aequationem  illam  (A)  habentur 
.  ^  =  («+3), («»+*+ 

earumque  ope,  adhibitd  iusuper  aequat.  lUä  (A'),  patet  abire  aequat. 
(6)  In 
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(IV)  ... (-r- 1)» («  - ß)^ .  U=(M4^a)8(a»t^-hj3«^^)-4(n-|-2),  ""t'  f  "^^ 

50) 

;  Ulteriiiji  ex  hisee  ^  .  v  . 

4=0 

et  ,  , 

faeO 

e&dem  usqiie  mtione  ac  io  |nraecedeBtibus  conclucli  ließnU  it^  cm« 

comparatam  coeflücleDtein  Cn  ip^ius  in  ,,producto*''8erieraiii.  AZ 
evolutis  (l  +  «a?)-*  ct  (l  +  jSa:)-*  coorti^nim,  ut  sit 

(V)  ...  (^1)»<«--/J)ft,  a  =.<tt44)4(tf'4^*~/g"+<>)-6(w-|-3)>^  ^Zß\ 


■.  ---  "  ,  +™-(ir=«-5~- 

'  2i  Jamqoe  per  induotionem- cMjid  llce^  este  (dum  vf  <!'>noiat 

niimenim  iotegnun  aut  0)  ita  coiii()arataiii  oodfficientem  C-9  ipshis 
,,producto  "  eerlenim  ex  evplufi«  (l4«a?)^:(«+i)  et  (l+jiÄ)-^^'* 
ceertamim,  ut  sit  ■  "  ^  . 

(VI)...  (-!)•(«- i8)-+i*   Cm  ^nifn}^<^»i^H(-l)^^  ß^^^) 

(VI') 

Valere  Iih«c  iesem  pro  }ii=0,  1,  2,  3,  4,  jiim  iüupra  erat  exper- 
Jhm*  CoüeesM,  valere  eam  usque^  ad  m  quemdam  (ioclusive),  [uro- 
babitar  jam  vera  esse  pro  sequenti  tit  !• 

ReverA  habetur,  ut  solitum, 

.(fn-f2)     fc=n— I    — (m+l) 

Ideoque,  secuoduni  (VI'), 
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et  sie  porro:  adeo  at  primi  m  tenBkii>  (h.  onmes  ultimo  exeepCo) 
redncantitr  in 


ideoque  tota  quantita^  (Ii  )  in 


V  (a— /S)"^^^ 


ft=o  (« — Pr 

cujus  quum  terminus  oovtsgimas  secundum  aequat  (A'J,  ope  relatioois 
■  i[2m+lV.2=(2iii+2)i^i, 

aqit  m 

jam  omni  absque  dubio  patct  reduci  (6^)  in  ipsum  membnim 
posterius  aequat  (VT)  mutato  ibi  m  in  (m-jt-l). 

Q.  E,  D. 

&  Quae  ci^ni  ita  siiit,  habetur  ex  aequat  (VI') 

I 

dum  m  par  est  aut  0: 

dum  vero  Impar:              .  ^ 
Ä^(-.l)*(m+^)*(«+«i^/:W^.,*  Jj^ß^m-^t/i  —5 

'  *  * 

eeu«  qnod  idem  vaiet,  ' 

dum  m  par  est  aut  0:  '  • 

-(m+l)  ^ 

(VF).   .......  (-1)".  C„ 

.1» 
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tyrj.  .     .    .  .  .  (-1)».  a 

.  m — 1 

quae  quidem  aequationes,  debitä  ratlone  liabäti  relationum  '"'\  ' 

et)  ^7C      r~~~^      2ä*)  tc        1  Jt 

'  1-       )  ^  ^*  "j"  ^    — 1  wo  y  =— (cos  ^  +  V  — 1  sin^) , 

perfectisque  nonnuUis,  ,r«ducti^]iibiMi       >  f^jidemque  loco  ipsii». 

— (m-f- 1)  '  *  »  '  •         .  »  , .  , 

Cn  Substitute  exporessione  illä  (a)  [in  prooemio],  in  aeqaafU»irelki' 

ip^am  (I)  theorematis  iiostrt  abeunt :  cui  praeterea  novam  hanc  im- 
nui^tEMU  aüqaaotulam  magUque  concioDaiA  reddere  juvat  foriaam; 

,     .  yi  \L^  f^  x  . 

Denotantibiiis  F^i^i),  Fj,  jF^,  Jf,,  etc.  Numeros 
ordinis  Figuratos,  nempe 

'  -        ■      '     '      »  • 

wio,  (w  +  l)i ,  (/»  +  2)2,  (m  +  3)3 ,  etc. 

atque  n  Damerum  integruili  qa#miibet»  habetur 

dLvQi  m  pj|r.|sst  Aut  O: 

m  m 

*)  ScUicet  (nt  pattt}  ae^atifonilnu  praeccdentibos  nilreferi.  cnliuua  poiia-' 
aimmn  i|»Minim  oo»  ~J:4t  —  1  sIb      nomen  «1  aal  raferatar. 

**^  Qnibas  in  perücicndis  probe  erit  tCDcudum,  p  et  r  numccos  ulegro» 
aol  0  denotaalibas ,  Habeil 

9 


OOS  -:r  f  ^ 


ff 


y  1^  L  o  i.y  Google  I 


(usque  ad  printfin  temüiiiiitl  evunescenteiD) 
^+.^  «D(n+m-2i+l)| 

*=«  sinr* 
-    Ä   (-J)   ^   (»+iii-2i-l)i»-^i_i, 

A  9 

dum  vero  m  inipar: 

?±1m  „,  co8(n+i»-2i+l)^ 
=   S  (-1)  *    .Fjii--  ^     ^   '  («+m-2i;n^, 

•   3  • 

ring- 

Ex.  gr.  PMito  ^uccess.  i»=0,  1,  2,  3  habentui  *);  . 
(*)     •  1 ,  r«+l)i — 2«, + 3(7i  - 1)3  —  4(71—2)4  +  etc. 


1 

* ■  ■       •  *^ 


=-  -  [  "  ^  r—irrOffih  -2  --] ; 

sing- 

co8(«+4)J  «to(«+^|- 


I 


co8(ii+2)J  .sm(«+l)|_. 


4.   Quo  ex  theoremate  re^t^  consei^uitur  hocce 


«^uaram  ope  reUtionitm  novai  quam  lieic  cxposuimus,  Tbeorematift.  fouM 
perfacili  negotio  prodifaiU 

*)  Conf  •  loc  topr«  dt.  T.  VU.  pag.  206  et  S67. 
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C  o  r  o  i  l  a  r  l'U 
DenotaDte  I»  numerum  integrum  ^m,  habetur 

dum  m  par  est  aut  0: 

tn  m  m 

^        (usque  ad  primum  term.  evaoeac.) 

=  Ä  (-i)     .F^i  (p-20«-«i 

mar 

j_K»— S         m-f  ^ .  .  *  3 

-  ^  (-i)   5— (p-a-iw«-.. 

eosr* 

dum  vero  m  impar: 

=    S  (-1)       .Fu  =— ^-29— •( 

<==ii  „      8iD(p-2.-)|-  '  ■ 

Nec  id  solum;  vera  est  haecce  aequatio,  etiamsi/>  on- 

merus  est  iIlteJ^e^  ~jn.  Quod  ut  probetur,  sufficit  ut  ostenda- 
tur  constare  sibi  Thenrenm  ipsura,  etiamsi  n  =  0  sit,  certe  nisi 
aimul  m— 0  fuerit:  id  quod  paucis  bis  expediri  licebit.  —  Prius 
aequationis  "(I)"  membrum  in  hoc  casu  (=  1)  coefücieiiä  est  ipsius 
^  in  evolut&  nmctioDe 

[1— ar(l— ar)]-("H-i)5 

» 

pO0ternu  autem»  ut  ex  Ipaa  demonatratloDe  supra  expositä  patet  *), 
cotffficieiis  'est  ipiiiis  a^m  »»producto''  serierum  ex  evoluns 

*)  Scilicet  in  eo  m  vertltiir«  «t  «eqmitio  illa  (VI)  aut  (Vi')  valere 

prnhrfnr,  ptinmsi  fuoril.    "Valere  eam  (in  hoc  qaoquc  c.|su)  pro 

et  2,  cx  cu  pater  quod  postto  n=i)  aequationea  iilae  (II)  et  (III)  idealicae 
•Tadunt.  Concesso  igitur  valere  eam  usque  ad  t/l  quemdam  (inclnäT«),  rali> 
qamn  aat  vt  probetur  vera  cs%e  yro  seqnetiti  Boden  usqae  modo  ae 

in  arf,  2  pmcmlr'nf i  aquatio  illa  fö')  vcra  cssc  prnhatnr  ,  rtiamsi  fl^iO  fae- 
rit,  cxtens^  quidein  ad  hnnc  quoj^ae  casum  (jizzzQi)  deXmilioae  iilä  signi 
Sp^  1 1  i^*  ®*  posito  tniic 

£p4,i=(ci-^)(«p4-i -f  (— l)]»+i^4^i). 

Tom  miUo  negotio  patet,  acquationn  illaa  (A)  et  (A'}  in  koc  quo<|iit  twm 
iralere.   Gaeiera  Tarbotaims  ut  in  art.  2.  Mqanntiu* 


245. 

(l+a«)rr(w+i)  et  (H-ßa?)-<w4-i)  ^ 

comparatarum. 

Quae  mm  ita  sint,  jam  constat  verum  esse,  quod  loco  cit. 
(T.  VII.  p.  268.)  expositiim  est  Corollarium,  cujus  praeterea  aequa- 
tioni  Ql)  immijitatam  aliquantulum  mayisque  coociDDam  heic  dedi- 


repi  hanc  reddere  juvat  formam; 
.   '       y      IQ  dum  1»  numer«  eat  iiitjeger  pär  (auf  0): 

«  slD(iii^9<+l)f^  :: 
1=  S  (-i)^    .Fti  JL 


tos 


(III) 


3 


I—. 


2^  dum  m  im'par  psti 


^0  5»" 

m— l  rn  \  1 


Ä  (— i)  .Fai+i  

fco  .  jr 

"»8  , 


N  o  t  a  I.  ' 
(Vid.  pag.  234.) 

Specie  forsan  liaac  via  ea  ipsa  esse  videatur,  quä  postquam , 

coöfficiens  ipsius  in  „evolutione"  functionw  (1 — ar-f  ar*)— ^"»+'^, ' 
formÄ  iiht  (1  +  «.t)-'"»»  !)^  Hh/?ar)- indutae,  exhibita  fuerit  oj>« 
cognitae  illius  legis,  (luani  in  commentatlone  suä  numero  (1)  iusip;- 
nivit  Cel.  Schlömilcli,  deioceps  pouatur  coefficiens  haeece  expies- 
«iqni  Uli  (a)  at^ualis.  —  Quod  si  Ita  foret;  fevera  res  gesta 
foret  talis,  cui  jure  quodam  epitheton  iliud  cedat  „wisaeDscnaft- 
lich  llöchsf  Tin  b 0  a  ni  t  c n  tl  *'  fvid.  Coniment  CpI  vSrhlöni  Hell, 
«ub  finem)«  quippe  qua  noii  lüsi  duae,  quiL  formaiu  diversae  aiiqua» 

teaiv8,  etpresaione«  fpsius  |-ö-^[FC2r)  lireyitc«;  denotaiite .  ipsam 

0:^'a!^a:'^)~(m-\-i)^  medium  profatae  fuisseat:  et  qnidem  tali  in 
re  midto  melius  Analysi  fuisaet  oonsultum.  st  ^  ul  praetere^^r^ 
gessit  CeL  Schlömiicii  —  generalis  unb  Ictu  petita  ftiisset  expres- 


BIO  ipsius  F(.«)Cx)  i.  e.  C^Mc,  D'iSetent  nti  ordinU  fuDctionis 
(1 — X -i^  vel  potii»  fiincfionis  hujus  universae 

(a:«  +  aar+6)-(H^»),  (j*  reali  qdUibet]* 

JVaihque  —  [at  helc  caetera  omittam  cognitae  dinmm  fimctib- 
ols  F(*)(a^  eniolamenta]  — •  uti  primum  forte  conti^  duas  qvA  for- 

mam  diversas  hujusce  F^"H:r)  expressiones«  invoniri;  aeqnatis  sibi 
invicem  liiscp,  fffmeralis  jani  coDciüata  erit  relatio  talis.  ritjns  in 
speciebus  innunieris  non  nit^i  unam  conficiat»  quam  supra  comme- 
moraviraus»  identitas  illa  ambarum  ipsius  expressionum. 

At  Tero  „speclea  nonnumquam  fallit":^  recta  m»o  baec 
•rat  via.  Haue  quisquls  fuerit  insecutus»  ulterius  in  fali  re  provebi 
non  poterit.  quam  rlonec  relationem  demum  talem,  (]nri!ern  m  Com- 
mentatione  sua  nuniero  (S\)  insig-nivit  Cel.  Nclilöiuilch,  assequi 
bene  contigerit.  Quae  i^uiileiu  relatio  quanivis  praeterea  ootatu  sit 
vere  condigna,  celari  non  potest  temere  aliquatenus  btam  esse 

7t 

seutonUam  Ct^i*  Auctoris  (pag.  364.)  istam  :      Für  9)=^ergiebt 

sieb  an^  <l<*r  filerchun  (9)  eine  Reiation,  aus  welcher 
sich  sänimt  liehe  von  11p  nii  i>r.  lijörling  im  VH.  Tb  eile 
äl.  2(jO.  mitg^theilte  Formeln  ableiten  lasseo,  wenDjinan 
sich  anf  die  Unterscheidung  von  geraden  und  ungeraden 
n''(t)M einläset  nnd  einige  Transformationen  vornimmt/^ 
Verum  quideni  est,  si  ponatur  ft=7n  (num.  int.  ant  0),  abire 
{losterius  hujusce  aeqoationis  membrum  in 

Hoim  +  n)n  (2  cos»  g>)"  —  (m +n — l)n-i  (t2  cos  9)*^ 

+  (w— 2)2  (m + w  —  2)„_2  (2  cos  y)*-*— 
etc.  (usque  ad  primum  term.  evanesc.) 

=«o(»+wOn»  (2  cos  9)«— (i»-^l)t  («+m— 1)»  (2cos9)«^ 

4  (w— 2)a  (7* 2)«  (2  cos  9)»-*— 
etc. 

= 1  .(it-l- j}i)iii(2gob  9)*— («1  +  l)i         — iWi  (2co«9)»-*  * 

+  (wt  1  -i^C/i  +  m— 2)«.-t  3  (2co8  9))"-*— 

etc. 

quae  qmdem  reverä,  dum  9=:^  fionitur,  prius  ipsüm  aeqni^ionia 

nostrae  **(t)"  membrum  conficit.  Verumtamcn  fore  at  prius  aeqidi- 
tionis  hujus  (9)  membrum  in  formulam  reduci  liceret  talem«  qua«» 

dorn  ponitur;  In  membnim  aeqnatioDla  nostrae  2«»  ant  9mm 

(ideoque  in  iurniulam  ex  m  -fl  terminis  coniectam),  prout  u  par 
est  aMt  impar^  abeat^  —  Id  quonam  jure  cootendii;  Ikeat»  nescio;. 
Etentm  quia  est  qui  ne  videat  ab  n  minima  pendelte  hanc  reductio- 
nem,  utpote  quam  e  contrario  perfici  non  omnino  liceat,  nisi  forte 
ff;  nuiperaa  Inte^r.a^  0  (et.  quidem  =^m)  &ierit?  quo  in  caan  jein* 

(»nlarl  reapse,  pro  9^^»       piodSfilt  vel  idters  fomä>  prmit  '« 


Digitized  by  Google 


m 

par  est  (0  Inclusive)  aut  inipar.  Qua  tainen  de  re  id  iosuper  est 
admoneDaumy  fieri  doq  posse  7-^  [certe  quod^nps  auidein,  sciamu;s]  — 
tit  prius  illnd  membruni  ä64]|nat*  (9)  in'^li-f  1  -wnhmbs  redu^endi 
negotiuiQ  eomodo,  quem  vulgo  „einige  Tran sformajtionen*' 
vocant,  perGci  liceat;  sed  ejusdem  onnitun  generis  inipedimentis 
obnoxia  est  (uti  nobis  virJotur)  ista  rctluctio ,  ac  si  posterius 
ipsuni  aequationis  mentbruui  in  formam«-  cujus  .  heie  QieqittQ  est» 
reducendi  consilium  iuiveras. 

Quae  cum  ita  sint,  his  fere  (ut  nubis  videtur)  luco  citato  potis- 
aimiini  uti  verbls  decuisset  Cel.  Auctorem:  Dum  fi^m  (nura. 
iiit  aut  0)  est,  valorem  utriiiaque  membrorum  aequa; 
tienia  (9)  formulft  quidam  ez  m-^l  terminia  confect4  ex- 

primi  licebit  tali,  quae  casu  illo  singnlari  In  '^nm 

aut  3iim  membriim  aequationis  (I)  in  pag. 'iö?.  T.  VI.  "expo- 
sitae  abeat.  Quae  si  quando  Lnveuta  fuerlt  m-f-l  termioorum  for- 
iniila  vehementer  optanda,  novum  eä  demum  conatitutum  erit  Theo- 
rema  nostro  tantd  latiua  patena,  quanto  ^ipsa  uairersa  siDgularem 

7t 

illani  :y  geiieralitate  superet,  lp4?ani  autein  hiijusce  formulae  inda- 
gationem  —  fiatne  ista  ratione  illi  analogä,  quam  nos  quldem  in  casu 

7t  's 

^  singolari  aecati  fahnua,  nee  iie  -«'Valii  propenae  Ceieb.  Prof. 

SdilS milch  'oecaaione  dafd  auseipere  formularoque  demum  inven- 
tarn  promulgare,  est  quod  rehemeiiter  optamus  atque  speramua. 
Noatra  interea  profecto  band  par?i '  iiiterfuii  hoc  ipsnm  Theorema 

pro  9>=^  eo,  quem  aupra  espoanimus»  modo  probare:  praeaer^ 

tim  quum  nobis  videatur  expositio  ista  haud  raodici  futura  esse 
emolumenti  conaturoj  quicumque  eritj  generalem  quam  dixinoua 
formulam  edere  inyetitaiii.  . 


N.  o  t  a  II. 
lo  demonatrationem  aeqaationia  (A). 
:    \    [p  omnefam '  integr.  denotai].  ; 

Ex  defioitione  habetur 

aeu,  quoniam  ap=l  est>  ' 

=  («"+P+«  +  (— l)P+«jS»+P+«)  Ä  (i+/>)p 


*)  Sic  verU  kiJMal  CcJU  SeklömiliilL  pag.  301  1.  dt. 
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(2) ......  =(«  +p  +  +  (-  *) 


quoniam  vi  oaturae  Numeroram  Figiiratorum  habetur  formula 

S 

1=0 


(3)  S  (i+p),=^(n+i^  +  lWi  *)• 

1=0 

Praeterea«  quod  • 


n  Yid,  es  gr.  Gancliy,  Ami.  Ale.  Not«  VI.  TMor.  l«r.  —  PrMttrM 

MMk  pancift,  li  pla««t,  »ie  Um!  «cpadiri.    Sigco  ^9)<  draotuit«  faMli<MMm 

fco 

ipsius  i  eam,  cujus  diiiereutia  [dum  Ji—lj  tLt  (f>ij  demiaulam  Talore  suo  pro 
/ssO»  luihetav 

^  enjna,  ration«  Insnpar  luiMlA  foratalanon 

■ 

rectft  pvoTcnlt  formula  ^(8). 

Sciücet  ex  eo,  quod  a2'=:e*'-^^C  e«t,  cottteqnitaTf  potitof^lof« 
atqne  {  looo  iptiaa  ^  in  formalu  illa  cognila 

^ir'9'^=^^~^^'2ie"*^99).  «CiL  4ar=l..  . 

lagitimam  etM  quam  supra  deseripaimns  aequatioaayn.    |[Si  cni  fort«  offende« 

rit  iisurpassc  nos  lioc  loco  signum  illud  „loga",  qnamvis  a  heic  quaatita» 
«it  parle  reali  negativ^  inslructai  «oluiu  id  admouutsse  sufüciet,  uoa  lieic 
^dem  signo  tiloga"  e  logailtluBieroin '  <|iiaiilitlitrs  qvemlibet  cam- 
quo  -«uluiue  Intellectnm,  Videlicet  Expouente  2/  numernia  integram  con- 
£ciente,  ut  facUi  patet  negolio,  nil  adest  pericuU  quin  jusie  statuatiir  aeiiiiatio 

= 2'  *     « ,  ^Ti«  foerit  i* log«  <*  loganthmomm  ipeLnt  «]. 


Init»  nncos  [  ]  in  (2)^^  vi  velalioiiiiin  illanim 

^  _     iL.  ■ 

i^—l— Slip— "~  ^—i' 


reduci  potest  in 


»  •  - 
4- 

•8 


Thea  IX. 


a 

9.     r  i.'.tLi   It : 


1 


I  ' 


•a 

1 

4 


) 


IT 
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cujus  qüiitrt'Httiiiemtor  ij^taii  cbilfi<Ä'»iwe«IWrafo(rt«ftejt^^ 
nis  (2),  mutato  ibi  p  in       1,  jtta  patet  aeqaafaonem  banoce  (2) 
io  ipsam  (A>  abire.  _  ' 


•»  "Ii  } 


Das  geradlinige  Dreieck  in  Bezie- 
Irangr  auf  die  duadrate  der  Perpen- 
dlMel,  welclifB  man  Ton  einem  Punkte 
seiner  £lbene  auf  8eine  i^ieiten  fällen 

kann,  betraehtet. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  E,  W.  Grebe, 

GymnasialliBlircr  tu  Ca«tel. 


•     -  t.  • 

Von  ^aem  Punkte  in  der  f^bene  eines  geradlinif^en  Dreiedcs 
seien  Perpendiicei  auf  die  Seiten  desselben  herabg:efassen ,  man 
verlangt,  dass  die  Summe  d&s  Quadrate  dieser  Perpendikel  ein 
Minimum  werde. 

Die  Auflösung  der  Aufgabe 
unter  der  Bedingung 

aa:-\-  by  cz=2d 
bietet  keine  Schwieriglceit  dar«  und  föhrt  au  den  Resultaten 

welche  man  aucb  ansdracken  kann: 
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^■^  sin  «» |S»+isliiy«* 

sin    -|- sin  j32 -f- siu  y** 

Da  hiernach  die  Perpendikel  Ton  dem  Punkte  innerhalb  des ' 
Dreiecks,  welchen  wir  für  den  Aiiirenblick  den  Minimumpunkt  nen- 
nen wollen,  den  Dreiecksseiten,  auf  welchen  «ie  stehen,  propor- 
tional sind,  so  ergibt  sich  hieraus  folgende  Constructioo  des  Älini- 
mnmmiiiktes.  Mail  verzeichne  Ober  den  drei  Seiten  des  Dreleclra 
ABC  (Tut  VI.  Fig.  1.)  Quadrate,  verlängere  die  den  Dreieeks- 
seiten  parallelen  Seit(;n  der  letzteren  biö  zur  Frzen^unsr  des  dorn 
ursprünglichen  ähnlichen  Dreiecks  A'B'V  und  ziehe  dann  A' 
Ji'JB,  vC,  so  werden  sich  diese  Linien  in  M  als  dem  jVJinimum- 
ponkte  sowohl  ;för  ABC  sX»  itir  A'B'O  schneidep.  Es  ist  übri- 
gens nicht  nutbig,  d^ffs  jnan  die  Quadrate  wie  in  Taf.  VI.  Fig.  1. 
nach  Aussen  zetcbniet;  man  kann  dieselben  auch  wie  in  Taf.  VI. 
Fi^.  5.  naoh  Innen  cf»Tistrniren.  Zu  einer  andern  Construction  des 
Miniinunipunktes  pi'laii<4t  man,  wenn  man  in  Taf.  VI.  Fi^.  3.,  wo 
<S  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC  und  K  den  Mittelpunkt 
^  des  in  dasselbe  b^cbmbenen  Kreises  Torstellt,  berficksiehtigt, 
dass  z.  B.  CS  den  W.  ÄCB  iio  theilt,  dase 

sixkACSi&inßCSz^aib. 

Soli  nnn  CM  bewirken/  dass  ■ 

sin^6W:sin  ACM=i  aib, 

so  mnss  W,  ACM=  W.  BCS,  und  also  W.  MÖküt  W.  «CK, 
auf  dieselbe  Weise  auch  W.  MBK=  W.  SBK,  W.  MAK  = 
W.  SAK  sein. 

Als  kleinste  Summe  der.  Ferpendikelqoadiate  ergibt  sich 

-  g^sin  jS^siny^  feggina^siny^  . 

[4J       *-"6ina*  +  sin/3«  +  siny«"  sincHsiÄ/SHaiBy* 

c^sina*  sin|3* 


sin4x2-f  sinjSa+sin}^ ' 
und,  weil  allgemein  -f  -    -|-  <;2=  4^  (cot  a  -\-  cot  ß + cot  y) : 

PI  ^^cot«  +cot/3-hcot/ 

Die  Perpendikel  vom  Minimumpunkle  aus  theilen  jede  Drei- 
ecl[B8dte  in  zwei  Abschnitte.    Für  diese  Abschnitte  (Taf.  VI. 
^Fig.  4)  erhält  man  die  Werth«  ' 

ir* 


uiyiii^Cü  Ly  VjOOQle 
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[ö]        <     y         -f  6c  cos  «)    6 (-  jg^  +  ^/>^  f  k^) 

c  jb'^  +  6c  cos  c.)  _  c  (—      f     +  ^g^) 

Die  Abstände  des  Miiiimumpuuktcs  von  den  Eckpunkten  des 
Dreiecks  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  lassen  sich  io  mudrOckeii: 

JBA  —        ^  6^  +  f.2 

ryi  .  MB  -  ^VC-^«^-^^+ , 

UJ  <^MB—       i2  +  62  +  c2 

und  bezeichnet  man  die>  die  Seiten  a,  6«  c  halbirenclen  Tranaver- 
aalen  b^figlieh  mH  l^i,  lik  ie»  ao  iat: 


■ 

Ffir  die  Verbindungslinien  FZ,  J^Z,  j:F(Taf.VLFig.  4.)  findet 


[9]  ^  ÄZ  s=  ^2^^2^ca 


.  j  ^  d  by  Googl 


2S3 


+  6«  +  c«* 


a'2  +  6«+c«' 

III]  1  Z=  ^ ,  jrz=  X7^^ 

iSiJclit  man  nun  ferner  die  VVcrthe  für  die  Tran  «verdaten, 
welche  die  iieiteii  des  Ureieckäi  XYZ  halbircn,  und  jnultipiicirt 
dieselben  mit  |,  so  erhSit  man  die  oben  J  l]  angegebenen  Aus- 
drücke für  MX,  MV  und  MZ,  Es  folgt  hieraus,  da«8  der  Mini- 
munipunkt  des  Dreiecks  ABC  zugleich  "der  Schwerpunkt  des  Dfel- 
ecks  XYZ  ist.  Bekanntlich  hat  auch  der  Schwerpunkt  eines 
Dreiecks  die  Eigeoschadt,  dass  die  Summe  der  Quadrate  seiner 
Bntfeiriiungen  viin  deo  Winkeipunkten  des  Dreiecks  ein  Klein- 
stes ist 


IL 


Denkt  man  sich  alle  Punkte  in  der  Ebene  eines  geradlinii?en 
Dreiecks,  för  welche  die  Quadrate  der  Perpendikel  auf  die  drei 
Seitep  f»ne  gleichgrosse  Summe  geben,  durch  Curven  verbunden, 
^       .    ^^"^       J^a^«  dieser  Csfiren  naher  zu  uDtersuchen* 

INehmen  wir  vorläufi«?  B  (Taf.  VI.  Fig.  5.)  zum  AnfongspQnkt 
eines  rechtwinkeligen  Coordlnatensystems^  nnd  setien  BQ=x, 
QP=zy,  so  muss  sein 

+  (ic—x)  sin  «      cos«)2+  (xn'mß—if  cos  ß)^  =  Jf  +  G, 
Bringen  wir  diese  Gleichung  auf  die  Form 


so  ist 


A  t-i-cos«*-|-cos/3^, 
B=;28inacos«-^2sin  ßcosß, 
C=sinaa+sin/?2, 
F)~  —  2f?  sin  cc  cos  a, 
E  —  — csina^, 
F=rc«sinaa— üf. 


Nebenbei  wollen  wir  bemerken,  das»,  wenn  ^vir  in  dieser  Glei- 
chung G  vm  Minimam  machen,  sich  die  Werthc  von  a:  und  v 
ühereinstfamiMnd  mit  [l].uDd  [6]  e^beo,  wodurch  ein  etwaiger 


294 

Zweifel  daran ,  dass  die  Formeln  [1]  auf  einen  und  denselben  Punkt 

SU  beziehen  sei  cd  ,  niedergesehlagen  wird. 

Gehen  wir  nun  zu  einem  mit  dem  vorigen  parallcleii  Toordi- 
natensysteni ,  dessen  Anfangspunkt  der  Mihnnunipunkt  i^t,  iiber, 
so  verschwinden  die  Glieder  mit  D,  E  und  F,  und  die  Gleichung 
unserer  Cunre  ist 

[13]  Af/'^^  Ba:y -i-  Cx^=G. 

Das  mittlere  Glied  auf  der  linken  Seite  fallt  von  selbst  weg« 

wenn  entweder  «ser/J  oder  a+/5=j.  Wir  wollen  Wer  dem  recbt- 

\viijJ;eUgeQ  upd  dqni  gleichscbenkeligen  Dreieck  besondereBetrach- 
tnogen  tridmen. 

Für  ein  bei  y  rechtwinkeliges  Dreieck  geht  die  Gleichung  [13J  hi 

Iii]  ^^i-ai»s=G 

iiher.  Die  in  Frage  stehenden  Cnrven  sind  ahnliche  Ellipsen  um 
den  Minimumpunkt,  für  welche  das  Verhültniss  der  Axen  V2:l 
stattCndet.  Die  specielle  Gestalt  des  rechttvinkeligen  Dreiecks 
fiussert  also  auf  die  Gestalt  dieser  Ellipsen  durchaus  keinen  Ein- 
lluss.  Die  grosse  Axe  ist  mit  der  Hypotenuse  parallel.   Da  fer* 

ner,  wenn  man  in  [6]  e*=a*  +  6*  setzt,  BZ^s—  und  AZ==— 

c  c 

wird,  so  liegt  der  Minimumpunkt  in  der  aui  der  Hypotenuse  stehett' 
den  Hohe«  Setst  man  diese  also  ^J-=hc,  so  ergibt  sieh 
aus  [1]  2=:^^,  und  eine  Ellipse,  welche,  wie  in  Taf.  VI.  Fi«r.  6.  durch 
den  Scheitel  des  recliter»  Winkels  ^eht,  berührt  zugleich  die  Hypo- 
tenuse.  Am  l^}  ecgibt  sink  im  unsemFaü  M=ih^  und  aus  [11] 

c  c  c 

Ist  unser  Dreieck  in  Beziehung  auf  c  als  Grundlinie,  gleich« 
scbenkel^g^  so  eifaalteu  wir  aus  [13j  -  , 

(1  +2  co««^^  +  3slna»^=r  Cr. 

oder,  wenn  wir  alles  auf  den  Winkel  y  beziehen » . 
[15]  (2'-eos2')    +  (1  +  cosy)a?*=  G, 

Nun  Ist  aber  2»cos     1  -f  eos  v,  jenaehdem  v  =  ?  oder  c  =  a. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  liefert  mithin  die  Gleichung  [15] 
Kreise,  deren  gemelnschaitlicher  Mittelpunkt  mit  den  flbrigen  Mit- 
telpunkten des  gimehseltigen  Dreiecks  ttbmlnstmimt,  und  jlf  wurd 

gemäss  der  Formeln  [4j  Bei  den  übrigen  gleichschenkeligen 

Dreiecken  erhalten  wir  wieder  Ellipsen,  deren  grosse  Axe  mit  der 
Griindlinie  des  Dreiecks  paraUel  ist,  wenn  Ictztiere,  wie  in  Taf.  VI. 
Fiff.  7.  grösser,  und  auf  oeinelben  senkrecht  steht,  wenn  sie,  wie 
Im  lküL  VL  Fig.&fcfeberini»  ab  elne  der  iibr%en  Dreiecfcmito». 


y  i^L-o  i.y  Google 


Ist  nun  aber  das  Dreieck  weder  rechtvvinkelipj  noch  gleich- 
scheDkeliffy  so  muss  die  durch  die  Gleichung  [131  dargestellte 
Cunre  auf  ein  rnn  den  Winkel  (p  gedrehtes  CoordinaieDsystem  be- 
logen werden,  ao  dass 

Alflflann  wird  die  Gleichling  der  Cinre 

[16]  Pfri-Qx^^iG, 
und  die  Werthe  von  P  und  Q  sind  gleichzeitig  In  dem  Ausdruclfe 

«  db  V(5  —  (sin    +  sin/J2+siDy«)) 

*   .    .  *  . » 

enthalten.  Man  kann 


setzen,  und  erhält  so  deo  Vortheil,  ^  immer  auf  die  grosse  uiid^ 
inuner  auf  die  kleine  Axe  der  durch  [t6]  dargestellten  Ellipse  be- 
ziehen zu  dürfen,  muss  jedoch  auf  Anwendung  der  Relation  2(p^n 
verzichten,  vielmehr  die  Lage  der  grossen  Axe  in  besonderen 
Fallen  dm  «  Ii  Zurückgehen  auf  die  (Gleichung  [13J  zu  bestimmen 
suchen.  1 .8  zeij^t  sich  dann ,  dass  die  Liige  der  gössen  Axe  immer 
mit  der  Lage  der  grussten  Dreiecksseite  möglichst  conform  ist* 
Beispiele  uiieleichseitiger  Dreiecke  gewähren  Taf.  VL  Fi^.  9.  uodr 


zeugt  man  sich  bald,  wenn  mau  den  Formeln  [17]  einige  Auf- 
meriDsaiukeit  schenkt. .  Der  Ausdruck  sin  «^4-  siup?  siuy^  kann 
niemals  tfeh  Werth  f','  welchen  er  fiir  a  —  ß~:y  erreicht,  üher- 
schreiten;  daher  können  P  und  Q  nicht  imaginär  werden.  Der 
genannte  Ausdruck  ist  ferner  stets  positiv,  und  desshalb  hat  auch 
Q  diese  Eigenschaft,  die  sich  hei  P  ohnehin  von  selbst  versteht. 

In  Beziehung  auf  das  mit  jedem  Dreieck  nach  dem  Bisherigen 
in  Verbindung  stel^eud«  «System  vou  JBUlipsea  könnte  man  noch  die 
Fragen  aufwerfen :  wie  gross  muss  G  sein-,  daiiolt  die  Elllpsd  eiie 
Seite,  z.  B.  c,  berühre?  oder:  \rie  gross  mus  G  sein,  damit  die 
Ellipse  durch  einen  Winkelpunkt  des  Dreiecks,  z.  B.  C,  gehe? 
Die  Antworten  auf  diese  Fragen  zeichnen  sich  durch  Einfachheit 
aus,  und  mügen  desshalb  hier  Platz  finden.   Bei  der  ersten  ist 

bei  der  zweiten  i   .  •. 

Nach  dem  Obigen  war  ferner 
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oder 

,         siu2ß — sin  2a 
{20]  tans2v=  l.^eoa2«-Hiog2/r 

Setzt  mau  nun  auch 

,        „        sin2y— sin2/J 
Uli  j        ^~l+^^+eo»2y'  • 

sa  folgt  darau«  ' 

 .^-(8ma^  +  sin/3^)   

—  db  V(lf  — (sin    + sm/Ja + siny«)) ' 

dt  V  a  —  (sin  «2 -f.  sin     +  sin  y«))- 

Sind  die  Widkei  97,  ^E.^*^  Beziehung  auf  die  drei  Drei< 

ecksseiten  in  einerlei  Sinn  genommen,  so  müssen  in  diesen  For- 
meln .  welche  durch  blosses  Fortrücken  der  Bpzeichmmg  in  einan- 
der übergehen,  entweder  nur  die  obern  oder  nur  die  untern  Zeichen 
gelten,  und  man  hat  folglich 

[SSI]  4co8g>+4cosx+sC08^=i:V(i-(ß»D«2+8in/3«+sby^), 

[24J   cos  9« + cos      cos  ip« = |  ±  VCi— (sinca+siojSHsiny«)), 

Dafier  ist  endlich  auch  nach  [17] 

Pi  _  i  cosgo^  +  cos^^  +  cosi^^,  • 


.  Q)       (  sin -i- 


sin^t^-fsinif/*. 


BUher  wurden  die  Quadrate  der  Perpendikel ,  welche  man 

TOD  einem  Punkte  In  der  Ebene  eines  geradliniffen  Dreiecks  auf 

die  SoUeri  desselben  f;illen  kann,  immer  zu  einer  Summe  vereinigt. 
Künttighin  soll  der  Unterschied  zwischen  der  Summe  von  zwei 
solchen  Quadraten  und  dem  dritten  die  Stelle  jener  vertreten. 

Stellen  wir  daher  jetzt  zuvörderst  wieder  die  Aufgrabe,  .r^f  t/^— 2^ 
unter  der  Bedingung  aa:-{^by-^cz=2J  zum  Minimum  zu  macheu, 
60  erhalten  wir  die  AoflSsung: 
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[27]  {y= 


oder 


^  ~ siutt^-f  «in -Mop' 


1 281  <     —    «sin  «sin/?  sin  y 


oder  auch 


  —  osinorsin/Ssiny 


[29]  i3^=i^tangy, 


'Gänfz  dieselben  Resultate  können  wir  erhalten,  vvenu  wir  nach 
Anleitung  von  taf.  VI.  Fig.  5.,  wie  oben  i«-}-««  i  ,2  ^^^^t 

a^4^^2a  a;a«drui!ken,  den  erbftltöDeii  Werth  •  ; 

•  —  Sf^-^iic-- ai)  sin  a~if  COS  u)^^(a!Siuß  — if  COS  ß)^=z,H^^ 

hl  welchem  nunmehr  .t-  und  y  Coordinaten  sind-,  zii  einem-  Mini- 
mum machen,  und  die  Abstände  des  Punktes,  für  welchen  das 
Minimum  stattÜudet,  vou  den  drei  Dieieclcsseitcn  berechnen.  Oie 
letzte  GljgichuDg  gilt  dann  wieder  IVir  die  Ctirven,  welche  die 
jPiinkte  von- ieiilerlei  H  verbinden.  Verlegen  wir  auch  hier,  zu 
einem  mit  dem  torigen  «arailelen  System  von  Coordinaten  über- 
gehend ,^deii  Anfangsininkt  der  letzteren  nach  dem  durch  die  For- 
meln [27J  bezeiclineten  i^nnkte,  so  erhalten  wir  wieder  die  Glei- 
chung [i3j,  nur  mit  dem  Unterschiede«  dass  jetzt 

r 

PO]  ils=:-l-|-C08aS  +  coe/?2. 

Die  dermalige  Gleichuntr  [13]  gehört  jedoch,  wie  die  nachhe- 
rige Discussion  derselben  lehren  wird,  nur  dann  einer  Ellipse 
(oder  eniem  Kreise)  an,  wenn  das  Dreieck  AH C  hei  C  stuninf- 
winkelij?  ist,  und; in  der  T hat  zeigt  auch  die  fietrachtnng  des  «wfel*' 
ten  Differenzials,  dass  die  Function  -f  —  mit  der  Bedin- 
gungsgleichunji:  6v-f  cz=2^   nur   dann   ein   Mininuim  hat, 

wenn  >  -f- 6*.  Unsere  dermalige  Angabe  verdient  wohl  als 
eiii  besonders  instructives  Beispiel  lür  die  Lehrbücher  der  Difffe- 
renzialrechnung  empfohlen  zu  werden.  Im  Vorbeigehen  sei  bemerkt, 
dass  das  sonst  so  vortreffliche  neue  Lehrbuch  von  Schlumilch 
(Greifswald.  1H47.)  sich  auf  Seite  168.  einer  Ungenauigkeit  schul- 
dig gemacht  hat    Aus  dem  dort  Gesagten  würde  folgen»  dass 
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auch  bei  unserer  Aufj^abe  hiinier  ein  Minimum  vorhanden  sei. 
Findet  nun  zwar  ein  wirkliches  Minimum  nur  dann  statt,  wenn  y 
stampf  ist»  so  lässt  sich  doch  wohl  erwarten,  dass  auch,  wenn  y 
spitz  ist,  der  Punkt,  auf  welchen  die  Formeln  [27]  ,  [28]  und  [29] 
hinweisen,  eine  i^ewisse  £»eometri.sebe  Merkwördifjkeit  nahen  werde. 
Ist  y  ein  rechter  Winkel ,  so  kann  von  diesem  Punkte,  dem  wir 
für  alle  Fälle  wenigstens  den  Titel  Miniinumpunkt  belassen  wollen, 
nicht  mehr  die  Rede  sein,  weil  er' alsdann,  wie  am  Deutlichsten 
aus  [29]  erhellt,  ins  Unendliche  hinausgeschoben  wird. 

Oer  Werth  voll  H  im  Minimumfrankte  ist 

[31]  if= 


1101  n^slnPsiny*  &»8lniit»siny« 

l^ij     M  —  gin^^gio  i^a— siny»  —  sin«»+sln  p»- siny» 

c*sina^.sin^ 
sina^-fsinjS*  — siny**  '  ' 

[33]  Mts  Jtmgf. 

Das  G  der  Gleichung  [13]  ist  H—M,  so  dass,  was  auch  oben 
der  Fall  war,  G  in  dem  Mmimum punkte  immer  =:0  ist. 

Ditf .  dernialige  Miniuuimpankt  kann»  durch  Verze^chnea  von 
Quadraten  auf  den  Dreiecksseiten  u.  s.  w.  auf  ähnliche  Weise  wie 
oben  gefunden  werden.  Es  lindet  hier  nur  der  üntersrhied  statt, 
dass  das  Quadrat  der  Seite -c  nach  Innen  beschrieben  wer- 
den niuss,  wenn  die  Quadrate  der  beiden  andern  Seiten  nach 
Aussen  beschrieben  sind,  uiid  umgekehrt  In  Taf.  VI.  Ffff.  11. 
ist  beides  gleichzeitig  dargesteik.  Der  gefundene  Punkt  jf  ist 
auch  hier  nicht  bloss  für  das  Dreieck  AßC,  sondern  auch  fiSr 
JüiB'C  und  für  A" B"  C"  der  Minimumpunkt. 
»1  Dreht  mau  auch  in  unserem  Fall  die  Coordinatenaxen  um  den 
Winkel^,  damit  das  Gfied  jRiy  fai  [13]  verschwkide^  so  eihill. 
uMMi  wMec  üiet  Gleichung  [16},  jedocli  mit  den  WeHbei 


.5  • 


WeHben 

Ist  der  Winkel  r  s|^>     W     '    ~  I  -  > 

•  ;.t  -  .  '  •  sin«* -|-«in/S*  >  siny*, 

.  i;      •    .      .     .       .      ,  •     .       •'  . 

die  Wuraelgr5sse  ^iahei  >.i»  und  fidelLch  einer  der  Werthe  P 

und  ^  negativ.  Die  Curven,  welche 'die  Gleichung 
mit  auch  [13]  darstellt,  sind  alsdann  Hyperbeln,  welche  nui*/ wenn 
G=0  ist,  in  zwei  sich  in  dem  Miniinuinpuukte  durchschneidende 
gei;ade  Lin^ei^  übergehen.  Taf.  VI.  Fi^.  12.  versionlicht  dieses; 
dl»  i^itewinkelignn  Hy^erbehij|peii5ren .  dort  wo.  Degativen,  dio 
stumplnrlnkeligc»  sti  ptoaitiven  WeiiUieii  von 

Mit  abeir  y  stnmpif,  so  ist  .  .  S  .   *  . 

'    •  t  .  .  /r   ..  . 
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Der  Ausdruck  unter  cleni  Wurzelzeichen  erreicht  alj^flaTm  seinen 
kleinsten  Werth,  welcher  —0  ist,  wenn  «— 13=: ^n;,  y  —  a^;.  Die 
Werthe  von  P  und  Q  bleiben  immer  reell,  und  in  dem  eben  au- 
geföbrtea  Falle  werden  die  Giirven  Kreise,  in  alleD  übrigen  FSlien 
sind  sie  Ellipsen.  Ist  das  Dreieck  noch  obendrein  gleichschenlfe- 
lig,  so  läuft  die  grosse  Axe  der  Ellipse  mit  c  paraltel,  wenn 
r  >  (Taf.  VI.  Fi«;.  13.),  steht  dagegen  auf  c  senkrecht  (Tal*.  VI* 
iFig.  14.),  wenn  y    J».  .  .        .  , 


Ii 


Velber  eliieii  Satz  de^  Heraii  FrirfieMar 

^  Von  dein 

Herrn  Obsemlor  Thamm  Glansen 

'       :  .  .         D«"^pa*-  .  ... 


Im  2wei^  und  dceissii^sen  Bande  vmi  Cfelle*s  Journal  ffir 
Matfteinatik  stellt  8te\ta#T'S.  30(K  folgenden  Satz  auf:  „Durch 

jeden  Punkt  D  einer  Ellijiso  gehrn  drei  KriinrnTiungslvroise  der  letz- 
tern, ^vp!rhe  sie  in  irffprn!  firoi  nnrl^rn  Punkten  C osruMren.;, 
und  jedesmal  liegen  die  vier  Punkte  A,  ß,  C^Din  einem  Kreise.'^ 
Um  .dicA^  schonen  Satz  zn  beiv«isen,  will  ich 'der  jB^rössem 
Allgemeinheit  wegen  untersuchen ,  wieTiele  KrOmmungskreise  effn^is 
gegeb^ei^  Kegel^hnitts  dureh  einen  gegeheiien  ff^^t  ,4{9A8#tfP^ 
geben. 

Ich  nehme  an,  die  Figur  F,  die  aus  dem  "egebeneu  Kegel- 
schnitte und  den  durch  den  Punkt  JJ  gehenden  Krfimmungskreiseu 
besieht,  sei  die  stereographische  Prnjertion  einer  Figur  JF*  auf 
einer  Kugelfläche;  und  />  die  Projcction  des  Pols  derselben.  Es 
ist  klar,  dass  die  Krfimmujigskreise  Projectionen  von  Kreisen  anf 
der  Kiiirf'l  sind,  die  alle  dur«h  den  Pol  gehen,  und  zuulcidi  die 
sphärischen  hLrüiumuDgskreuse  dier  dem  JiegeUchnitte  entsprechen- 
den Figur  sind.  Projicirt  man  nun  wieder  diese  Figinr  F'  stereo- 
graphisch, indem  man  zum  Pol  den  Augenpunkt  in  der  ersten 
Projection  nimmt.  niiH  umgekehrt;  so  ^verdrn  alle  durch  den 
vor!i!;(Mi  Po!  gehenden  Kreise  in  gerade  Linien  projicirt,  die  eben- 
falls die  dem  Kegelschnitte  entsprechende  Figur  osculiren.  Die 
dem  Kegelsolmittc  ^eBtsprechende  F'^vr  mmm  also  eben«  so  viele 
WenddngspunkteL  .  ballen  r  als  der  f egblscbiiitt  l^rünunabgskMis« 
bat,  die  durch  den  Punkt  D  gebe»;  «üd  uiaigehehrti 
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i)|e  TinniitfpHiare  Ahleituns^  dor  Olf^irhüDg  für  die  dorn  Koafl- 
schiiitte  eiitsprechenile  letzts^enaimte  Fiijiir  aus  der  Cileichuiig  für 
den  Kegeisconitt  geschieht  durch  Substitution  der  GleichuDgen: 

in  die  Gleichung  Tür  den  Kegelschnitt,     x  und  y  bedeuten  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Kegelschnitts;  |  und  v  die  der' 
abgeJelteten  Figur. 

In  der  durch  diese  Substitution  abgeleiteten  Fi^ur  werden  die 
geraden  Linien  in  Kreise  verwandelt;  die  Kreise  in  Kreise  oder 
gerade  Linien ;  überdies  bleiben  die  Winkel  der  Tangenten  an  den 
respectiven  Durchschnitten  der  Curven  in  beiden  Fi":ure!i  diesel- 
ben,  oder  die  res]»ectiven  kleinsten  Theüe  beider  Fiefuren  sind 
sich  iiliiilich,  welches  beUauntiich  allgemeine  Eigenschalteu  der 
stereographischen  Projecfion  jsind.  Uenrigens  bemerke  ich ,  daas 
die  eben  erwähnte  Ueberfre^ng  von  Figuren  schon  von  Plücker 
analytisch  angegeben ,  n^^pr  nichf  so  sehr  in  Anwendai^  gekom- 
men i«t,  al^  sie  zu  verdienen  scheint.  ''^ 

Die  allgemeine  ("Ipiqhung  der  Kei^elsrhnitte  ist.  Tvenn  man 
elnpi)  Punkt  derselbej]  als  AnfanL'^siMinkt  der  Coordinaten  anoimmt» 
und  die  Tangente  an  dentselben  J^unkte  als  Axe  der  xi 

*  jr^WRT-f 2&ry-|>csiy.  (1) 

Die  Gleichung  der  aus  dieser  abgeleiteten  Figur  ist: 

v(ii+w)=aS+26fü+ct«7.    ....  (2) 

Diese  Gleichung  entspricht  einer  Curve  des  dritten  Grades. 
Man  soll  nun  die  Wendungsnunkte  derselben  bestimmen.  Uni 
diese  bequemer  bestimmen  zu  kiinnen»  nehme  Ich  .eine  perspecti- 
viscbe  Projection  derselben,  die  bekanntlich  in  den  entsprechenden 
Punkten  ebenfalls  Wendiinijspunkte  Int;  und  zwar  nnr  in  diesen, 
folglich  genau,  dieselbe  Anzahl  derselben.   £ioe  solqhe  Projection 

eiltalt  man  durch  die  Substitution:   g=->  v=-i;  wodurch  man 
die  Gleichung  derselben  erhält*. 

IndenWendungspunktendivCuiFeist  -g^^O,  folglich: 

• 

0=rHS--y"r*-3£'+  =tt.  .   .  (4) 

Als  besondere  Fälle  dieser  Gleichnngsindznbeiiierkett:  wenn. 
6=0,  oder  wenn  der  Punkt  ß  in  einer  uaUptexe  Hegt  Iii  die- 
sem Falle  wird  die  Gleichung  .(4)  t 
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3(c-«)r=(c-a)|. 


Schliesst  man  nun  den  Fall  a=c  oder  den  Kreis  aus so  wird 
c 

^'^  =  ;3^-  Ellipse,  wo  a  und  c gleiche  Zeichen  haben ,  findeo 

zwei  Wertbe  von  ^'  Statt;  in  der  Hyperbel  kelo  Werth;  In  der 
Parabel,  wo  c=0,  wird  |'=0. 

ScMiessen  wir  nun  den  Fall  ^=0  aus;  &o  bat  die  Gleicliuns 
(4)  bekanntlich  entweder  eine  oder  drei  reelle  Wurzeln«  Die  Glei- 
chung hat  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn 

4 

4'^  +  — ^1'— 1=0,  oder  t  =-;;^  §g  

(Uesen  beiden  Werthen  Ton  f  entsprechenden  Werthe  der 
Gleichung  (4)  sind: 


U— — 


•••••  (5^ 


Soll  die  cubisclie  Gleichung^  (4)  reelle  Wurzeln  haben,  so 
mOssen  1)  die  beiden  Wertlie  ven  (5)  entgegen^setzte  Zeichen 
haben,  oder  der  eine  poeltiT,  der  andere  negativ  sein.  Dieses 
findet  nur  Statt,  wenn  a'^{{a  -r)'^  \  s  (r/ —  r)  +  262)«  oder 
ac^b^f  oder  wen?)  der  KegeLsclmitt  eine  Ellipse  ist.  Ueberdies 
mu8»  2^  der  Wertii  von  u  iür  den , kleinsten  der.  Wertbe  von 
bei  dem  u  ein  Maximum  oder  Mfaifanum,  posHiF  sein.  Dieses 
Mdflt  Wirklich  Statt,  da  hian  fSt  eionega^Tee  6diyi  pb^Z^^alyi 
vor  der  Quadratwurzel  nehmen  muss,  wodurch  u  einen.  positHren 
Werth  T)ol<immt;  e^on  so  fär'ein  positives  6,  wo  man  das  untere 
'Zeichen  nehmen  muss.  '    •  *  /.^ 

hj^'Ofi^ibb»  oder  der  K^elschnitt  j^iue  Parabfi^  so.-siBd  zwei 
Wurzeln  sich  gleich,  da  u  nnd       gleichzeitig  =0.  - 

Tn  f\pv  Hyporbel  ist  ao^bbi  folglich  in  diesem. Jt'aUe  nur  eine 
Wurzel  der  Gleichung  (4). 

Da  der  Krünimungskreis ,  der  im  Punkte/) selbst osculirt,  nicht 
in  der  Formel  enthalten,  oder  nicht  mitgerechnet  worden  Ist;  da 
iur  dieeen  Punkt  :r==0«  y=0;  |— »,  v=a;  |'==»;  so  glebt 
es  ausser  diesem  Krei*5e,  w^nn  der  Ptirikt  1)  nicht  m  einer  Haupt- 
axe  liegt:  in  <ler  Kllipse  drei,  in  der  Parabel  z^\t'l  \\\\<]  in  aer 
Hy[>erl>el  nur  einen  Kniiiinmngskreis,  der  durch  den  Punkt  />  i^idit. 

Durch  die  Durehsthnitte  der  Hanptaxen  nut  dem  Keael- 
schuitie  gehen  in  der  Ellipse  zwei;  in  der  l^irabei  einer,  und 
zwar  unendlich  grosser;  in  der  Hyperbet  kleiner  der  Krfimmungs> 
kreise:  den  im  Punkte  D  selbst  osculirenden  In  allen  drei  Ffillen 
ausgenommen. 

Den  zweiten  Theil  des  Satzes  betreffeod;  so  liegen  die  drei 
Weadungspunkte  der  Curve  (2),  wie  an  eloein  andern  Orte  erwie- 
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sen  ist,  weoo  sie  vorhanden  «ini^  in  einer  geraden  Linie.  Es  sei 
die  Gleichung  derselben 

'A^  +  Ä«-f  C==0. 
Die  dieser  Geraden  entsprechende  COrve  In  der  FIgnr  des  Ke- 
gelschnittes wird  gefunden  durcli  die  Substitution  ^=^> 
r^=;c^+3^*.   Dies  giebt 

welclies  die  Gleichung  eines  durch  den  Punkt  D  gehenden  Krei> 
ses  ist«  .  < 

,W,  s.  b.  w. 


) 


Heber  eine  Bezieliuiig'  zwischen  den 
Fl£|cl&eniii]ialten  zweier  Ureleekef  won 
das  eine  dem  imdern  mtd  zu«» 

gleich  dem,  diesem  zugehörigen  äusse- 
ren Kreise  umschrieben  ist.  —  Verall- 

'  'semelnerunff  dieser  Bezieiranir- 

•       •  •  • »  . 

Von  dem 

Herrn  Docti»  A.  R.  Lacbterhandt  ^  ,  ^ 

Ist     '    •  •       "  '  '  -     '  t 

•  '  -        -      f  f 

die  Gleichung  eines  Kreise^  uod  sind  Xi,  yi;  ic^,  s:^,  ^  die 
Coordinaten  dreier  auf  deiiyselben  gelegener  Punkte,  so  bat  man 
bekanntlich  fflr  die  ,  let9tei;c!iii, 'entsprechenden  Tang||nCep^;<^^  .G^- 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Co'ordlnateo  des  DuicbscholtteiiiiiikiM 
der  Linien  (1)  und  (  >),  (1)  juftd  (9,  (2)  und  (3)  ntt  & ,  ijk ; 
«i;  so  erhält  man 

Nun  ist,  wenn  wb  den  Inhalt  des  eingeschriebenen  DreiedMiOllt 
/I  y  SO  wie  den  des  unigeschriellMoen.iiiit/)  heMichoeD«  abgesehen 
¥on  den^  Vorzeichen  i     '    '  ^ 

:i___L___l 

(^s— ^sSb)  (ariya — arayi)        --drt  jjf^  . 

_   4r^^^  

Es  bedeuten  nun  aber  die  drei  Factoren  im  Nenner  dieses 
Ajusdrucks  nichts  andere»^«  als  |den  doppelten  Inhalt  je  ^ipec»  der 
jdü^ej  Ofeieckc»  weipbe  zwei  ^r  ursprunglichen  Pnbkte  and  jede^ 
inal  iieq.  Mittelpunkt  des  Kreises  ((icn  Anfangspunkt  der  €oordina; 
teu)  zu  E(:k])iinkton  Iiabeti.  Bezeichnet  man  die  Inhalte  dlesftr 
Dreiecke  mit  ^i,  J^y  J^,  so  ^spricht  sid^  die  zu  erweisende  Rielar 

tw»        ^f«^«^^»»«  . .  .V  ;  ' 5-     .  *:    .!     *     '   •  •  •'  I 

«  i'-lliiA  li«t  niaa  »her  äileh»  'w«Äb  man  st\^^  n.  s.' w.  yiorcli 
ih  u*  a.  w.  aiisdrd<fekt: 

t  ^  _y^(^2— '»?3)     _'-^(l3— y. 

i  _r^(^i-r?3)    „  _r^(l3-^.). 


nod  ilesbaib  anch  4|0  Relatb'n 
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WO  Dl,  Z>2»  A  Inhalte  der  Dreiecke  bezeichnen^  welche  Je 
zwei  der  Ecken  des  jooniscliri ebenen  Dreiecks  und  jedesmai  den 
Mittdpunkt  des  Kreises  zu  Eckpunkten  haben. 

Aus  den  Ausfln'irkon  ( \)  und  (B)  crs^eben  sich  noch  ^wischen 
allen  acht  in  Kede  ^tehendeu  Dreiecken  die  Beziehungen,  welche 
durch  die  (xleichuiigcu  v. 


und 


ausgedrfif'K-t  sIthI. 
'Da  man  auch 

*  *  .  * 

eo  iet- 

,     -r»^>:i:xe42li«2f«S2f,*./»i2I^Z^  (E) 
und  ebenso 

r   />3  =  64  .  ^1  ^2  ^3  (F) 

aus  welches  beiden  Aosdrupkea  wieder  die  Relatiooen  (C)  ned  (D) 

folgen. 

Man  kann  diese  Ergebnissp  norh  allgemeiner  fassen,  wobei 
zugleich  der  eigentliche  Grund  für  die  ei)ts{M-echenden  Relationen 
deutlich  herTortritt.  Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  sind  nichts 
Anderes  als  die  Polar^leichungen  der  Punkte  Xi ,  yi  u.  s.  w.,  wenn 
man  den  Kreis  als  Directrix  betrachtet.  Da  "es  nun  für  den  Ver- 
lauf der  Rechnung  ganz  gleichgültig  ist,  ob  diese  Punkte  auf  dem 
Kreise  liegen  oder  nicht,  so  gelten  die  angegebenen  Relationen 
überhaupt  für  solche  zwei  Dreiecke^  von  denen  die  Seiten  des 
einen  die  Ecken  des  anderen.zu  Polen  haben.  Betrachtet  man  nicht 
einen  Kreis ;  sondern  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  mil  den  Halb« 
axen  a  \mA  ff ,  so  ändert  sich  die  in  (C)  ausgesproidienjS  li^^iation 
nicht;  die  übrigen  gehen  aber  in  folgende  über: 

a'^b*Jl>=  16^1        A  />2Z>3,  (DO 
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Für  die  Paimbel  lassen  sich,  sehr  leicht  dia  entsprechend«» 

Ausdrucke  finden.  Bezeichnet  man  mit  l  (!)  die  Summe  oder  Dif? 
lerenz  der  Abstände  zweier  Punkte  von  der  Axe  der  Parabel,  je- 
nachdem  dieselben  auf  verschiedenen  oder  aul  derselben  Seite  tier 
ikz«  liegen,  «o  hat  nun,  ant»r  p  den  F^teeter  der  Parabel  ver- 
standen« 


kW 

(B») 

(DO 

(E*) 

Heiler  die  Vewesus  In  den  Krttm- 
inungen  der  £teenlialuieii. 

Tun  den 

Herrn  Doctor  T«  Witt»teiii  sa  Hannover« 


Herr  Major  Gldnder  hat  in  seiner  so  eben  erschieneoeo  io- 
tereesanteo  Kleinen  Schrift:  »^Abhandlung  Qber  die  Bewe« 
gungshindernisse  in  den  Krümmungen  der  Eisenbah- 
nen" (Hannover  bei  Hahn)  die  bei  diesem  Gegenstande  eintreten- 
den Beziehun{?en  mit  einer  Klarheit  und  Ummcht  entuickelt,  dass 
dieselbe  mit  Recht  allen  betreffenden  Technikern  zur  Kenntniss- 
nahme  empfohlen  werden  kann.  Wenn  wir  nun  deesen  uDgeach^ 
tet  den 'Senannten  Gegenstand  hier  noch  einmal  einer  Betracntimg 
untervTerTen ,  so  haben  wir  dabei  mehr  einen  rein  roatfaematischen 
Zweck.  Der  Verfasser  jener  Schrill  hat  «irh  n.-imlich  sogleich  von 
vorn  herein  bei  seiner  mathematischen  Grunillegung  mehrfache 
Abweichungen  Ten  der  mathematischen  Strenge  gestattet,  welche, 
vienn  sie  auch  vielleicht  för  die  Ausübung  ohne  Belang  sein 
nOgea«  dennoch  bei  dem  Leser  das  GeAihl  eiper  Unsicherheit 

Tbeiin.  \% 
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Jienrorbringen,  filr  welche  keinerlei  Art  von  Massstab  gegeben 
wird.  Es  scheint  ims  ixhor  vielmehr,  es  mügse  jcflo  derartige^  ein 
Problem  der  Praxis  Ijehaiitlelride  Tlieorie,  so  lange  sie  sieh  auf 
reiii  mutiiem^tisvUem  Boden  hält,  überaii  mit  vollkommener  8treiifie 
wa  Werke  gehen  imd  Ihve  Endiesiiltate  als  völlig  sduirf,  oi» 
wenigstens  mit  Angabe  der  FeUe^änzen,  der  Praxis  fiberliefera. 
Dieser  mag  es  soaann  überlassen  bleiben,  sich  in  ihren  Aiisfüh- 
rangen  mehr  oder  wer)i^er,  so  weit  sie  es  für  gut^odet,  von  dem 
Ergebnisse  der  Theorie  zu  entferneo. 

Wir  werden -deshalb,  d^n  Entwlcfcelnngsgang  der  genannten 
Schrift  verlassend»  den  G^i^staad  hier  unter  eine  neue  Auffas- 
sung zu  l)ringen  versuchen,  von  \vpl<?ier  wir  hoffen»  dass  sie  eben 
so  wenig  an  Einfachheit«  als  an  iStreoge»  zu  wünschen  übrig  lasse. 

Unsere  Betrachtang -Wird 'sich,  auf  die  Bewc^ng  eines  einsi- 

^en  Räderpaares  beschranken,  welches  fest  auf  seiner  Achse  sitxt* 

Wir  nehmen  ferner  an,  die  Räder  seien  konisch  gestaltet,  so  dass 
die  Erweiterungen  der  rcdlenden  Oberflächen  beider  Räder  einen 
Doppeikegel  M1*J\Q  (Taf.  Vll.  Fig.  1.)  bilden,  welchen  man 
sich  durch  Umdrehung  des  gleichschenkligen  Dreiecks  MQN  um 
Striae  Basis  MN  als  Achse  entstanden  denken  kann.  Endlieh 
setzen  wir  die  Schienen  als  Oy  linder  voraus,  welche  von  dem 
rollenden  Doppelkegel  in  A  und  B  berührt  werden ,  da  in  der 
Praxis  wenigstens  nerjenige  Theil  der  gebräuchlichen  i^-Sehie- 
neo,  welcher  mit  den  Rädern  iu  Berührung  kommt,  cyüudrisch 
abgermidet  zu  sein  pflegt. 

Wir  stellen  dieser  Auffasiiung  ««gleich  noch  eine  andere  zur 
Seite,  welche  sich  durch  die  Rechnung  bequemer  handhaben  iSsst. 
8t»tt  des  glegiittllenkligcn  Drei^$  (Tnf.  VII,  Pig^jyd 

denken  wir  uns  einen  Kreisbogen  3IQN  (Taf.  VII.  Flg.  2.),  des- 
sen .Mitteluunkt  in  f)  liegt,  um  seine  Sebtie  MIV  als  Achse  ge- 
dreht, una  den  also  entstandenen  Körner  als  rollend  auf  cylin£rl- 
sehen  Schienen,  die  er  in  il'ünd  B  berfilirt  Wir  stellen  hier 
mithin  an  die  Praxis  die  Forderung»  dass  die  Radkränze  nicht 
rein  koniscli  .  sondern  auch  im  Sinne  der  Aehsn  i^ekruMiiut  seien, 
d.  h.  dr>ss  man  sich  dieselben  nicht  sowohl  flmch  Rotatioti  einr-r 
geraden  i^Iuie  um  eine  andere,  als  vielmeiir  durch  Rotation  eines 
Kreisbogens  um  sehte  Sehne  eiftstandtii  so  denhen  faahe. 

,  Wie  wenb'  Übrigens  dieser  letzte  üiiteriMihied,  hei  der  ablicheu 

feringdn  Breite  der  Radkränze,  für  die  'P^is  Ten  Belmg  Ist: 
avon  kann  mai^  idch  durch  eine  leichte  Kechnünt^  {iber2eueeii» 
Es  sei  der  Absfartrt  Zoll  End  fs  die  Gtifndersche  Ab- 

handlung) und  die  Tangente  der  iNeijjung  (i<  r  konischen  Rn«lkränze, 
Welche  man  sich  als  berührend  in  Äimd  B  /u  denken  hat,  ge»en 
die  Radachse  betra!^  ^j,  so  entspricht  dieser  bettthrendeU  Xtinie 
ein  Kreisbogen  MQN,  dessen  Halbniess^i*  !ji>±±J91>t=S05,0d 
7.<A\  hält.  I)ie  AbwiMch  nng  dieses  Kreisbogens  von  seiner  Tan- 
geute a]>er.  in  der  I{i(ditnnj»  des  Halbmessers  !*emessen,  betras^t 
lür  1  Zoll  Enttcrnung  vom  Berührungspunkte  niqht  viillig  0,w 
Lffuen«  .^ii^  Gt^se«,  deren  ^VothandttnsMU  f»e!/der  Art,  wie  die 
lUdbr'ang^ferfigt^iFarden;  sefaweirlfdi  nMh  wMI  ■mbOi^  w«tile» 
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kOnnflD.  *llteg». AliWKgMHittg  Wird' aber  noeh  kleb«»  «Matth, ''class 
man  den  Rädern  in  der  Regel  nur  einen  geringem  Spielräuln  tls 

1  Zoll  zu  beiden  Seiten  der  Mitte  verstattet;  sie  nimmt  näniltch 
im  quadratischen  Verhfiltnisso  dieses  Spielraums  ab.  Dazu  kommt, 
dass  die  Abnutzung  der  Hader  nacli  einer  kurzen  Zeit  ihres 
Gebrauche  scholl^  tiel  betaMilildber  Ist-,  irb^oti  man  sich  sotort 
durch  den  blossen  Augenschein  ütierzeugen  kann;  und  es  wird 
mithin  für  die  Bedürfnisse  der  Praxis  zuverlässig  keinen  Unll^ 
schied  machen,  ob  wir  von  vorn  herein  rein  konische  Hader  vor- 
aussetzen, oder  Häder,  deren  rollende  Oberflächen  auch  im  Sinne 
der  Achse  eine  Krümn^uug  von  4cr  angegebenen  Stärke  besitzen. 

•  .•      .»        t  •  1      i:.    7  •{•-''•«.  .         '  .  .  .  ■ 

'  ...         ....>.  ^      *    '      ..    .  -  .11 

Eeiiet  Jetzt  ohne  Miüie  au  ukierseiien,  dass  wenn  man  deh 
Körper  MPNQ  (Taf.  VH.  Fig.  1.  und  2.)  so  in  und  B  auf  die 
Schienen  legt,  dass  seine  Achse  MN  eine  Neigung  gegen  den 
Horizont  besitz t^^  ein  Cileichgevvicht  im  Allgemeinen  nicht  eintreten 
kOone.  Demi  ee  sei  der  '8thwerpunkt;  Iii  wetchem  das  Crewieht 
.des  Körpers  CG^g  (die  Masse  =1  gesetzt)  vordkal  abwärts 
frirkl,  so  erzeugen  sich  durch  den  Druck  auf  die  Unterlagen  in 
A  und  B  zwei  Normal- Widerst-irxle  in  den  Richtungen  AÜ  und 
BDi  weiche,  wie  auch  ihre  Grösse  sein  mag^.sichy  zu  einer  Re- 
sultante vereinigen  lassen,  die  dtäröV'deb  Fam^^  Soll  nui^ 
Gleichgewicht  bestehen,  so  lliliss  ^^eee  I^esnltante  dei^  'G^ie^ie 
CG  das  Gleichgewicht  halten,  welöhes  nur  möglich  ist,  wenn  "der 
Punkt  ]}  in  der  durch  den  Schwerpunkt  C  gezogenen  Vertikal 
Ilnie  liegt;  in  jedem  andern  Falle  wird  sich  statt  des  gesuchten 
Gleichgewichts  ein  Kräftepaar  ergehen,  welches^  den  Körper  durch 
Drehang  um  eine  auf  der  Ebene  ÄBD  Aormaie  Acjise  in  '  d(e 
Gleiehgewichtqlage  zu  bnngeD  strebt. 

Von  der  Reibung  auf  den  Schienen  in  A  and  B,  welche  den 

ruhenden  Körper  in  einer  andern  als  der  angegebenen  Gleichge- 
wichtslage festzuhalten  im  Stande  sein  würde,  kann  hier  völlig  ab- 
gesehen werden.  Denn  da  der  Kör{)er  dazu  bestimmt  ist,  fortzu- 
rollen, so  wird  er,  von  Jener  Reibun<^  nicht  gehindert,  rollend 
jederzeit  von  seilist  die  geneiAnib  tileicSgewichtslage  ännebineri. '. 

..  '  Nun  liegt  iülerdings  der  Schweriiuiikt  eines  Eisenbafanfuhrwer- 
Iküs  niemals  io.de?.  IMmte  <7  der  Raeachae^  sondern  oliafkalb  der- 
selben in  irgend  einem  andern  Punkte  der  Liiiie  PQ,'  is^A  eb 

könnte  .sich  demnach  treffen,  dass  dieser  Schwerpunkt  genau  mit 
dem  Punkte  I)  CTaf.  VII.  Fig.  2.)  zusammenfiele.  In  diesem  Falle 
wfirde  Gloichge\\icbt  bestehen,  welcjic  iNeiguug  mau  auch  der 
Achse  MN  geben  wollte.  '  Es  konnte  ferner  der  Schwerpnnkt 
€ber  D  fallen,  wo  sodann  eine  vorhandene .Ne^uog  der  Radachse 
das  Bestreben  haben  würde,  sich  noch  su  vergrössiern.  Beide 
Fälle  aber  will  man  in  der  Praxis,  wo  ein  stdbilos  Gleichgewicht 
gefordert  wird,  nicht  habe^i,  folglich  ergiebt  sich  die  Kegel: 

■  '  ^      die  Neigung  der  Radkränze  stets  so  gering  zu 
wählen,    dass   der  Mittelpunkt  D  des  Bogens 
MQN  merklich  höher  liegt,  als  der  Schwerpunkt 
.  •  de'g-FebrwetlLe. '  ^     •  '  «•  •  ••"i- 
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So  h»f  »an  in  dem  oben  §.  t.  gegebenen  Beispiele  /)H=s 
203  Zoll  ^  16  I  u>^  II  Zoll,  weicht  Griisse  eneher  in  allen  Fällen 
die  Hr»ho  des  Scli\\  er|Mi!ikts  in  einem  Eisenbahnfnhnvei-ke  um  ein 
beträchtliche«  übertritt,  da«t»  mithin  die  Praxis,  so  wie  eie 
von  de  Pambour  ausgebt^  schon  iftiwllikiliirlieli  dtirch  den  ibr 
ebenen  sicberen  Takt  'dan  üicblige  getioffeil  faatj 

Altfremein'sM  die  &fH(98te  lir>be,  welche  der  Scbwerpunkt  eines 

Eisonbahnfnhrwerks  arim  Innen  kann,  roh  der  nnveränderlicben 
Horizontalen  Aß  (Taf.  VII.  Fig.  2  )  ans  {gerechnet  =h,  und  die 
halbe  Breite  der  Hahn  AH—KH^  c,  so  muss  die  Tangente  der 
Neigung  der  Kadkränze  gegen  die  Haduchj>e  irauicr  geringer  sein 

als  der  Brach      oder  wenn  man  diesen  Neigungswinl^el,  welcher 

mit  dem  Winkel  ADE  =^  BDE  übereinstimmt,  mit  e,  und  den 
Halbmesser  AD=BD  mit  r  bezeichnet,  so  kann  man  die  obige 
<Regel  ailf  die  beiden  Bedin^ongen  reduok^n:    -  - 

wo  die  r4rö>;sen  f  und  r  darcb  die  Gleicbiiiig  f  8\n^±s0  an  elnan* 

der  gebunden  «ind.  •    "  -  ♦ 

In  T  if.  VU.  Fig.  1.  sind  die  a;enannten  TJezreTinniL^on  nicht  mit 
der  nämlichen  Evidenz  zu  erkennen,  weil  hier  der  Pinikt  D  sei- 
nen Ort  verändert;  indesäen  nimmt  man  ohne  Mühe  dass 
die  aufgestellte  Reget  auch  hier  das  Gleichgewicht  stets  zu  einiom 
stabilen  machen  wird,  während  eine  Ueberschreitung  dieser  Regel 
'dem  Eintreten  dos  mq}it,^  stabUeq  Gleichgewichts  wenigstens 
"schon  sehr  nahe  iührt.   1   \  '  ,  , 

■  «  ■  * 

Ans  den  bisherigen  Andeutungen  geht  sofort  henror«,  dass 
eilfte  geneigte  tage  der  Achse  üfiT (Taf.. VII.  Fig.  J.  u.  2.)  stets 

nur  dadurch  dauernd  hergestellt  werden  kann,  das.«  zu  den  vor- 
handenen Kräften  noch  eirtp  neue  in  geeiofneter  Weise  hinzutritt. 
Es  sei  diese  Kraft  die  horizontal  wirkende  und  im  Schwerpunkte 
C  angebrachte  CF=  ff  so  wird  jetzt  Gleichgewicht  Torhanden 
«ein,  sobald  die  Resultante  aus  /  und  g  in  ihrer  Verlängerung  den 
Punkt  X>  trifft^  id.  Ii.  sobald  mau  hat 

♦    -  ► 

wobei  jedoch  die  BesehrSakuog  tu  machen  ist»  dass  Winkel  CDE 

<  W.  ADE  bleiben  muss.  ivemi  nicht  der  Körper  aus  seiner  Bahn 
aehohen  xverden  soll.  —  Die  1-  rajie  aber,  woher  diese  Kraft?  und 
wozu  üherhau]^)t  eine  iSeigung  der  Achse  gegen  den  Horizonte 
föhrt  uns  nun  m  dem  eigentlichen  Gegenstande  unserer  Unter- 
SQcfanng. 

Wepn  bei  geneigter  Lage  der  Achse  ill2^  der  fiOrper  MPNQ 
durch  die  Kraft  der  Xoeomotive  auf  den  SchfeneD  vorvrarfa  getrie 
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ben  wird,  so  kommen  nur  j^unkte  zweier  Kreisperipfierien  fort* 
während  mit  aen  Schienen  in  Berührung,  deren  T)nrrhinf\sser  AA' ^ 
mid  BB'  sind.  Man  kau»  zur  EHeichterung  der  Aulla^Huno;  diese 
beiden  Kreispenpherien  al$  ängehnrig  einem  rollenden  Kegel  an- 
«ehen,  dessen  Spitze  in     liegt  * 

Ist  nun  die  Bahn  geradlinijg,  so  wird  allen  Puukten  der  Ach«« 
ilf JV  die  nSmliche  Linear*Oescnwindigkeit  ertheilt$:  folglich  mtiss^ 
weuR  der  grössere  l^reis  AA'  eine  rein  wälzetfde  Bewegung  an- 
nimmt, flcr  Id ei Mpre  Kreis  BB'  eini  n  Theil  seines  Weges  gleitend 
oder  s<  hlcitend  zurücklegen;  oder  uini^ekehrt,  wenn  etwa  aer  klei- 
nere Krtiis  BB  eine  rein  wälzende  lieweguug  besitzt,  so  wird 
der  grössere  Kreis  eine  rdckwSrts  {^leitende  Bewegung  annehmeo 
müssen.  Indessen,  da  In  diesem  Falle,  wenn  mal»  von  zuiaUigett 
Einwirkungen  absirfit,  d  is  (Jleichgewicht  eine  horiznnt.He  Stel- 
lung: der  Achse  ertordert,  so  wird  der  fortrollende  Körper  sehr 
bald  von  selbst  diese  Lage  annehmen,  mithin  ein  Gleiten  des 
einen  oder  des  andern  R^es  und  folglich  auch  das  daraus  eni- 
eftebeDde-BeiregttDgshinderaise  nieht  «reitejr.B 

Anders  dagegen  verfaftit  sich  die  Sache  in  Babnkrfinmran^en. 

Hier  darf  nicht  mehr  jeder  Punl&t  der.  Achse  MN  die  nämliche 
Linear -Geschwindigkeit  besitzen,  sondern  die  Geschwindigkeiten 
verÄchiedener  Piuikte  derselben  müssen  sich  verhalten  wie  ihre 
horizontalen  Abstände  vom  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahn,  npd 
wird  nicht  nur  bei  horizontaler  Lage  der  Achse,  sondern  im 
ANigemeinen  aneh  hei  einer  wilikitlirllcl^en  Neiguni^  der^|lie»,'das 
eine  oder  das  andere  Rad  einen  Theil  seines  Weites  entweder 
vorwärts  oder  rückwärts  gleitend  zurücklegen  müssen ,  fol(»lich  ein 
Bewegungshinderniss  eintreten.  Nur  Eine  bestimmte  Neigung 
der  Achse  giebt  es,  bei  welcher  beide  Räder  eine  rein  wälzende 
Be^weeuns  annehmen.  Soll  dieser  F9II  D$ln\lich  eintreten!  so  mfls- 
aen  die  Geschwindigkeiten  der  Mitlelpankte  de^r  K^isp^eripherien 


'  Dieser  rpUende  Kegel  hat  einen  Rcoenseiiten  der  Gl üi^ Derschen 
AMiluiitung  inr'dei'  El^enbaha-Seitong  (Stattgatt  V^'i%  MI) 
M  'CO  seltsflHnen  Missd^utungen  gefülirt,  da»  wir  ans  niclil  enthalten 
kdnnea ,  die  Leser  des  Arcinvs  auf  diese«  rnrJosnm  HüfTiierksain  zu 
machen.  Paraus  näiulieh,  dass  (^wi«  jiich  sogleich  zeigen  wird)  bei  Mei- 
gang  der  Aehee  Sehwer«  nad  CentriTo^alkrafi  eiiaader  aaf- 
Eebea  sollen,  seliUecsC  der  gelehrte  Kecensent  weiter,  dass  „der  ganze 
Kej^el  i^ATA' \  «ufolrve  der  Scliwerkrtift  ein  Bestreben  halten  inuss,  «ich 
iiacti  der  Hichliing  Heiner  Achse  fortzubewegen ,  weiches  Bestreben  dann 
aoch  hl  wirktiehe«  PorUchiehen  auf  horiiontaler  Ebene  ubragehen  inttM, 
sobald  die  Drohung  des  Kemels,  mithin  die  Centrifugalkraft,  wegfällt. 
AUo  nniss  hierimen  jeder  Kegel,  wenn  seine  Achse  nur  die  erforderliche. 
Kejgung  hat,  zufo||i;^e  der  Sdiworkraft  sut'urt  %u  rutschen  beginnen ,  ,  so» 
bald  man  ' ihn  mit  der  Seite  auf  eine  liorpMBlale  Ebene  legtl  Dient 
fi^appante  Satz  würde  wahrlirh  ein  Per|ictuiinn  mobile  t^i  r  cinfjichsten 
Natur  möglich  mai  lien,  was  steh  ganz  besonders  Ziehen  von  Ijast<;a. 
auf  horizontalen  VVeoren  eignen  dürfte.''  .  .  • 

^  '  'Dass  sich  d^  gelsMcAie  Recensent  (der  woiJlwelelicli'  «einen  Namea 
verÄchwtifrt)  noch  ül»rr  ninncbos  andere  wundert ,  was  die  Glünderschc 
Schrift  cuthält,  wird  man  nach  dieser  Probe  leicht  erklärlich  finden. 
Eine  Kritik  erscheint  uns,  einem  so  groben  Unrerstande  gegenüber, 

als  TftUIg  aberUMg. 


Af4'  und  BB'  sich  verhalten  wie  dkem  Krei&peripherien  selbst, 
iej[zter^  dhe^.  yj^pJiaiten  sich  wieder  iv:ie  ihre  Xhstä^d^  von  der 
Sj^itze  2*  deiii  fK^ioi^  sedamShtw  Kj^&ßUn  foklioli^  |inis»:ilie  Kegelr 
spitze  T  in  eSmM  yeitikdlime.init  dem .Kflwumitjfflmitteipupkte 

der  Bahn  liefen,  oder  mit  andern  Worten,  es  ?«!iss  die  Sache 
so  angcseijen  werden  können ,  als  ob  der  Kegel  A  TA'  eine  rein 
wälzende  Bewegung  >nfiiinnit,  bei  welcher  seine  JSuitze  T  unver- 
r«t(*t  liegen  bleibt; 

Zur  Herstellung  dnr  für  diese  Verhältnisse  erforderlichen  Nei- 
gfini^  der  Achse  MN  Itictrt  sich  nun   die  Centri fug al kraft 
dar.   Es  sei  demnach  jetzt  CF—f  die  Tentriftigalkraft  d(  s  Vunk 
tes  C,  seine  Geschwindigkeit  in  der  Bahn  und  sein  Krfini''. 

muhgshalfomesser  7C7=±=  jO,  so  bai;  man  bekanntlich  (die  Mawe 
des  Körpärs  MPJfQ^iib  oben  =^1  atzend)  \  '  " 

wodurch  sIcb'  dtiEi  ol^^  OteichgeMchisbedingung  (2)  umwapdelt  In 

>3 


-  =  tgCDJB  ) 


rr 


Da  in  die.'^er  dlleichinig  die  Grossen  o  und  CDE  nicht  nnab- 
hnngig  von  einander  sind ,  indem  mit  dem  Wachseo  der  eioen  «üe 
ander«  abnimmt,  so  gieht  es  mithin 

'   bei  jeder  gegebenen  Krümmung  der  Bahn  nur 
Eine  bestimmte  Geschwindigkeit,  bei  welcher 
.  beid«  RS|AÄi''iblitß  rein  irfilzeode  Bewegung  an-' 
nehiidieii/'  -  \    -  • 


Jede  andere  Geschwindigkeit,  sie  sei  kleiner  oder  grösser  als 
die  genannte#ibrk)^  mitli in  dasjenige  Bewegungshindemiss  her^ 

vor  ,  Avelches  aus  einem  theilweisen  »Schleifen  des  einen  oder  des 
andern  Kades  entsteht;  und  ,  zwar  nher.^ieht  man  ohne  Mühe, 
dass  dieses  Bewegungsläiidemiss  desto  grösser  ausfallen  wird, 
je  mehr  man.-  sieb  nach  der  einen  oder  andern  Seite  hin  von  jener 
Geschwindigkeit  enifenit 


§.  4.  •  • ■ 


Für  die  Praxis  isf  <>s  von  Wichtigkeit,  die  so  eben  näher  be- 
zeichnete Geschwindigkeit ,  uelehe  wir  zur  Abb'irzung  die  Nor- 
mal-Geschwindigkeit nennen  wollen,  lür  eine  gegebene  Bahn- 
fcifbnftiung  ermitteln  tn  kitntiei^  ■ :  Wir  gebingen  daza  dorch  f(A*. 

fende  Rechnungen,  b^V  deren  Heileltung  wir  uns  auf  Taf.  VII. 
'ig.  ^.  beschrfinken. 

Es  sei  die  Neigung  der  Achse  MN  gegen  den  Horizont  oder 
der  Winkel  MTA=i(p,  «q  hat  mau  in  Taf.  VII.  Fig.  %  auch 
CiÄßssy,  folg|i(Ä  ai*s  (3)  , 


 -  »- 
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oder,  Ua  Qig,ß^Cli  \si:  .   .  '        -,5  .  »it 

Hieraus  aber  erhalten  wir  leicht  eine  angenäherte  Bestimmung  von; 
V,  welche  für  alle  Verhältnisse,  die  die  Praxis  bietet»  vollkom» 
men  zureichend  sein  wird.  Der  Winkel  w  nämlich  mu^sts  nach 
dem  Obigen  stets  merklich  kleiner  bleiben  aU  ADJi=s;  wenn  das 
Fuhrwerk  nicht  in  Gefahr  gerathen  soll,  über  den  Beruhrungs- 
puokt  A  hinwej?  ans  der  Buhn  t^esehleudrrt  zu  werden;  und  da 
man  diesen  Winkel  t  nach  §.  %  schon  list  klein  zu  -v^  ählen 

hat,  so  wird  um  t>o  mehr  der  ^Vinkel  9  klein  bleiben  und  kaum 
jemals  die  Griisse  von  1  oder  2  Graden  übersteigen  dürfen.  Un- 
ter der  Vorau88etzun)a:  also,  dass  man  mit  einer  Innreichend  ge> 
ringen  Anzahl  von  Decimalstellen  rechnet,  machen  wir  jetzt  die 
Annahme ,  der  Winkel  9  sei  so  klein»  daas  nla^  ohne  bew^rkb»' 
ren  Einfluss  '  ,  ' 

\'  ' . 

slnq»  =  tg9»'=s<p  und  edS9>=l 

setzen  dürfe.  In  den  Anwendungen  hat  man  alsdann,  sobald  der 
Winkel  9)  gefunden  ist,  jede^t/naf  sofort  ein  Mittel  in  Händen,  um 
0ber  den  urad  der  Genauiekeit  der  eefhndenen  Resultate  zu  ur- 
thellbn. 

Fs  sei  nun  c  der  mittlere  Ff  a  Ihm e  s s e  r  der  Räder,  d.  h. 
diejenige  Grösse,  in  w(  Iche  die  Halbmesser  der  Kreise  AA'  und 
£B'  bei  Horizontalsteilung  der  Achs^  ilfiV  übergehen;  und  es 
sei  ferner  die  Länge  CD=:p,  so  hat  man  ' 

folglich,  wegen  costpz=:l: 
uiidaus,^)  . 

Diese  Gleiehnng  sehllei^  den  beaebtenswerthen  HsAz  in  sich: 

,  dnßB  Tür  die  in  der  Praxis  vorkommenden  Grän* 
,  zen  die  Normal -Geschwindigkeit,  bei  welcher 
beide  Ränder  eine  rein  wälzend e B ewegung  an- 
nehmen, al8  unabhän^ii?  von  dem  Kr üninnings- 
halbmesser,  und  mithin  iüt  die  ganze  Bahn  als 
constant  anzusehen  ist. 

Qas  einzige  bestimmende  Element,  aus  welchem  die  Normal- 
Geschwindigkeit  gefanden  whrd,-  Ist  demnach  der  mittlere  Rad- 
halbmesser; und  9etzt  man  diesen,  wie  gewÜhnUcht  ^1%  Fuss 
Engl./ wahrend  ^==32,2  Fuss  Engt  Ist»  so  eriitit  man 

V  =  6,05  Fuss 

all»  diejenige  Geschwindigkeit,  mit  welcher  eine  Bahn  ihrer  ganzen' 
Erstreckung  nach»  weidie  lüriimmuagen  sie  auch  bilden  mag, 
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befahren  worflen  kann,  ohne  dass  ein  Schleifen  des  einen^oder 
4es  andern  UadJcranzes  auf  den  »Schienen  eintreten  wird. 

Die  Grösse  der  Neigung  <p,  welche  der  so  eben  gefundenen 
rVonoBal-GeschivlDdigkeit  entspricht,  bestimmt  man  nun  ohne  Millie 
aus  der  jedeemaligen  GrOsee  des  Krümmungshalbmessers.  Die 
oben  gegebene  Gleichling  QtS(p=CÜ  verwandelt  sieh  nSmlich 
jetzt j  nach  den^escheheDen  Voraussetzungen«  in 

r  , 

vroraun  ,      •  n 


und  diese  Gleichung  zeigt,  dass  i»um,  mit  Beibehaltung  des  obi- 
gen Wertbes  von  c,  selbst  uocb  für  einen  Krümmungshalbniesser 
^=50  Fase  einen  Werth  von '9  erfaHlt,  nümlieh 

9»  ^  0«0a,  d.  i.  1  Grad  43  Mim, 

für  welchen  man  co8w  =  i  und  sin  <pz=z ig  q)  =  (p  setzen  darf,  ohne 
einen  Fehler  zu  hegenen«  der  die  Chrüeee-  von  einer  halben  Ein- 
heit der  dritten  Decimalstelle  erreicht;  eine  för  alle  Anwendun- 
en  zureichende  Genauigkeit.  Nnrh  mehr  verringert  sich  offenbar 
ieser  Fehler  (ür  grössere  Krümmungädialbmesser;  so  B«  fiir 
^=^30p  Fuss  würde  man  nur  haben  * 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  ein  gegebener  Krümmungshalb- 
messer sich  stets  auf  die  Mitte  H  der  Bahn  zu  beziehen  pflegt, 
während  In  den  vorliegenden  Rechnungen  dieser  Krümmungshalb- 
meeser  stets  auf  den  Punkt  U  bezog^en  wurde;  doch  ist  der  Un- 
terschied zwischen  den  Werth en  TU  und  Tff,  nämlich  UI/=p(p, 
welcher  höchstens  einige  Zoll  hctraejen  kann,  so  gering,  diiss  er 
im  Vergleich  mit  dem  ganzen  Krümmungshalbmesser  ohne  bemerk- 
baren Einiluss  vernachlässigt  werden  darf. 

Schliesslich  bleibt  uns'  noch  eine  Grosse  zu  bestimmen,  die 
für  die  Praxis  von  Wichtigkeit  ist,  namüch  die  Grösse  derjenigen 
Verschiebung,  welche  der  Körper  iltfPiVQ  auf  den  Schienen  zu 
erleiden  hat,  uenn  die  Achse  aus  der  horizontalen  in  die  so  eben 
festgestellte  geneigte  Lage  ubergehen  seil.  Diese  YeTachlehung 
wird  nämlich  unmittelbar  durch  deo  Bogen  QE  ausgedrückt«  und 
setzen  wir  denselben  =m,  so  erhalten  wir  unter  der  Veraiissetsung» 
dass  der  Halbmesser  AD=Bp:^r  bekannt  sei,  ' 

Nun  ist  es  für  die  Praxis  von  Belang ,  dass  diese  Verschiebung 
nir)gUchst  gering  ausfalle,  weil  davon  die  nöthige  Breite  der  Räder 
abhängt.  Da  dieselbe  sich  nun  hier  als  abhängig  von  dem  Halb- 
messer r  zeigt,  dieser  aber  wieder,  bei  gegebener  Bahnhieite^ 
durch  den  Neigungswinkel  £  der  Radkränze  ^egen  die  Radachse 
bedangt  wird,  so  ergiebt  sich  die  praktische' Foäennig: 
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•  ■  ..   die  Neigung  der  Radkränze  stets  so  gross  ztt 
wälilen,  dass  die  Verschiebung  m  der  Räder  auf 
.  dien  Schlenön  eioe  gewisse  gegebene  GrtVsse 
Blehitfberstelgt  '  /  . 

•     <       ■  • 

Diese  Fordernng  tritt  mithin  ab  Ergänzang  zu  der  im  §1  % 
aufgestellten  Regel  hinzu ,  und  beide  zusammen  genommen  schlies- 
"MD  erst  die  Neigung  der  Radkränze  in  z^ei  Gränzen  ein,  d^en 
numerische  Wertbe  zu  bestimmen  indessen  der  .Praxis  überlassen 
bleilxMi  niiiss.  '    ■  5  ' 

Um  ein  erläuterudes  Beispiel  hinzuzufuseo,  so  liabenr^r  oben 
unter  der  Annahme  tge  =  |  gefunden  r=: 265,06  Zoll,  und  daraus 
ergiebt  sich  fSx  einen  Krümmungshalbmesser  q  =  3CN0  Fuss  heam 
Eintritt  der  Normal-Geschwindigkeit  eine  VeiscJiiebang 

•       m  =  1,0253  ZoU.      '  *  •  '   '  « 

Betrachtet  man  diese  Verschiebung,  die  nur  um  ein  Geringes  die 
Grosse  von  1  Zoll  übertrifft,  als  die  niisserste,  welche  man  einem 
Rade  von  der  üblichen  Breite  von  3  ZoU  noch  auferlegen  darf,  so 
folgt,  dass  für  Radkrihizö  von  ^Ne^ng  der  Krffmmungshalbmes-" 
SM  von  800  Fuss  eine  Gränze  abgiebt,  unter  welche  man  M  An-; 
iegung  einer  Eisenbahn  nicht  hinabgehen  darf.  Wenn  es  abcfr- 
erlaubt  ist,  die  Neigung  der  Radkranze  grösser  anzunehmen,  als 
sie  durch  die  Gleichung  tg£  =  f  bestimmt  wird,  ohne  dass  man 
zu  beförchten  hat,  dass  der  Mittelpunkt  D  des  Bogens  MQN  der 
höchstens  nioglichen  Lage  des  Schwerpunkts  in  ein^  Elsenbabp* 
fuhrwerke  in.  aahe  ruckt  od^  gar  darunter  Hütt«  so  werden  unter 
Voraussetzung 'derselben  äussersten  Verschiebung  auch  noch  gefin-. 
gere  Krümmungshalbmesser  für  die  Bahn  zulässig  sein. 

Allgemein  iindet  man  als  die  äusserste  zulässige 
Gräme  für  die  Grd^ee  "^des  Krllmmungshalbmessers 
aii^:^er,  <^^idim^     ^       :   .  ,        ....  ,  ^  .,  ;    ..     ,  .... 

^  •  •  •  ,      •  ll  »*^         r  !» 

.1    .  i  •  i  :    '  .       •;o  =  — .0,  •      .  ,  .'•..i' I..  I  .   *  '  (Sfif 

indem  man  hierin  1&  lü 'ttiid  ¥  gleich&tfiff' ilif^  'ftitteel«een  'jiÜbsi- 
gen  Wwthe  setEt. 

■'  .        ■  .  j  •  :  •         Ä.  O»  .      *    '"  ■        •"  »>  »" 

*v  '        '     I     I  • 

.'■Die  bisher  entwickelt^p  Gesetze  enthalten  In^fera  noch  l^eiiie 

den  Fo^eningen  der  Praxis  vollkommen  ^epügepde  Theorie,.  aif( 
die  oben  gofundene  Normal-GescbwirKligkoit  v=6,y5  Fuss,  welcl^p 
sich  nur  durch  Vergiösserung  der  liadhühe  noch  etwaj^  erhöheii 
lässt,  bei.  )!^'eitem  nicht  diejenige  Geschwindigkeit  erreicht,  mjjl. 
vfetcber  durchsehnittiicb  die  Eisenbahnen  pflegen  befahren  za  wen- 
den. Diese  Geschwindigkeit  betrügt  namlicb  bei  voller  Kraft  de^ 
Maschine  30  Fuss  und  darülier,  und  vermindert  sich  nur  in  der 
Nähe  der  Haltstellen ;  es  wird  demnach  in  der  Wirklichkeit  im 
Allgemeinen  nicht  vermieden  werden  können,,  dass  dasjenige  Be- 
wegutigslnndemise.  welchps  aus  f^neoi  theUwelsto'  Stfileifen  des 
elften  oder  des  aildem  Rades  auf  seinen  Sehlenen  entspringt,  in 
bettSchdieher  GiVsse  eich  einsleUe>'  v^Drdber  weltM  Rechnung  zu 
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fmbren- «wir  uihs  iiier  versagen  Trollen,!  iBdeiB  wir  auf  die  Glün- 
dersehe 'AblNuMlting.' TerweicieB.: "  '  •>  1  i>  i 
'»'  Zugleich  aber  zeigt  sich  noch  eiii'EWilter  Ueb^latarid.  Jener 
in  der  Wirklichkeit  vorhandenen  grOiaem  Geschwindigkeit  ent- 
spricht nämlich  auch  eine  stärkere  IN^eignng  der  iiadachse  gegen 
den  Horizont  ,  und  folglicli  auch  eine  stärkere  Verschiebung  der 
Kader  auf  den  Schieuen,  welche  A'erschiehung  aher,  bei  einem 
qapK  äftn  bisherigen  .Gesetzen  eonstrairten  Fuhrwerke,  i^ein^swegs 
in  allen  Fällen  sich  noch  wird  ausfuhren  lassen.  Aus  erhält 
if)i^l^..n$ml^j^i  jndQm  ^nan  wie  bisher  ^C/>iS;=lg^cp.9..aef8i 

:«  I:«.  y.  '-'i  i      •  -    .  -    '   .  i!  I,  .    .  '    •  . 

^  •  :■'        i     ^   ge-       ■  f  *...  .  • 

und  da  wir  jetzt  nicht  mehr  die  Annahme  machen,  es  sei  v  iden- 
tisch mit  der  oben  sogenannten  Nornialgeschwindigkeit,  so  fallt 
auch  nicht  .piebr  die  Kegelspitze  T  in  einerlei  Vertikaliinie  mit 
dßm.  Kr,(iiQnmi)g^iuittelpunl(te  der  Bahn,  nmn  darf  nicht  mehr  TU 
.dm  KHiitKHiNngshalbmesser  der  Bahn  venNielMielnV  .d*.K  Qip 
setzen,  sondern  die  Gleicbung  (8)  zur  Bestinununtf .  der  GrjQm 
QE—m  der  Verschiebung  der  Käder  dof  den  iScittenen  nimnit 
j^tltt  die  Gestftlt  ao.:,  . 

'".lit    --«Ii  .»«tef^sss--—,  (10) 

1  i.'i         .  .    a  '.[.  \'  i.:..:  /••  .♦y*. .;      .»  ,1.:'  v»i»!si:..  < 

11^^  Win  'MKftnn  n^|ekMkH'  aU  litt as^rW^  k^lSs sie e 
Gränze  ffi't 'die  Crrdsae  des '  Krflmmüiigshal'bniess'eld 
statt  (9)  erhmt  u 

o  ,  . .  ^  '  •  (11) 

wenn  man  hierin  (Hr  m,  r  und  v  gleich&Hs  flive  Iti^ermn'  ii&ISs- 
sigen  Wertbe  setzt.  ^ 

Es  sei  zum  Beispiel  die  äusserste  zulässige  Verschiebung 
m=:l  Zoll,  l'erner  i;=ir30  Fuss,  so  erhält  man  mit  Beibehaltung 
dßT  Mbrig^n  Zahlen,  j^o  wie  sje  eben  benutzt  wurdeUj.     ,  ,^ 

^6731  Fuss  ' 

als  denjenigen  Werth  des  Krümmungshalbmessers,  unter  welchen 
hinab  bei  der  Anlage  der  Eisenbahn  nicht  gegangen  werden  darf 
Diese  Grftnze  jXsst  sieb  allerdings  nedi  dädurai  e^äs' 'hinab-; 
dfQcken,  dass  man  die  Neigung  aer  Radkränze  vergrSsseft  (wo* 
durch  r  kleiner  wird);  aber  sie  wird  sofort  wieder  zunehmen, 
sobald  die  Bahn  mit  noch  grossem  Geschwindigkeiten  als  30  Fuss 
befahren  werden  soll,  so  dass  wir  nicht  zu  weit  gehen  werden, 
wenn  wir  in 'runder -Zahl  6000  Fuss  als  niedrigste  SfrSns^ .IIb-  die 
Grosse  des  Krfimnmngslialbmesse»  unter  den  hieE*  voimB^eset^- 
ten  Verhältnissen  annehihen.  "  ' 

Beide  Uebelstände  zusammengenommen,  nämlich: 

,    1)  dass  man  es  bei  den  üblichen  bedeutenden  Geschwindin^ 
.  keitcn  niemals  in  seiner  Gewalt  hat,  in  den  Bahnkrum" 
muug^o  ei^e  rein  w^ik^nde  B^weigung  b^idof  fiMßt  hßt" 
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zustellen,  soDdern  immer  durch  thellweises  Schleifen  4es. 
eineo  oder  andern  Rades  ein  mehr  oder  weniger  bedeu- 
tendes Bewegnngshthdieniiss'^intfitt ;  Ho  wie 

2).  dass  selbst  bei  Zulassung;  dieses  Bewegnugsbinderuisses 
dennoch  weg^a-  der  *  bedeutendett  Versenidrang'»  vr^che 
die  Räder  auf  den  Schienen  erfordern  würden ,  stäricere 
Bahnkrumrauncien  als  solche  mit  6000  Fuss  Halbmesser 
gar  nicht  zugelassen  werden  dürfen; 

haben  es  von  ^ronser  Wichtigkeit  erscheinen  lassen,  eine  Anord- 
nuQgtfu  erdenken,  bei  weicht  diese  Uebelstände  entweder  ganz 
oder  wenigstens  theihveise  wegfallen.  Diese  Anordnung  besteht 
ab^r  in  der  Erhöhung  der  äussern  Schieuenreibe,  und 
bleibt  uns  mithin  jetzt  noch  zu.  untersuchen  übrig,  wie  bei  dieser: 
AbSndcinDg  in  den  Mshetigeii  Yomiissetzungen  die'  Bewegung  inr 
deä  Bldmltrüihimingen  sidi  gestaltet.  . 

•  •  *  -  -    '  •  .  -        •  »    •  .  ,    r  • 

..    •  '    ■   §•  Ö-  'h  -  -  IM 

Nehmen  vir  also  jetzt  an,  es  sei  die  Linio  Aß,  welche  die 
Berührungspunkte  zwischen  Räder  und  Schienen  mit  einander  ver- 
bindet, nicht  mehr  hojizoDtal  wie  in  Taf  VII.  Fig.  sondern  um 
den  Winkel  jrir=o»;  taCm  Fig.  ^  ,  gegen  den  Horizont  geWeigt  ;^ 
alsdann  wird  die  rfeigno^  der  Achse  ilfiv  gegen  den  HforizohigemöÄ^ 
sen  durch  den  Winkel  \}lTK=z(p  ^  co ,  indem  I}fTA=zq)  wie  früher 
denjenigen  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Achse  ^TISl  mit  der 
Ijinie  AB  einschliesst.  Die  Richtung  der  Schwere  CO  steht  letzt 
rech^inldig  auf  TK,  und  demnach  y«rwandelt  sich  die  Gleichge- 
wicht^hedingong  (3)  jetzt  hl'  '^W 


t 


^  80<dM8  wir  statt  (4)  erhalten  - 

und  nehmen  wir  jetzt  an,  es  liege  die  1^ egelspitze  T  in  einerlei 
VertikalKnie  mit  dem  Krümmungsmittelpuukte  der  Bahn,  so  wie  es 
zur  Erlangung  einer  'reib  wXlsendeo  Bewegung  lielder  Rider  notii- 
wendig  ist,  so  ist  mithin  TV=q  der  Krümmungshalbmesser  f^ 
den  Punkt  C,  folglich  ptgCcp  +  w)=  ("V,  so  dass  statt  (5)  der 
Ausdruck  für  die  Normal-Geschwindigkeit  wird: 

•  :   ■  "  ••=s  VF??F:  •■  (14) 

Hieraus  lässt  »ich  wiederum  eine  angenäherte,  aber  für  die 
Praxis  völlig  genügende  Formel  herstellen ,  wenn  man  der  ol)igen 
Annahme  gemäss  nicht  nur ,  den  Winkel  q),  sondern  auch  den 
Wfaikel  W'tfo'fcMi  YeranMetzt,  «ätess  man  ohne  bemerkbaren  Fehler 

sfai9=tg9S9  und  ces9=l,  ' 
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.  ,  8111  «il  =  tg«l=  0  und  CQS  40  =  1  , 

aatiiii  fetale.  Akdanb  BimHeh  -iiM»  indem  man  gleicliieitig  trie- 
der  lAen  mittleten.  Radhalbmesser  r'  einfilliri, 

80  dass  wir  statt  der  Gleichung  (6)  jetzt  die  folgende  erhalten: 

Hier  zeigt  sich  nun,  dass  die  Nornial-GeschwiDdi^keit  nicht  mehr 
als -tÜniRi'lfKiigig  vom  KrfimmungshalbiM«ser  an  gesehen 
werden  darf)  sobald  man  der  Süssem  S^iene  eine  Erhöhung 
über  die  innere  Schiene  giebt,  sondern  dass  sie  zugleich  mit  die- 
ser Erhghunn^  und  dem  Krümmungshalbmesser  wJichst  Man  kann 
hier  mithin  erreichen  —  was  bei  der  frühern  Anordnung  nicht 
möglich  war  —  dass  die  Normal -Geschwindigkeit,  bei  welcher 
b^ide  R^der  eine  rein  wfileende  Bewegung  annehmejD,  j<^eD  be- 
liebigen Werth  erhält,  wenn  man  nur  uttd  co  angemessen  fest- 
st;^llt;  und  nemi  (wie  der  Fall  in  der  Praxis  vorzuliee:en  pflegt) 
qiiejenige  Geschwindigkeit  v  bekannt  ist,  mit  welcher  eine  Bahn- 
krummung  vom  Halbmesser  q  befahren  werden  ßoli,  so  kann  man 
^ijselbeV  2ur ;  Niormat- Geschwindigkeit  in  dem  li^rj .  ^ebraiiehfen 
Stnne  d^  Worbl  'maclieo,  indem  man  nach  (IS)  ' 

'       ■  .     »  ■  '■         :    •  ■  •  -II«  r 

' »»  '       if»  "ntsz  — — —  .  .«.-.  fifli' 

ffd   9 ,  .      .  : 

annimmt.  Diese  Grosse  kann  man  sodann  weiter  benutzen,  um 
die  Ijneare  Erhöhung  des  Punlctes.^  über  B,  oder  die  Differenz 
AK'^BL=8  zu  bestimmen,  wenn  die  Breite  der  Bahn  A^=^^Jte 
bekannt  ist;  nämlich  ;  • 

•  Soll  z.  B.  die  Normal-Geschwindigkeit  in  einer  Bahnkrümmune 
von  300  Fuss  Halbmesser  90  iFusa betragen,  so  halman»  mit  Bei- 
^el^A^ng  der  übrigen  Werthe  yim  oben»  , 

•■5.  «Iii/   .       ;•■     '  f\  noo      1    •    n  d~i     j  £\  »«•     •    •   '  • 


.  c»  =  0,088,  d.  L  5  Grad  2  Miu. 


lind  daraus         •  • 

a?=5,io  Zoll.     ^   !  . 


Der  Winkel  o)  ist  hier  so  gross  ausgefallen,  dass  die  Ueberein- 
stimmung  von  sin  w  und  tgto  mit  w  selbst,  und  von  cos  oj  mit  der 
Einheit,  nur  noch  bis  auf  weniger  als  eine  haJbe  Einheit  der 
|(weiten  Decimalstelle  verbürgt  werdep  Iqano  ;.  welche  Genauigkeit 
9i4e^pen  fiir  die  Anwendungfn  noch  immer  .T^älkommenansn^lienjll 
sepn.'vMe,  wenn  so  groese  Erhöhungen  überhaUi^t. noch  ' in  der 
Praxis  vorkommen  könnten,  worüber  $.  7.  das  Weitere  enthalten 
wird. 
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Zugleich  aber  übersieht  m^n  noch  ans  den  gegebenen  For- 
meln, dass  wenn  alles  übrige  uiigeändert  bleibt,  w  sowie  Ö  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Krüraniungshalbmessers  sich  ändern 
m£ii^D;  «ttiOitt  z.  B.  fll^  eine  Krflinimmg  tor  öOO  Pusä  Haltt- 

fiir  eiDe  Krgiamiing  yoi^  900  Fuss  Halbmesser 

0=0,029,  a=:lJO.ZoU, 

U.  8.  f.  ■*  ' 

Was  die  Grusse  der  Verschiebung  der  Räder  auf  ihren  Schie- 
nen betrifft,  so  wird  dieselbe  auch  hier  durch  den  Bogen  QE—in 
gemessen,  und  man  hat  wie  oben  / 

Für  den  Winkel  <p  altar  eAUt  man  aus  (13)  '        '    '  ' 

V      <»  =  ^-"-  •  -  (18) 

und  wenn  hier  v  diejenige  iSonnal-Gescbwindigkeit  bedeutet^  iur 
welche  die  Krammuns  gebauet/  d.  Ii.  »  beswnmt  fst,  so  gieM 

die  ZttzMimg  TOD  (1^).  . 

■  •  ■    •   '  .  ,  -  •  •   !!    .  . 

.   •'  .  '.tir  ■  *   ■  •  *  .  sc  T-»» '    '  ' 

wie  in  (7),  ünd  daraus   /    '  ' 


;ii  =  rgj  =  r.  — , 

,  ■  .  «..,•,.■ 

wie  in  (8).  £s  gelten  mithin  wieder  genau  alle  diejenigen  Folge- 
rungen, welche  sich  oben  im  4  an-  die  Gleichungen  (7)  und  <8) 
angeknüpft  haben,  ttad  demiubch  leistet  die  Erhöhung  der  äussern 

Scnienenreihe  allen  den  ATiforderungen  Genüge,  welche  man  an 
die  Bewegungen  in  HahnkrünmiuDgen  stellen  kann.  Denn  nicht 
nur  ist  mau  jetzt  im  «Stande,  fär  jede  gegebene  Geschwindigkeit 
eine  Bahn  herzustellen,  in  welcher  durchgängig  eine  rein  wälzende 
Bewe^ng  beider  RSder  stattfindet,  sondern  es  gilt  auch  nidht 
mehr  jener  Halbmesser  von  0000  Fuss  als  Gränze,  welche  voo 
der  Itrüramung  der  einzelnen  Bahnstrecken  nicht  überschritten 
werden  darf.  Im  Uegeutheil  findet  man  bit  r  wieder  «ils  die  äus- 
serste  zulässige  Grunze  für  die  Grüsse  des  Krümmung^- 

halhmessers  aus  (8)  den  Werth 


;Wle.Hi  (9)>  .wenn  iMm  hüni*  Üb  m  nnd  r  gleiehfoUs  ibre  insser- 
sten  .EuUMgen  Werthe  setai;  :also  unter  den  ehen  gemachten 
Vomssetxtingen  ^«^300  Fusf. 
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\Vena  eine  Balinlkr^mrauiigx'i]^  wflcil^r  ia^)ssiaßfm^  äcbienea- 
reihr  (mdc^  angemessene  Erböbung  geg^^i  die  innere  erhalten  hat, 
nicht  u»it  derjenigen  Normal -Geschwiiu)i«^keit  befahren  wir,d,,  lür 
welche  sie  gebaut»  d.  h.  der  Werth  von  cd  festgestellt  ist,  ein 
Fall,  der  in  der  Pridti^  tüffenliar  nicht  Wnüeden  werden  kann,  — 
80  treten  hier  wieder  Betrarhtungen  in,  Kraft,  ähnlich  denjt  nii^eü, 
welche  den  Gegenstand  des  j.  5.  ausmachen.  In  diesem  Falle 
werden  nämlich  nicht  mehr  beide  Rader  eine  rein  walzende  Be- 
wegung annehmen,  sondern  es  wird  durch  das  Schleifen  des  einen 
oder  des  andern  Rades  auf  seinen  Schienen  das  mehreri^ähnte 
Bewegungsbinderni^  sich  einstellen»  welches  wir,  wie  schon  ^&;e- 
sagtA^hier  nicht  weiter  der  Rechnung  üntervi'erfen.  Zujgjiieil^li  wird 
aber  auch  die  Verschiehnn5j  dpr  li-üfer  nur  tlf^n  Schienen j  >w,  eine 
andere  werden,  da  der  ^(mühdusw  inkel  >i<  fn  ändert;  und  nen- 
nen wir  demnach  v  diejenige  \ou  der  Nonual^schwindigkeit  ver- 
schiedene Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Balin  befafireo  wer- 
den soll»  so  haben,  wir.  mii  Zuf&iehuog. der .  Gleici^iwg  OS) .  , 

msfO)  s=:ri  w 

^   .  \99 

faljg  die  Griis«e;der  einer  beliebigen  Geschwindigkeit  tr(|ii^»rechen- 
dep  Verschiebung.  Diese  Grösse  fällt, mit  (8)  zusammen,  wenn 
man  für  t;  die  Normal -Geschwindigkeit  an  die  StcsUe  setzt;  sie 

wird  Null,  wenn  v  den  Werth  i;  =  V (fQVi  hat,  in  welchem  Falle 
die  Achse  ilfiV  parallel  zu  der  Basis  AB  lie<>;t;  und  endlich  kann 
sie  auch  negativ  werden,  und  kommt  dem  VVerthe  m= — r«  desto 
näher,  je  niebf  die  Geschwindigkeit  ideli  dom-JVV«rtbe  Neil  n&hetf; 
in  welcbem  letztern  Falle  die  Achse  MIS  horizontal  liegt.  Alles 
diese»<  erhellet  auch  unmitteibar  aus  der  Betrachtung  der  iNatur 
der  S;u'}ie.  *  ' 

Nehmen  wir  heisuieisweise  an,  die  oben  vorausgesetzte  Bahn- 
krlMDfiQg  jrpn  300  Fu^s*  Halltoes6er»i:«wieklie';  fiir.eine  ü^pn^al- 
6ei9c||wi|idigkeit  von  30  Fuss  eine  N^ung  co  — 0,038  be«&^lk 
musÄ,  solle  iirit  einer  Geschwindigkeit  von  W'l  Fu8s  befahren  wer^ 
den,  ^  «rgiebt  sicb-aus  (lU)  dw  jougel^öiuge  VeinsMcbiCbiUng  , 

i;  ..;      ,5.,  . .  w?-=2  31,7,  25oÄ,  r,>  .. 

<^es8uleIeheB  wenn  dieselbe  mit  einer  Geschwindi2;keit  voi^  2^|^]|fMB 
^|b^/a|)reQ^  werden. «foIIa  ^  jerbäit  man  jdi^  Vei:scb\eji)oiig  ■  \ 

.    :.m  =  — 1,4  Zoll, 

führend  für  die  Normal -Gescb\vin(Ugkeit  lYj^u'S0  J^uss  die  •  Ver- 
schiebung beträgt  *  er     .ci:   wj.         -.V-  . 

m=sl«0  ZolK 

Die,  wie  dieses  Beispiel  zeigt,  so  beträchtlich  ausfallenden 
Differenzen  iii  der  Grösse  dev- Verschiebung  bei  einer  so  geringen 
Abiveiobung  ven  :j:2  Fuss  von  der  Normal-'Clescbwindiffkeit,  welclie 
die  ursprangiich  te^tgesteiite  Gränae  von-  iitsai:!  ^oU  '^•it*|(ilier- 
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schreiten,  machen  hier  zum  8chlus8  noch  eine  eigene  Untermiohni% 
nüthig,  lim  ihre  ürsarhen  aufzi!8uch«^n,  nnd  darutis  iür  die  Praxis 
Regeln  zur  Vermeidung  derselben  herzuleiten.  ;•  i  -/ 
Es  seien  zu  dem  Ende  v  und  1/  irgend  zwei  Geschwindigkei- 
ten und  resp.  m  und  m'  die  ihnen  ebisYrechenden  Verschiebungen, 
80  folgt  aus  (19)        *  ,       /    1  ; 


und  Vdßst  m^u  hierin  v'  die  Norji^al- Gesell windigiceit  bedeu- 

.t>Ä; wodurch  «I  wt^^  .  ' ■ 


anniuimt,  so  erhält  man  ■  '  •  • 


•  r 

»     ■  .  *. 


welche  Gleichung  soi'ort  erkenueii  lässt,  w  ie  die  in  jedem  beson- 
dem  Falle  gegebenen  Data  auf  die  Grösse  von  m  von  Einfluss 
sind.   Bezeichnet  nämlich  v  die  äusserste  Geschwindigkeit, 

mit  M  ricliprdie  der  ?sornial-Gesc1in  indigkeit  v'  ontsprerlirndc  Rahn- 
kn'ininiuTii;  noch  belahr«'?)  Averdcft  .^oU ,  *»o  wird  die  ihr  zugehörige 
Verschiebung  m  desto  kleiner  ausfallen,  je  kleiner  r,  d.  h.  je 
prüsser  die  Neigung  der  Radkränze  gegen  die  Radaehse  ist»  ond 
je  grosser  q  angenommen  wird.  Es  zeigt  sich  hier  mithin  aber* 
mals  die  Nothwendigkeit,  die  Neigung  der  Radkränze  so  sross 
wie  moGflich  tu  wänien,  wodurch  der  im  §.  2.  gegebenen  Kegel 
eine  Gränze  uestellt  wird.  Ist  aber  die  Neigung  der  Radkränze 
em  für  alle  iVlal  auf  ein  Aeusserstes  festgestellt,  so  bleibt  nur 
der  KrOmmungshalbniess«  noch  jdas^  einzige  yeränderliche  Ele- 
ment, nnd  man  erhält  nfttniri,  Bob^td"^  durch  die  Breite  der  Räder 
eine  äusserste  zulässige.  Grösse  der  Vorsf  hiflning  vorgeschrieben 
ist.  l^tiEl^'als  dio 'Äuas^'rtetr;  zulassige  Griinze  f(ir  dlB 
Grjiisse^^p»  K|riiQ|ifLUOgs  halb  messe  rs  aus  (20)  d^u  VV^lh^ 


wenn  man  hierin  für  7// ,  r  und  v  gleichtalis  ihre  äusscrsten  zuläs- 
sigen Wertbe  an  die  Stelle >etzt^  ' 

Da  es  für  Btrei  (fitttseiflte'iWtMilfe  t^bt^v  nämlich  einen 
grossten  und  einer^  kleii^steu,  so  hat  man  Slac  Rechnung  doppelt 
zu  fuhren  und  von  tien  gefuriaenen  l)ei(l(  ti  fvnirniimngshalbniessem 
den  grossem  beizubehalten.  Im  allgenieinen  wird  v'  das  arithme- 
tische Mittel  aus  jenen  beiden  äussersten  Geschwindij^keiten  sein» 
in  iretehem*  Falle  mam  nnr  für  die  j^Osste' litosehivjndigkeit  die 
Rechnung  durchzuführen  brauelit;  doch  in^  Jenes  liieht  nöth<!ven* 
dig,  sondern  vielmehr  ist  bs  der  Praxis  ;i  ff  gemessener,  die  am 
häufigsten  vor ko in ui en d e  («eschwindigkeit  als  Normal -Ge- 
sehwindigkeit  dem  liau  der  Baiinkrümmungen  zum  Grunde  zu  legen. 

'  •  fii  ««ien  «um  Beispiel  wie  «heu  die  ^änssersten-  Gesehwibdiff^ 
keiten,  mit  welcher  eine  ffir  die  «Noraial'Gesehwttdigkeii  t/stW 
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k  uss  einzuricfatende  Bahnstrecke  noch  befahren  tierdeo  soU,  die 
VMir<  32  und  28  Fm/ and  ab' Siisserate  Grtee  der  VerscbMutog 
werde  m=±l  Zoll  festgestellt »  so  hat  nwii 


2^—  30« 


205,00 

205,06  /28«— 3 

2)  Q^-^irm 


32,2 
28«— 302 


4         1097  Fuss, 

+  1,5^=431  Fuss; 


und  es  dibrfeo  demnach  auf  der  genannten  Bahnstrecke  Krfini' 
muneshalbmesser  unter  1100  Fuss  nicht  zuselassen 
werden,  wenn  nicht  Gefahr  entstehen  soll,  dass  der  Wagenzug 
die  Schienen  verlässt.   Und  so  in  ähnlichen  Fällen. 

Aus  diesem  Grunde  werden  also  auch  sowohl  die  der  Nor- 
mal-Geschwindigkeit entsprerliPTide  Verschiebung,  als  auch  tlie 
Ejrhühung  der  äussern  Schieiienrerhe  gegen  die  innere,  in  der 
Praxis  weit  geringer  ausfallen,  als^  «»ie  oben  im  {.  6.  beispieU- 
weise  bereehnet  vanden. 


Iii  ein  gegeheuemtireieelk  ein  ftluDüttehes 

zu  zeichnen,  dessen  Seiten  mit  den 
bomolo^en  des  ersteren  einen  segelbe« 
nen  Winkel  (p  bilden. 

Von  dem 

Herrn  Doetor      Hoffmaiiii> . 

Lehrer  $m  QfmlmiAnn  wa  Danrig. 


Diese  Aufgabe  bietet  zwei  weseatliefa  Toü  einander  Vehichie- 

dene  Fälle  dar;  wenn  nämlich 

I.  jedo  Ecke  des  einbcscbrlebenen  Dreiecks  in  der  Gegen« 
Seite  des  gleichen  Winkels  liegt,  und  wenn 

II.  jede  Ecke  düH  Hnbescbriebenen  0feiecks  in  der  Gagen- 
Seite  eines  ungleichen  Winkels  liegt. 
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I.    Erster  Fall, 
i)  Geometrisi^fae  AafliisoDg.  - 

Gegeben  ist  das  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  1.  u.  2.)*  Man 

suche  (len  Mittelpunkt,  O,  des  iimbescbriebenen  Kreises  mittels 
der  drei  Perpendikel  OD,  OE,  O/  in  der  Mitte  der  Dreiecks- 
seiten; trage  an  .(}iese  Perpendikel  io  O  den  gegebenen  Winkel 
immer  nach  dmelBen  Seite  an,  so  daas  ' 

mid  verbinde  die  Schnittpunkte  c  mit  einander;   dann  ist 

daa  Terlangte  Dreieck. 

Der  Beweis  zerßillt  in  zwei  Theil?:^  _ 

1)  ^abe  /iiABC. 

Da  ^O0E—j^OcF=:^OaJJ,  so  sind  die  Vierecke 

Kreisvierecke;  zieht  man  dal^ernoch  OA,  0B,  OC  und  bedenkt, 
dass 

^OAE=^OCE,  ^OfiF=^^OAPs  2oCD-^OBJ)i 

SO  hat  man: 

^OAC^^Ouk^  ^OBA^^Obo,  jLOCB=^Oca, 
^OAB^^Oae,  j^OBC^^Oba,  ^OCA=^Oeb. 

Addirt  man  die  unter  einander  stabenden  Gleichungen,  so  erhält 
man : 

^CAB=^€€A,  ^ABC=^^abe,  ^BCAss^bcai  '  - 
d.  b.  A  AACcs::  A  oäc- 

•    <  •  • 

I 

2)  Die  Neigung  der  homologen  Seiten  ist  =q>  oder 
^  (ß C,  bc)  =  ^  (CA,  ca)  =  ^  (AB,  ab) = (p. 

Aua  den  eben  benutzten  sechs  Gleiclmiigea  ibigt  ancbs  ', 

Sefareibt  man  ^eae  Gieidunigeii. 'nach  falgeud6rmaaaen;.daninteci 

.:■  .  .  \^0ba=z^0ca,  ^Ocffz=^0ab,  ^LOac—^Obc,  , 

und  addirt  die  unter  einander  atehenden,  so  hilt  man:  - 
Thea  IX.  W 
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^  Obc  +  jL bcu  =  ^  cub  \  Z.  Oha  =  iR, 
^  Oca  -k-^cab^jLabc-^^C  Ocb  =  1 Ä. 

Datier  ist  O  für  das  Dreieck  abe  der  HOhenpankt,  folgficb: 

.  Oa±bi!,  ODxBV,'      ,  '  . 

'  06J.CI*,  aber  auch:  OE±CA, 
Oc±pb;  OFxAß;-        '  . 

lia  nun  nach  der  Constniction 

^l>Oa^^E0b:a^FOQ^qf, 

so  ist  auch : 

^  {BC,  bc)=Z,iCA,  CO)  =  ^        ab)  =:  9. 

Träfft  man  den  Winkel  nach  der  einen  Seite  (wie  in  Taf.  VlIL 
Fig.  1.)  «der  nach  der  andern  Seite  (wie  in  Taf.  VIII.  Fig.  2.)  auf  die  ao- 

gegebene  Art  an ,  so  erhält  man  das  Dreieck  abc  oder  das  Dreieck 

a^arc'.  Von  diesen  beiden  Losungen  ist  zu  bemerken,  f^a«s  sie 
coQgruente  Dreiecke  liefern;  denn  aus  den  congrueuteu  Dreieckeo 

folgt: 

Ok^Q'i/»  Oc^i^e,  Qa:=^Qf<ii% 
aber  es  ist  auch :  ' 

^hOt^Z.VOfe,  ^eOa^^eOfa*,  ^uM^^u'O^b'i 
folglich : 

bc=zb'c' ,  caz=:c'a' ,  ab=a'b'', 
d.  h.  Aa^^A«'^V. 

Von  den  Mieisviereekeii 

ObAc,  OcBa,  OaCb 

Ist  Sil  merken ,  dass  die  Radien  der  umbesehriebenen  Kreise  gleich 
sind,  da  nach  einem  bekannten  Satze  die  Radien  der  Kreise, 
welche  man  durch  zwei  Ecken  und  den  Hühenpnnkt  legt,  gleich 
dem  Radius  de»  umbeschfiebenen  Kreises  siud.  Wendet  man  dies 
auf  das  DreiedL  abe  und  seinen  HOhenpunkt  O  an,  so  folgt  der 
ausgesprochene  Satei  1 
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Fdr  das  Dreieck  ABC  kann  man  den  Satz  so  aussprechen: 
Bescbraibt  man  drei  Kreise  mit  gleichen  Radien,  welche  durch 
den  Mittelpunkt  des  umbeschriebenen  Kreises  und  eine  Ecke  eines 
Dreiecks  cjehen  und  liegt  der  Schnittpunkt  zweier  in  einer  Drei- 
ecksse'tte/  so  liegen  aiKh  die  andern  Schnittpunkte  in  den  Drei- 
ecks^eiteo.  / 

Oder:  Wenn  drei  Kreise  mit  gleichem  Uadine  beschrieben 
vrerden,  von  denen  ieder  durch  die  Ecke  eines  Dreiecks  geht 
und  der  eine  die  beirlen  nnrlorTi  ii)  cliipr  Dreiecksspito  schneidet, 
so  schneiden  sii  ii  auch  diese  in  einer  Dreiecksseite  und  alle  drei 
in  dem  Mittelpunkte  des  umbeschriebenen  Dreiecks. 

Das  Minimum  der  Grösse  dieser  Radien  Ist  der  halbe  Radius 
des  umbe.srh]i ebenen  Kreises;  von  diesem  Minimmn  kSmien  sie 
bis  in  das  Unendliche  wachsen. 

2)  Trlganomelriscbe  AnflSsung. 

§.  4.  ^ 

Da  die  Neigung  der  homologen  Seiten  =9  ist,  so  ist 
^Abes^C-k-ip,  ^BearsA-^tp,  ^Cab^B-l-ifi 

nnd 

^BaütsiC^ip,  ^Cbd^A  —  tp,  ^Aeh^B'-'tp* 
Hieraus  ergiebt  sich: 

and 

"^^^^S^B**"^^^^'  ^^Ä^^J^sinC^-y)*  -4^=^i5^8in(Ä-9). 
Da  aber  ^i^'r^B^^iC      w«hält  man  durch  Addition 

82<p6co«^  =  26c  cos  9 

AC:=^{ma(Bi'ip)-^m{B^9)h 

^        .       .     ,  .  cs2accosy 
also  ■  r 

AB,   ^  _  BC       _  AC 
"^  —  2cos^' ^'^■~2cos^' "^^2cos9 

Snbstitoirt  man  diese  Werthe  in  die  Ausdrücke  für  (fiet.  AIh 
schnitte  der  iSelten  des  Dreiecks  ABC,  so  erfaüt  man: 
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_      ^/?sm(C-<p)  Jarsin (^-<p)  .  ^^,.C^sm(/?-y)  ' 

'  2SittCc>os^  l&ii\Ac(\^cp  .l»mJim&(fi 

Setzt  man  in  die  gerundeMcn  Ausdrücke  statt  qo  den  Winkel 
360—9,  so  ändern  sich  die  Seiten  «6,  6c,  av  nicht,  dapt*p:on  eehen  die 
Abschnitte  der  leiten  AB,  BC,  AC  in  einander  über.  Für  ^rsO 
t'aUeu  heide  Lösungen  zusammen.  In  diesem  Falle  ist  da:^  einge- 
schriebene Dreieck  ein  Minimum  und  halbM  fOfli  ;«^eii  Eck^p 
die  8eiteb  des  DiiNeak«  ABC 

*      *  '  -  ■  ■ 

II.    Zweiter  Fall. 
■  1)  Geometrische  AuClffsvng* 

§.  5. 

Die  Auflnsiniff  des  ersten  FmIIos  br^ruht  nesentlich  auf  der 
Eigenschaft  des  Huhenpunktes  imil  <]<  s  ^liltelpunktes  des  umbe- 
schriebeuen  Kreises ;  hier  solieu  die  Li^enschai'ten  eines  anderen 
Pünktes  benutzt  werden,  der  wie  jene  als  Schnittpunkt  dreier 
Kreise  delinirt  werden  kann. 

Beschreibt  man  (Taf.  VIII.  Fig.  3J  ilber  .4/?  als  Sehne  einen 
Kreis,  der  in  A  die  AC,  und  über  BC  einen  Kreis,  der  in  B  die 
AB  berührt;  zieht  dann  die  Scheitellinien  OA,  OB,  OC,  so  ist 

jCOAC=:Z,OBAz=ij^OCB=s; 

es-  u-ird  daher  auch  ein  Kreis,  der  durch  A,  O  und  C gelegt  wird« 
die  BC  m  C  berähreo. 

Es  werden  sich  also  drei  Kreise,  welche. durch  zwei  Ecken 
eine«  Dreiecks  beschrieben  werden  und  von  denen  jeder  in  einer 
andern  Ecke  eine  andere  T)reiecksseite  berührt,  in  einem  Punkte 
O  schneiden,  der  innerlialb  des  Dreieckes  liegt.  Dieser  Punkt 
O  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Scheiteilinien,  die  sich  in  ihm 
schneiden,  mit  Je  einer -Dreiecksseite  gleiche  Winlcel  bilden. 

In  jedem  Dreiecke  Iiat  man  zwei  Punkte  der  angegebenen 
Eigenschaff,  O  und  O'  (Taf.  Vlfl.  Fi-.  4).  derer^  gljsicG.e  Whikel 
eine  Wecbseilage  haben  und  unter  sich  gleich  sind. 

Um  dieses  zu  beweisen,  wollen  wir  uns  eines  allgemeinen 
Satzes  beffienen,  dessen  Beweis  hier  folgen  soll,  weH  dieser  8ats 
awar  in  C.  Adam's:  Die  merkw.  Eig.  d.  geradl.  Dr.  (S.  VI«) 
vorkommt,  aber  in  einer  andern  Form  ausgesprochen  ist.  Dieser 
Satz  heisst: 

Schneiden  sich  drei  Scheiteilinien  Aa,  Bb,  Cc  eines  Dreiecks 
ABC  in  einem  Punkte  O,  so  dass  also  stattfindet: 

Ba,Cb,AeszCla.4b.Bc» 

so  schneiden  sich  auch  diejeniijen  Scl  eiteHinien  Aa',  Bf/,  Cc'  in 
einem  Punkte  O',  für  welche  die  Winkeltbeile  ihre  Luge  gen  echt« 
Mit  haben.'  " 
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£s  findeo  dann  nfimUch  folgende  'sechs  Proportionen  statt: 

^' *      A  B^a :  \  CA(t!  =  Aß.Aa:A C  Aa'  =  Ba :  Ca',  ' 
'     \CBb:\ABb' =:BC.Bb:BA.Bb'=iCbiAb', 
^ACei^BC&^CÄ.Cci€B.Cd:=AciBe 

und 

^BAa':X€Aa=iAB.Aa'iAC.Aaz=:BafiCa, 

^cm*.^Am^Bc.Bh^tBÄ.m^(»'i4^, 

^ACc'i\BCi!=:CA.Ce^iCB.Cß=:Ai/:Be, 

Multipltcirt  man  diese  sechs  Proportionen,  so  werden  die  Pro- 
ducte  der  dritten  und  vierten  Glieder  gleich«  man  hat  daher  auch 

Ba,  Cb.AexBa^ . Cb'.A&=zCa* .B^xCa.Ak.Be, 

•  * 

oder  mit  Hülfe  der  Voraussetzung: 

Bm'.W.AtfzszCa'.Al^.Bd,  ^ 

d.  h.  die  Scheitellinieu  Aa' ,  Bb',   Cc'  schneiden  sich  in  einem 
Punkt«  O .       *  .        .  .  •    :  ,. 

Für  unsern  specteilen  Fall  hat  man  daher:  -  . 

Z  (yAB= Z  O'BC-  (yCA=:a!, 

woraus  folgt,  dnss  von  den  drei  Kreisen,  welche  dnrrh  je  zwei 
Ecken  des  Dreiecks  und  den  Punkt  O'  gelegt  werden,  jeder  eine 
andere  Seite  in  einer  anderen  Ecke  berührt.  ' 

Ausser  diesen  eben  bewiesenen  gemeinsamen  Eigenschatten 
der  Punkte  O  und  O'  ist  noch  zu  merken,  dass  die  Tbeile,  in 
welche  das  Dreieck  durch  (üe  Scheitellinien  des  Punktes  O  ee- 
theilt  wird,  ähnlich  sind  den  Theilen,  in  welche  ABC  durch  die 
Scheitellinien  des  Punktes  O'  ij;etheilt  wird.  Denn  als  Summe  der  ^  ^ 
Aussenwiokel.^ei'  aoli^enden  Dreiecke  ist:  "... 

j^AOB=^(B^C),  ^BOC^Z.iC^A),  .^COA=^^{A^Bi, . 
^\m-A  =180— B  =180— C 

^AOfC^4(JB^C),  ^BO!A=;^(C^A},  ^CO'B=^(A^Bj; 

=180-^"^  ^m^B  =iso-c 

daher:        "  ...  . 

^AOBco^AO'C,  AJ^OCo<)^BÜ'A,  ^COAcsj^^COB. 

Auch  diese  Dreiecke  werden  noch  in  ähnliche  Tbeilc  getheiit^i 
woraus  folgt,  dass  die  Sl^itellinien  in  O  und  O'  sich  unter  Win- 
keln sclineiden,  welche  den  Drciockswinlv-rln  gleich  sind  ;  eine 
Eigenschaft,  welche  diese  Punkte  Tuit  dem  Höhenpunkte  und  dem 
Mittelpunkte  des  ^umbeschriebeneu  Kreises  tlieilen. 
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Der  Pirolrt  O  fllhrt  mm  m  folgender  Anfltoung  des  ziveiteD 
Falles. 

Man  suche  in  dem  ge^ohenen  Dreiecke  ^4 (Taf.  VIII.  Fi^. 5.) 
den  Punkt  O  und  ziehe  (JA,  OB,  OC;  trage  dann  an  diese 
iScbeiteiliuieu  nach  der  Seite  des  Wiokels  JP  hin  in  O  den  gege- 
beoen  Winkel  9     an,  so  dass 

nnd  Torbinde  ä,  b  und  c  mit  einander,  so  ist  ^abc  das  verlangte 
Dreieek. 

.   Aucb  hier  Ist  zu  bevreisen : 

1)  ^abeoo^ÄBa 

Aus  der  Consruction  folgt: 

Z,ObA=^OeB=:^OaC=zati-ip, 

daher 

Z.  00 A  +  ^  OaA=2^  OcB  +  ^  ObB=:^  OaC-{-^  OcC=180, 
d.  h. 

ObAa,  OcBb,  OaCc 
sind  Kreisvierecke.  Man  hat  also 

^Oaös2^0AB»  ^Obes=Z.OBC,  ^Oea=z^OCA 

oder 

^Oacz^,  ^Oba==a,  ^Ocb=:x, 
Addirt  man  die  über  einander  stehenden  Gleichungen,  so  findet  man 

^cab=z^CAB,  ^abc-j^ABC,  ^bea^j^BCA, 
was  bewiesen  werden  seilte. 

S)  jLAba^^Bcb^^Coß^^ 
Aus  den  Kreisvierecken  ObAa,  OcBb,  OaCc  folgt: 
^AOass^Aba,  Z,BOb=^Beb,  ^COe^^Cae 

oder 

j^AOa^^BOb=::^COe^^i 

tUgilch  auch: 

^Massi^Beb^^  Csesa^. 

*)  Der  Bequemlichkeit  der  Zeicboung  wegen  Ut  der  Wbket  9  in 
den  beiden  Folien  nicht  Ten  g^mehOr  i' 
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la  Beziekung  auf  ^aöc  verdient  nocb  boraerkt  sa  werden«  dmm 

j^Oac=Z.Oba=:j^Ocb—x, 

d.  h.  das8  der  Punkt  O  ftbr  lieldtt  Dreiecke  ABC  vnd  übe  die* 
«elbfs  Bedeutung  )iat, 

«.7. 

Die^r  Fall  )ä«st  vier  Lü&ungen  zu,  welche  iq  den  Figuren  5. 
und  ö.,  7.  und  b.  auf  Taf.  VIII.  dargestellt  tfind«  Mem  man 
Fieur  5.  und  6.  den  Winkel  <p,  in  Figur  7.  und  &  den  Winkel 
360 — 9>  nuf  die  foi^geeekriebene  Afi  angetragen  hat  Von  diesen 

vier  Lösungen  liefern  je  zwei  congruente  Dreiecke,  indem  ^abc 
(Fig.  6  )^Xn'fyc'  (Fig.  0.)  und  Aoft''  (f'ig-  7.)^  Aa'^'C  (Fig.&) 
Der  Beivel.s  dieser  beiden  Congruenzen  ist  folgender. 

Aus  der  Construction  erj^ehen  sich  fiajgende  AehDÜchkeitea : 

^AOCco^aOc,  /\BÖAcs:>\bOa,  (iCOBekd^ieObi 

^A'O'Cco^a'Oc',  £^BO'Ä'Q\j\b'0'a%  XO O' B' co iS^c' b' 

und 

X^OttOj^AOfa',  XBOJßCsj^iJifO'b',  ^COeco^CO^cf. 
An«  den  Mden  ersteren  cigdbcp  sich  filgeBde  Ptfopotlioncn: 

AC:ac=OAiOa,  BA:ba=OB:Ob,  CB:cb=OC:Oc; 

und  ans  der  dritten  hat  man: 

■ 

woraus  folgt: 

ACia4!=A'Cia*e^,  BA\ha^B'Alx¥a'^  CBxek^CB.ei^, 
Da  aber 

AC^A'C,  BA^BfA,  CB^CBi 

so  ist  auch: 

ocssaV,  6as6V,  eb=i/b^i 
was  zu  beweisen  war.  ^ 

3)  Trigonometrische  Auflösung. 

§.  8. 

Aus  den  Dreiecken  AGB,  BOQ  COA  (Taf.  VliL  Fig.  3.)  folgt: 

•  OJffski  irc=  Oi<  sin  (4 —a?) , 
OCsma:=:OBsui{ß-x), 
OAamx=OCsm{C—x), 
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Mnltipliciit  man  diese  drei  Gleichungen,  so  ergiebt  sicli  als 
specieller  Fall  eines  bekannten  Satzes: 

Diese  GleichuDg,  scheinbar  von  höherem  Grade ^  ist  in  der  Tbat 
nur  vom  ersten  Giade»  wenn  man  tgx  als  Unbekannte  daraus  ent- 
wickelt. Wir  wollen  folsenden  Gang  der  Eotwickelung  einscUa- 
gen.  Durch  Auflösung  des  Productee  rechls  vom  Gleichheitszei- 
dien  erhält  man  zunächst: 

dann 

ssieiMk(A-i-B -  C-a!)-^l sin (A  +  C-B-^a:) 
'  - 1  dn  (A^B-I-  C— 3«)  - 1  sin       C  -A-a); 

da  aber  ^  +  ^-f  C=180,  so  wird"  " 

sm    + 1  sIdS^Wi  [sin  0^+^) + 8in(2i?^;iO+6in 
SS  I  eos  (si  D  2ii + sin  21?  -I-  sin  2  C) 

'   ^  '{'ls\aa:^C9^^A^cos2B-^cos2C)» 

Vereinigt  itian  Jetzt  t  wieder  ftfie  Sunimen  in  der  Paienfliese»  so 
hat  man: 

■ 

,  ♦  siu     +  isin  3a:  =    cos  a:  sin  A  sin  Äsin  C 

—  sin  X  cos  A  cos  Bco&  C —  4  siu  x 

* 

oder 

•    *•  * '  >  «in    -f  I  sind««  4-  i cos^sin^  sin^sin C 

— *8in;rco8  ilcos^Bcos  C 

Nun  aber  ist  belranntlicb:. 

aindo; =3  sin.T  —  4  sin  , 

also 

sin  X  ts^n  'd?  -f  i^in  ^-^i  sinor. 
Man  erhält  daher: 

sin«  (1  -|-  cos  A  cos  jffcos  C)  =  cos  »*BinA  sin  B  sin  C » 
und  endlich :  . 

sin^sjnlgsinC 
1 + cos  il  cos  Bcos  (f 


Noch  einfacher  erscheint  tler  Werth  für  die  TotansiPiite,  der 
hier  abgeleitet  werden  soll«  weil  er  in  der  Folge  eine  Anwendung 
findet. 

Es  ist  nämlich 


1  +  cos  A  cos Bcos  €—  1  +  cos  A  (—cos  A  +  sin  Bsva.  €} 

=sin  ^A  -f  sin  ^  sin  Ccos  A 
= sin  4  ßva     4~  Q  +     ^  ^'^^  Ccos  A 
^sssmAtAti  ß  €08  C  -K  sin  /I  sin  C  cos  S  +  sin^fi  sin  Ccos  il. ' 

Dividirt  man  diesen  Ausdruck  durch  sin  ^  sin  ^in  C,  SO  erhält 
man : 

ctga:  =  ctg^  +  ctgi?  +  ctgC  , 

J.  9.  •    .  . 

.  So  einfach  auch  der  zidetzt  gefundene  Ausdruck  für  ctgo;  ist^ 
SO  ist  er  doch  nicht  für  die  Untersuchung  geschickt,  wie  sich  x 

mit  dfn  DreierksH  uikeln  A,  R,  C  ändert.  Cm  für  diesen  Zwedk 
umzuibrmeu>  wollen  wir  ctg^-|~ctgC  vereimgen  und  erhalten  dann: 

und  wollen  dann  -dt=90— +  4  und  C=90— iß setzen 
Dies  giebt: 

 sing  

w  o  24==i-^  —  C  ist.  Es  soll  nun  zuerst  die  Veränderung  von  x 
fiir  ^=0  oder  im  gleichschenkligen  {Dreiecke  untersucht  werden» 
HOr  welches  .        *  \ 

;     '  :    V         '  SU\B      ,  ^    »       2(1  — COS g)  ,     ,    „  -     ' I-. 

"  sinÄ 

Hieraux  foluft,  dass  ctjr.r  >  ct!^  jB,  aisoa;<ß,  dass  also  stets 
kleiner  i^t,  als  der  Winkel  au  der  Spitze  des  gleichschenkUgea 
Dreiecks,  ferner,  daes  c^d?  immer  positiv  ist,  also  sc  un  ersten  Qua- 
dranten liegt.      .  ,  .       '    "  *  \- 

Setzt  man  för  B  die  Werthe  J?=rO  un^  B^l^,  so  wird  fllr 
beide  Werthe  cts.r=x,  .r=0;  es  wird  also  zwischen  B=:^  und 
g= 180  einen  Werth  ^ehen,  Hlr  welchen  o;  oiti  Maximum  wird. 
Die  allgemeine  Methode  liefert  dafür  die  Bediugungsgleichung 


4  \ 


so  dass  also  X  Rir  das  gleichseitige  Drejiück.  ein.<  Maximum  wicd. 
Man  erhält  nämlich:  '  •<     '  ■ 
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Dieses  Resultat  erscheint  auch  bei  einer  andern  Betrachtung, 
welche  weiter  unten  folgen  soll. 

Wir  wollen  jetzt  B  constant  annehmen  und  in  der  Formel 

sin^  _ 

I  wachsen  lassen.  Da  angenommen  wurde  ^—(90^ — '\B)  —  |,  so 
wird  ^  nur  von  0  bis  90 — i^Ji  oder  sin|  von  0  bis  C(m\B  wachsen 
küonen;  es  wird  also  auch  in  den  ungleichwinkligen  Dreiecken  x 
stets  im  eisten  Quadranten  liegen  und  dabei  nm  aö  kleiner  vfei' 
d^n,  je  grCa9«r  {  witd. 

Fasat  man^  da«  Vorho^ehende  znsammen,  so  kann  man  sagen, 

dass  X  für  das  gleichseitige  Dreieck  ein  Maximum  ist  und  um  so 
kleiner  wird,  je  mehr  sich  das  Dreieck  von  der  Regelmässi^keit 
entfernt.  Bleibt  das  Dreieck  gleichschenklig,  so  haben  die  Drei- 
ecke einen  gleichen  Winkel  x,  deren  Winkel  au  der  iSpitze  durch 
die  Gleichung 

verbunden  sind* 

?  10.  ' 

Für  den  Punkt  O'  fTaf.  VIM.  Fig.  4.)  wird  man  einen  Winkel 

X  finden,  welcher  j^leicn  ist  dem  Winkel,  der  für  den  Punkt  O 
gefunden  wurden  denn  man  erhält  dieficibe  Bedingungsgieichung 

afai  '«ssab  am  {B^x)  ain  (C— ar), 

aus  welcher  für  dea  Punkt  O  der  Werth  fär  tgo;  und  ctgd;  abge- 
leitet  wurde. 

§  11. 

Um  in  Taf.  Vlll.  Fi£^.  4.  alles  durch  Rechnung  bestimmt  zu 
haben,  wollen  wir  die  Werthe  der  SciieiteUinien  hieher  setzen. 
Sie  sind: 

o^=^S'  ««^=^*^5^§' 

aÄ=A^  «-^-^S  o-c^Bc^l- 


')  Den  Wbicel  \B'  toum  man  oonitmiren,  wenn  man  in  einer  Ellipse, 

deren  Axen  a  und  b  so  beschaffen  sind,  das«  ^=:tg300,  einen  Darch- 

meiter  mit  der  Neigung  \B  gegen  die  grosse  Axe  sieht 
coi^ja^irten  DurchmeMer  tncht.  Seine  Neigung  ist  \ßU 
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Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  Grösse  von  OO*  zu  bestimmen. 
Dies  K^chieht  am  einfachsten  mittels  4es  Dv^evks  BOO',  aus 
dem  Mch  sogleich  erglebt: 

OCy^ssiBO* + JBO'^^^BO.BO*  cos  (B^%t), 

*  », 

Da  jedoch  00*  in  Beziehung  auf  die  StQcke  des  Dreiecks  eine 
symmetrische  Function  ist,  so  muss  sie.  sich  «ich  so  transforml- 
ren  lassen ,  dass  sie  auch  die  Form  einer  symm^rischeik  Function 
liat  Zu  dem  Ende  wollen  wir  setzen: . 


und  erhalten  dann : 

^^i«    i^C^sin'^/sin^J -f- sin*C    2siny4sinC     ^„   ^  v\ 

Für  (sin^A-k-em^C)  Icann  man  setzen  (sin^jB+Ssin^sinCcosi?), 
so  dass  , 

AC*sin*x/,  .  ^sm^/sfaC(eogJg->cos(ir~^aar)A 

  sie  — . 

oder,  wenn  man  die  beiden  Cosinusse  vereinigt: 


00' s 


JC^sin^A  .  .  slnilslnCain(2r^;7)\ 
 (l^4sm*  gjqA  ^J. 


si™ 
Nun  aber  fiinden  wir 

ctgj; — ctgÄ=ctg-<4  +  ctgC 


oder 


sin(.g — 3?)        sin  B 

ninBmn^     sin  ^  sin  C 


woraus  sich  ergiebt: 

sin  il  sin  C  sin  (iff  ar) 
^   S5äg  =sina?. 

Es  wird  daher 

00'*=  (^)*«iii^a*l-4siii2j:). 
Diese  Form  ist  symmetrisch«  da 

^AC^_BA  _  nc 

sinU  ""sinT^"  steil  ~  ^' 
wo  r  der  Radius  des  umbeschriebenen  Ikreises  ist. 


Digitized  by  Google 


Vm  Aen  Werth  von  Ofj'  für  die  logarithmisdie  Berechnung 

;inzurichteii,  schreiben  wir  '  ' 


einzun 

und  bedenken,  ddas  f  =  sui30;  dann  hat  inau 


♦1 


und  endlich 


==  16r!>8in%8in(30f  x)  sin  (aa—f),* 


OO'  =4r  «In«  V8in^(rF^in(3Ö^=^ 


Oa  OO'  fanmer  eine  reelle  ChrSese  bt,  so.  mms  si 
immer  positiv,  d.  h. 


sein  ,  ein  Resaltat,  weiches  mit  dem  g.  9.  gefundenen  übereinstimmt. 

§.12. 

0ie  Grösse  der  Seiten  des  elnbescbriebebenDreiecIcsXTaCVIlL 
Fig.  und  6.)  hängt  von  dem  gegebenieii  .Brakel  9  ah.  Es  ist 
nSnilich: 


OiaO=ßOibO=;zCOi€0  —  amia!+q>liBmx, 


aber  au 


Man  hat  also: 


^AC:ac:=zßA:ba:=CBicb. 


8in(«-|-9)' 


8in(d?-|-^) 


Wird  statt  <p  der  Winkel  350—0?  c^enommpT^  so  erhält  man 
die  Seiten  der  Dreiecke  Taf.  Mli.  i:ig.  7.  und  8.;  sie  werden: 


sin« 


amx 


sm  («^  9») '  sin  {x^ipy  sm(j;  — ^) 


lieber  die  Bestimmung  eines  tte^el- 
schnttl»  durch  fttnf  sesebene  Punkte. 

V  Von 

,  dem  Herausgeber. 


Die  ailgeineine  Gleichung  der  Kegeltschnitte  öder  der  Linien 
des  zweiten  Grades  ist  belranntlich  « 

« 

Wenn  nun ,  -    •  - 

die  Coordinaten  von  fünf  gegebene.n  Punkten  sind,  durch  welche 
ein  KeseUchnitt  bes^fafieben  W€tAeh  im,  so  bnt  man  zorBesfim- 
mang  cter  Coefficienten         'r ' 

deren  Anzahl  sich  aber,  wie  auf  der  Stelle  erhellet,  und  hier  wohl 
kaum  noch  besonders  erinnert  zu  werden  braucht,  eigentlirb  auf^nf 
redudrt»  die  fotgenden  fiinf  Gleichungen  des  ersten  Grades : 

!Ayi^  +  Bxiyi  +  Cx,^  +  %i  +  Ea:^  +F=0, 
^ya«  +  Ba:^,^  +  CV  +  %  2  +  ^-^2  +  0, 
Jya«  +  jBarsyg  +  0^-3«  +  %3  +  ^^s  +  f  =  0,  . 
^^4«  +  Ba:^^  +  Cr^^  +  />y4  +  Ex^  +  F^0, 

welche  also  zur  Bestimmune  der  gebuchten  Coefticienten  iiiurei- 
chen,  woraus  daher  ersichtUeb  isfy'ilass  durch  fthif  gegebene 
Punkte  ein  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  vollkommen  bestimmt 
wird,  was  auch  längst  bekannt  ist,  und  sich  in  jedem  vollständi- 
gem T^ehrbuche  der  Theorie  der  Linien  des  zweiten  Grades  aus- 
gesprochen findet'j  ;.  : 


=0, 
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So  einfach  unrl  sich  in  der  Tbat  ganz  von  selftst  darbietend 
dies  aber  auch  ist,  äo  ist  mir  doch  nicht  bekannt^  da^s  die  obigeo 
fttnf  Gleichungen  des  ersten  Grades  schon  wirkfich  aafgelOst  und 

die  gesuchten  CoefBcienten  durch  die  zehn  gegebenen  CoordÜnaten 

in  völlig  entwickelten  Ausdnirken  dargestellt  ^vo^den  wären,  was 
mich  veranlasst,  eine  von  mir  gefundene  vollständige  Auflösung 
dieser  Aufgabe,  welche  allerdings,  wenn  man  sie  nicht  mit  eini 
gern  Geschick  anfasst,  in  nicht  geringe  Weitläufigkeiten  föhren 
kann,  in  dem  vorlie'^enden  Aufsatze  mitzuth eilen,  und  daran  zu 
gleich  noch  einige  andere  Betrachtungen  zu  knüpfen. 

Zuerst  erhält  nian  aus  den  fünf  Gleichungen  "2)  darch  Subtrac- 
tion  auf  der  »Steile  die  vier  folgenden  Gleichungen : 

^  j  +  ^3^2— ?/3)  +  Eix^—a^s)  ' 

Ueberlegt  man  aber,  dass  überhaupt,  wie  man  durch  leichte 
Rechnung  findet: 

(«"         (»I  — -  («k*— «i*)  (t>— «i) 
Ä  —  (« — f>j )  (»1  —  t>a)  (ra  —  r) , 

,     («— tti)  {vi  — ra)  — («1— M2)(ü--©i) 

1 

i=  M  (»1  —     -f  Ml  (i'a — I?)  +  i^a  (t?  — 

r 

ist,  so  wird  man  sich  Iricht  Tüir  der  Richtigkeit  der  drei  folgendeo 
Gleichungen  überzeugen: 

•  »  » 
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+  l>{y3(ar4-a:5)  +  7/4(:r5— .ra) +^/^  (^3-^0:4)}  ) 
Nun  ist  abef.  wie  man  leicht  tindet^  allgemeio:  . 

=ss (t?i  —  ra)  I    u  (»1  -  r^)  (r^  - 173)  (rg  —  ri) 
-  «1  3)  (ra  — »)  (v-^Vf^) 

+  Ha  (1J3 — r)  (0  -  t>i)  (»i  -  P3) 
— 1%  (t>i —«4)  (ra—ü) 

und  man  hat  daher  die  beiden  fotgeDden  Gleichungen: 

«) 

—ya'-^  0^3-^4) (^1-^3)  /  I 

— aÄj^(ar3— a:4)(a:4— a:,)(ar,— 0:3)  f  .  q 
~^4y4(-2'^i^^('^a~^a)(^a— ^1)  /l 

— ^•(a?4  ~^ö)  (a?a^*<^(«i-»4> 

— y&*(^2— '^3)  (^'3—^4)    4 — -"^a) 
+  B  i  «aya(^— "^»^4)(<^4-^ö)(^A— ^3) 

+ «iy4(*»-^)(*t-^)(^— *«) 

-^ya  (^4  — (^8 — ^2)  (^2—^4) 

+y4(«i— «8)(«8-fft) 

Der  Kürze  wegen  woUen  wir  diese  beiden  Gleichungen  durch 


29« 

bezeichneD,  wo  die  Bedeutung  der  Synibole 

P,  q>  r,  Pi,,gi» 

aus  der  Verg^eidiung  mit  dem  Vörhergehenden  von  selbst  erhel- 
len wird, 

Entwickeln  wir  nun  durch  gewühnliche  MultipUcation  die  Grusle 

so  erhalten  wir  für  dieselbe  nach  einigeu -leichten  Reductiouen  den 
Ausdruck:  .    .  . 

yiy^iyi—y2)ppi 
'  ~-y\yziyi~yz)pqi 
-^?hy*(yi-ydpn 
'^ymiyt-ydpp 

^  +yiyö(y4— 

N^n  ist  aberj  wie  mam  ebenfalls  mittelst  leiehfer  Rechnung 
findet: 

und  iBr  die  obige  Grösse, .  welche  wir  der  Kürze  w^en  durch  Q 
bezeichnen  wolßn,  erhSlt  man  also  den  folgenden  Ausdruck: 

7)  Q=  mi^2(2/l-^2)-(^»-^4)0P4-<*ft)fe--^s) 

-  PUiyz  (yi  -yz)  •  («4-^4)  (*4-^ä)  (^5-^) 
(ya-y«)  •  («4-^) 

+«r8y4(y3->4)  •  -«i)  («!i-a?e)  (ar^  -a^) 
-^PjraÄ  te-Äs)  •  (äi--iKi)(^--a?4>(af4  -•'«k) 
+P3Wr«Ö^4-Ty«>'0«fi--*jD(ai-^Ji5i)(ar$  -«i). 

.t  «'.M  ►  •  •         ••- .  II      .  ■  I    "   ..  ;^  , 
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Entwickelt  num  ferner  adcli'die  GtOese 

durch  gemeine  MultiplicatioD^  so  erhilt  man  für  diesellie  nseb 
einigen  leiditen  Reductionen  den  Ausdrucks  . 

Führt  man  aber  in  diesen  Ausdruck  der  obigen  GrJJsse,  welche 
wir  der  Kürze  wegen  durch  bpzeichnen  wollen,  die  schon  vor- 
her gefundenen  Ausdrücke  Ten 

und  auch  i'ür  die  übrigen  Grössen  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten 
Auedrfleke  ein,  eo  erhXlt  man  fiOr  P  den  folgenden  Auedmck: 

•    8)  pyi3f2(^  — ara) .  (xg  ~.r^)  (^4—075)  (^6~^8) 

+Pafk3f-»(«i— «4)  •  (ärs'-iPs) 

+P3toy4  («a—^ö)  •  (^n  -^3)  (^3  -^4)  (^4— «i) 

Wegen  der  Gleichungen  6)  haben  wir  nun  offenbar  die  Gleichung: 

9)  ilO+^feO. 

Entwickelt  man  ferner  die  Grösse 

-  (ft»i*-«iÄ*l^y4*-W»^  (P*iÄ  "*  9^ + ra^8— «riSfJ 
TheU  IX.  ao 


durch  gemeioe  MultipttGatioii»  8o;eilifilt  man  liir  dimllie  de»  Ans 
druck : 

■{■yiVbi^iyb-^&y\)pv 
—2/3^/4  (a?3.y4-^4ys)("*i— 

und  wenn  wir  nun  wieder  alle  erforderlichen  Substitutiouen  vorneh- 
men ,  die  obige  GrüMe.  abev  ^des  Kürze  wegen  durch  bezeichnen* 
so  ergiebt  sich: 

10)  jS=s  —  P7fiyt  (^lya— ^a^i )  •  ('^3—^4)     — -a^s)  —^3) 

•  ^pytyd^iyi--X^{).{x^~x^){x^-a:,^){x,~:r.2) 

+ pyiy5  (^1  y*— ^»yi)  •  (^2—^3)  (^3  --^4)  (^4  -^2) 

~  py^y*  i^3y4~^4yz)  •  (^1  — ^ä)  (-^^»-^  J(^5— ^1) 
i»yjy»  (^»y»— -»»ys)  •  (a^i  t^^^^^X«**-^!) 

Wegen  der  Gleichungen  6)  haben  wir  aber,  wie  sogleich  in  die 
Augen  nllen  mtd,  die  (äeichung 

11)  uiiSi  -  Z>1>==0.  , 

Ana  den  Gleichungen  9)  und  11)  ergiebt  '^icb 

Ä       B  D 

und  man  kann  also  offenbar. 

setzen.  Weil  aber  die  drei  Gröben  P,  6  Ut^ii  gemeiußchuil- 
Uchen  Factor  p  haben,  so  ist  klar,  dass  wir^  wenn  ärzer 

I        '  4  '"-'-V.'    ■  :, 
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•   •  yiy2(«k— Ä'2).(ir8-:rJ(.r,~.T,)(a?,-a:3) 

—  4?4) .  -a?,)  (ar,  J(;r ,  -a:,) 
+ »(a?« .  (n-;p,)  («il-a?,)  (arj-ori), 

ferner 

13)  (^'z^:  yiyi(3fi-3(i).(ars-a?4)(«4-j|?4Xir,^,) 
^3^a('»(3ti —S'Si)  •  (Äi--:i?4)(*4--^5)0P5 --ar») 
+^13^4(^1 -3^  J .  (ara-.ars)(3r8-j:,)(ar,— :ra) 

—  Cyi  -^y») .  (^2-^3)  (»r3~i?4)(^4 

'  +W3(y2-y3)-(^i~^4)(ir4-<r,)(ar,-a:i) 

-  '       —.^4  (ya^y^)  *  (^1  -^s)  (ar»  -a?4X«r»  -ari) 

-  +aÄy»(3^~y»)/(ä:i-Äfe){j?3-^4X«4--^^ 

'  ' -^y^yii2/i--T^)-{^i~x^{xg,-^x^^^ 

und  ;  • 

14)  Ä' = -  y,y^  {x^y^ -x^yi) .  (X3  -.r 0(^4~^»)(ar4-:r3) 

ja  ~  y^y^i^iy.  ~x^y^) .  (^^  --a;3)Ca:3  -x^^ix^^x^) 

-y3y4(««y4-«4y ») .  (^i-aiJ(a^-a:,Xjir5-.^) 

^  +y>y»(«4,va-«»yO(^i-irft)(«i-ar4X«4-«i) 

gesetzt  wird,  auch 

15)  J=/>',  ^«-Q',  iD=Ä' 

ceteen  können* 

20* 
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Aus  der  Foim  der  Gleichuns  1)  geht  nan  auf  der  Stelle  ued 

SftBz  Ton  selbet  herFor,  dtiss  sich  die  Werth e  von  C  und  E  erge- 
en  müssen,  wenn  rp«;pertive  in  den  Ausdrücken  von  ^  und  Dd'ie 
Symbole  a  und  ^  gegen  einander  vertauscht  werden.  Setzen  \^  ir 
al80 : 

+ *a*t  öa-y »)  •  (yi— ^4)  (^4^»)  (y»-yi) 

-  dsiid;«  (ste-3f «)  •  (afi    »)  (y  »^»)  ör»  -yi) 

•f  d:^»  ^»~y*).(yi— srt)(y«-y4)(3f«-jri) 

+  araar*  (fft-^y*)  •  {^ji  y-i)  iyi-y^)  iy^  -yi) 

—  XiXt  {yi—y^) .  (yi-yz)(y2-yd{y4,~yi) 
+ a?4^»  (y*— y») .  (yi-ya)  ya)(y»— yi) 

und 

17)  2*=  iria:t(^iy»-^ayi)  (yj— yO(y4-y5)(ys-yO 
—^1^3  (^1  ya  --^3.vi ) .  (ya-y  4)  (y^—yO  (y^—yi) 

+  aria:4(a:iy«--ar4yi) .  (ya-y*)  (y.-y  s)(y6-y4) 

-  a^ar*  (ßiff^—w^fßi) .  (ya— y.)  (y.  -y4)(y4~ya) 

+ «ria?»  (a^sf.-^iysi) .  öri-y4)^4-y»)  (y.  -^yk) 
— a!!,af4  («Mf4— ^4yi8)  •  (yi  — y  B)(y  >-y  5)  (y  5  -yi) 

+  araXs  {x^^—x^y^) .  (yi  -y«)  i^^—y,)  (y  4-yi) 
+  ^53-4  (x,yi—Xiy3).(i/i  -y2)(y2-y^)  iy,-yi) 

—  ar^JT»  (ar,y  4 -ar^y  3) .  (yi -y2)(y2—y  4)  CV4 -yi) 

+ «4«,  (ir43f^-na?.y  0 » (yi      (yia-y  •)  (y  .—yk)» 

HO  Ä'  aus  jP,  T'  aus  *S'  durch  Vertauschung  der  Symbole  x  und 
y  gegen  einander  «rbaltea  wird,  so  ist 

18)  C=Ä',  £=3r. 

Ans  der  Gleichiniq  1)  geht  zwar  aueh.Ton  selbst  hervor,  dass 
der  Ansdmek  yon  ^,  d.  h.  die  GrOsse  Q',  ungeaodert  bleiben 
muss,  wenn  man  die  Symbole  arund  7/  ge£2:en  einander  vertauscht; 
da  es  Jedoch  interessant  ist,  dies  auch  auf  dem  Wege  der  Rech- 
nung nachgewiesen  zu  sehen ,  so  wollen  wir  diese  Entwickeluag 
jetzt  noch  geben. 

ZnvOrderst  Qberzeugt^man  sieh  dorch  ganz  einfache  Recbnims^ 
•dass  überhaupt  ^  ' 

(tt^»)(i>— w)(io— «).  ... 

=^  9)  +  iw(ü— m)  +  lMt(lO— I»)) 


ist.  Also  ist  nach  13) : 
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und  folglieh»  wie  bidit  erheUen  wird:' 

■  +^i^^(^i—^i)\yfi&*(y%~y0-^yiy,(yi-yt)-^yiy9,(2fi~y2)\ 

—  av?«('a^a-.i«^3)  Iyiiy4(5fi--y4)+y4y5(y4~y,)-|-y»yi(y6-3fx)j 

^»^Bi— «»)(yiy  >(^*-y  + 3r»y  4(^,  -y«) + .V4yi  4  -yi)] 

— ar3a?4(a?3— a?4)Jyiy2(3^i  -y'L)^y7y^(yt—yf>)  -i-y^yiiyi—ytl] 

\  —  a?4a7ft(^4— ÄTft)  (yiya(yi— ya)-^yayt(y»— y*)+ yayiöf*— yi)l; 

daher  ist  uach  der  obigen  aUgemein^n  Relation: 

Q'sd  X^X^{Xi-X^,{y^-'y,){y^-)f,)iif,--y^) 
-  '''-XiXi(Xi—Xs).(y2-y,)(y^—y,)(if,—y^) 
f  ■       ^  +^1^^^1—3:4) *(y2-'yi)(y^-yj{y,-y^) 

) -^ia;6(a7i-a;5).(yt--y3>(2^»-y4)(y4-y2) 
^         j  +ara^»(«Ä~a?t).(yi^4)(y4--y»)(äf»-3fk) 

y  -j-  X^t  (X^r-Xt) .  (1/1  ~y,)  (y  3  — y^)  (^4—^1) 

'ersleieht  niaa  aber^diesen  An^dmck  der  Grosse  Q'  mit  dem 
Ausdracke  1^)  dieser  Grösse«  so  erheiiet  auf  der  Stelle,  (toss  der 
letztere  ungeHndert  bleibt;»  ween  man  ydte  Symbole  x  und  y  gegen 
emaader  vertauscht«  . 


c, 


m 

WeiHi  auch  Im  Vorh<^hMideto  - 

A^P',  B  =  —  Q',  C=::U',  D=zS\  £  =  7^'' 

gesetzt  worden  ist,  so  ist  doch  zji  bemerken,  dass  die^  nur  der 
Kürze  wegen  gei^chehen,  und  allerdinge  eigentlich  biose  '' 

iet  , 

BIvtdireo  wir  iiim  aber  die  Gleichung  1)  diprcb  ev  erhal 
ten  wir  4  * 

alao,  wie  leicht  erhellet: 

w     y  y     w      y  y 

Vergleicht  man  aber  diese  Gleiebung  mit  der  Gletcbung  1), 
so  wird  auf  der  fijtelle.  erhellen,  dass  man  das .  Verhftitnies 

.■  F.C 

aus  dem  vorher  gefundenen  VerhSItniase 

erhält,  wenn  man  In  letzterem  iür  die  iSymboie      y  respective 
-  setit.  Dadarch  erglebt  alch 

v'  y 

*      yiy^Kyi  W  Vy*   yJyy*  yJ\y^  y»J 

yxy»\yi  y^J'Kyi'^yJKyt'^yJKy»  yj 

4fsi**  \yt  yJ  *\y%  yJ  \y%  ^  yJ\y^  yt/ 

^yiv\yi  yJ'\i/2^yJ\y^    yJ\y*  yJ 

y2yAf/2  yJ\!/i^yJ\yi    yjKy^  uJ 

^z3^4\y2  yJ\v\    yz)\y%    yJKyt  yJ 


y-iy 


yiyt^ \y^  y*^  \yi  yJ \y*  yJ  \y^  yJ 

y»y*  \y»   yJ '  \yt  yj\y»  yJ  Vy»  »1/ 

yaS^Ay.   VJ'Kyi  yJ\yl  yJ\y^  yJ 

y*yAyi    yj'\yi  yiAy*  yj\yi  yJ 
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ly/i    lyi-  i VJi    n  ' 

.  ,  V,-- .»3f%y«Ay«  yJ  xui   yJ\y^  yJ\y^  yJ 

y^u^Xy.  yJ  \yi  yJ\}h  yJ\v*  yi/ 

y*yi  \y*  yJ  \y%   yJ\y%   yJ\y^   yJ  ■ 

.    .  •• '  .  .'1 

Multlplicirt  man  nun  die  beiden  Glieder  des  zweiten  YerbSIt- 
niesee  mit 

yi^y^^y^^ii^^y^^y 

so  erhält  man:  . 

+  («4y6— «ay«) .  (^iy«*-^«yk)  (««y»— «»y«)  («»yi— «iy>) 

:  a-io:,  (yi-^a) .  (ys— y4)(y4— y (y *-^») 
— -n '^•3  ^yi—yd'(y^^yd(yi^/i)  (y»— y«) 
+^iA*  <yi-y4)-(y*— y.)(y»— y5)(y»-:y«)  •  •  y  . 

— afia?»  Cvi-^»)  •  f**^«)(yt— y*)<y4-^») 
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+  ar^,  .  (5i-3^)är^4)(3f4--jri) 

— ar>5  (y»— ys) .  (yi-^a%t*^4)(y4— 3fi) 

^  +X4a:5(«4— ^6).(yi— yi) 

d.  L^nach  16)«  ir^Qo  .wir    )\  ,       -  j  \ 

'   — (^1^3— a:a.yi)./j;,y4-'*4ys)(^4y5— ^5^4)  i^^y^-^ty^) 

"  — C^a^4— ^43^z)  •  (^1^3—^33/1)  (^33^*— ^»3'3)(^*yi— ^ly*) 

+  (^2.y5— -^»ya)  •  (^1^3 -^3^1)  i^zy^-^m)  i^^yi—^iy*) 

setzen:  •  V '        ^\  \  ♦       /  ' 

imd  weil  null  Dach  dem  Obigen  CssB^  ist,  «0  ist 

20)  F=  V*. 

Also  sind  Jetzt  alle  seclis  Coeflicienteo  der  GleieliiiDg 

dc8  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte,  deren  Coordioaten  x^  ^| ; 
^«»  ya;  ^a»  ^3;  ^4»        *^5»  gehenden  Kegelschnitte 

durch  die  rormehi  15),  18),  20)  mit  Bezug  aoT  die  Fonnelo  13), 
13),  14),  16),  17),  19)  volbtändig  bestimmt. 

Wenn  sechs  Punkte  in  i^iiem  Kegelschnitte  liegen  sollen,  so 
denke  man  sich  den  einen  derselben  als  Anfang  der  Coordinaten 
ans:enommen,  und  bezeichne  die  Coordinjiten  der  fünf  anderen- 
Punkte  wie  vorher  durch     {  t        *..   •-•  \' 

2fif  «a.  y«5      $ii  4r«/3)i;  W;  y». 

Ist  nun 

die  Gleichung  des  durch  die  sechs  eeeebenen  Punkte  gehenden 
Kegelschnitts,  so  erhält  man  natürlich  Tür 


Digitized  by  Googl 


§anz  dieselben  Werthe  wie  Toiher»  weil'  iKeser  ItegelschDitt  dav^ 
ie  fünf  Punkte 

(^lyi)*  (^a^>  (^3^3)*  (^4^4)*  (^»y») 

geht  Wdl  derselbe  aber  auch  durch  den  als  Anfang  der  Coordl- 
naten  angenommenen  sechsten  PuoiLt  gehen  soll»  so  niiiss  die 

Gleichung 

auch  för  a;=0,  ^  —  0  ertiillt  sein  ,  d.  h.  es  muss  JP=0,  folglich 
nach  dem  Vorhergehenden 

--  {x^y^r^x^^)  >{xiyz—x^^){Xijif^—x^{x^i—xijf^) 

«ein,  welches  also  überhaupt  die  ßedingnnirsf^Teichung  ist,  die 
Statt  finden  muss,  wenn  die,  sechs  ^egebe^^D  Punkte, in  einem 
Kegelschnitte  liegen  sollen.  •       .  ' 

Wenn  wir  die  sechs  gegebenen  Panicte  durch  M^»  -Afii  ^t» 
^6.  bezeichnen,  und  ' 

der  Punkt  Mq  und  zwei  beliebige  andere  Punkte  Mi  und  Mh  die- 
ses Systems  von  sechs  Punkten  sind ;  so  ist  nach  Archiv.  Thl.  \\h 
8.  263.  viter  Voraossetsiing  rechtwinidiger  Coordinaten 

aiyk^Xkyi 

dier  positir  öder  negativ  genommene  doppelte  Flächeninhalt  des 
Oreiedcs 

Mo  Mi  Mk, 

jenachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  J/^  durch  den  Punkt  Mi 
zu  dem  Punide  Mk  su  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach 

.welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  ar  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  bmdiirch  zu  finm 
positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  ent: 
gegepgesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss.  3ei«iclinen  wir  also 


I 


überhaupt  den.  jenachÄem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  Mq 

äircb  den  Paukt  ^l/i  zu  (jem  Punkte  JJk  zu  gelangen,  nach  der 
ibl^ii«  öder  naeli  der  and^m  Seite  hin  bewegen  niuss,  fo^itiv  odet 
negati\  genommenen  einfachen  FUtcheniDhaU  'wi^'  DiMAeikB 
M^MiÄlk  dnseh 

t         •  •  • 

80  ist  nuf^h  ^1)  offenbar 

22)  0:=?  '^l|*t*a*^0«l>4>'^0»4>5«^0t5»S 

—  ^O»  1>3  •  ^0'  '2'  4  •  -^O?  4>  5  •  -^0'  5'  2 
....  .  ' 

"^(»If  5  «^0*9*8  »^O»»  4*^0»  4»» 

•  +^0»a»a«4»*l»4"^0»  4>«*4)»ft*l 

•  ^»S»  4  -^Hl»  S— 4)»  3>  »  •  4)»  5*1 
•    •  '+"4|>#<>**4>»I»i*^0>1l>4«4>»4»l 

'  "~'4)»8»6  •^0>l>a»  •4)*2»4  •■^0«4»^1 

+ 4iif  4» » •  ^ot  i*a*  4»»«>  • '^ö»  *$♦  i 

die  Bedingihigsgleichung,  dads  die  sechs  gegebenen  |  Ponkte  In 
einem  K^elsefenitte  K^cn. 

IIa»  €^6tz  ,^  nach  #eleh^  dier  Olieder  dieser  Gleichung  ge- 
bildet sind,  füllt  auf  der  Stelle  in  die  Angtin  und  .wIt4  hier  einer 
weiteren  Erläuterung  nicht  bedflrfeo. 

Weichen  der  sechs  gegebenen  Punkte  man  fHr  den  Pfj^nkl 
ßfq  8^treu  ,  und  in  welcher  Ordnung  tri  an  xlberhaupt  die  sechö  ge- 
gebenen Punkte  Tjehmen  will,  ist  iiutüriich  ganz  willkührfinh ,  was 
hier  ebeiii'alis  nicht  erläutert  .su  werden  brjüucht  Die  obig^e 

nierkwllrdige  Gleichung  findet  ganz  aUffemeinliir  jedleiBiechePuniBM 
eines  Ke^relschnitts  Statt,  in  welcher  Ordnung  man  dieselben  auch 
nehmen  map:.,  und  enthält  daher  zugleich  eine  merkwürdige  allge- 
meine Eigenschaft  der  Kegelschnitte. 

Welche  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  wenn,  ^^r  durch 
die  fiiiif  gegebenen  Punkte 

i^i2/i)>  (^jB^a)»  (^^2Js)>  G^4j/4)»  i^öt/b) 

gehende  Kei^elschnitt  eine  Parabel,  eine  Ellipse  oder  eine  Hyper- 
bel sein  soll,  kann  hier  als  aus  der  all^nueinen  Theorie  der  Linien 
des  zweiten  Grades  hinreichend  bekatint  vorausgesetzt  werden^  und 
soll  ßir  jetzt  der  Kürze  wegen 'hier  nicht  weiter  ausgefidirt  vrer- 
den,  wenngleich  sich  uns  hierdurch  noch  Gelegenheit  zu  manchevi 
andern  £nU¥iekelungen  darbieten  würde. 

'.  '  -1 
Eine  der  ohfgen-llhnllcfhe  Beai)ieltuiig  der  Aufgabe^  dnrehneiäi 
Punkte  invRaume  eine  FUche  d^  zweiten  Grades  zu  legen ,  lind 
Kntwirkelunj^dor  Redjnrinnir^ü^eirTiung,  welche erfiint sein  muss,  wenn 
zehn  Punkte  Uli  Räume  in  einer  i^läcbe  des  zweiten  Grades  liegen  sol- 
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len,  öder  ^vcnn  sich  durch  zehn  gegebene  Punkte  im  Räume  cIneFlh'che 
des  zweiten  Grades  letzen  lasi^ensoll,  hoffe  ich  der  vorÜ^^nden  Ab- 
handlung über  die  Linien  des  zweiten  Gradt^s  späterhih  nachfol- 
gen lassen  zu  kSnnen.  Vielleicht  uber  findet  sich  auch,  was  mir 
sehr  lieb  sein  soll,  einer  der  geehrten  Leset  des  Archivs  durch 
das  Obige  veranlasst,  die  genannte  Aufgabe  über  die  Flächen  des- 
zwpitPTi  Grados  nach  einor  ähnlichen  Methode  zu  bearbeiten, 
oben  die  einiachere  analoge  Anfs^abe  über  die  Linien  des  zweiten 
Grades  bearbeitet  worden  ist.  Solit^e  mir  yielleirht  ein  desf^^Usiger 
AufsabS  zur^Eiorfickung  ih*8  Archiv  gütigst'  mitget heilt  werden,  so 
werde  ich  für  dppien  mOgUcbst.  bal^j«  Abdruck,  wenn  er  mir 
üherhavpt  seinen^  Zwecke  2U  entspreoieii  scheint,  Sorge  tragen, 

*  t 


Zur  Xheorle  des  IntegprallasarUIuiins. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schld milch 

an  der  ITaiimftftt  sn  Jeöa. 


Unter  die  beoierkon>?uerthesten  Eigenachaften  de»  Iritegral- 
logjarithmus  darf  man  vielleicht  die  folgende,  ivie  es  scheint,  noch 
niät  hekanote -zahlen,  dass  sieh  die  Differenz     .     .    ■  ;t  i  ' 

f  ■        *  •  .   •  *< 

immer  in  eine  Reihe  vod  der  Form  ■  '  ' 

verwandeln  lässt,  wo]»ei  jedoch  die  CoeHizienten  P  (är  positive 
und  negative  u  nickt  dieselben  sind.  Um  diess  zu  zeigen,  geben 
wir  von  (!er  Aufgabe  aus,  die  Finiktion  c«1^Hj  ir»  eine  nach  Po- 
tensren  von  r  fortschreitende  Reibe  zu  verwandeln,  wovon  die 
Losung  sehr  leicht  ist,  wenn  man  in  dem  Taylorschen  Theoreme 
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f{i^i=ze*^*  und  ä-^I  nimmt.    Es  wird  dann  nnter  Anwendung 
einer  Formel,  weiche  ich  in  meiner  DüferenzialrechBung 
bewiesen  habe,  . 

■  »  •  •  .- 

**  •  » 

(-  ?_ Y  Tl     »(»-1)/   1    \  .  (»+I)n(n-l)(»-2)  /'JL.Y 

woraus  fiir  und  nach  Division  mit  1.5.3.,..7i  folgt,  dass  der 

Coefüzient  von  or",  den  wir  mit  Q^^n  bezeichoen  wollen,  durch  die 
Fonnei 

n  ««g«      n  1)  1  .  (ft-mitCn— !)(»— 2)  \ 

^**~2.4.6..„  (2»)  L*        3      a  +  274  ' 

(7i-h2)(n+1)....(yi-3)  1-1 
274,6  J?+ — J 

ausgedrückt  wird,  und  demnach  für  die  so  bestimmten  Werthe  von  Q 
oder  weon  man      ^  x  schreibt: 

ist.  Die  Grgnzen  för  die  Gfiltigkeit  dieses  Resultates  sind  leieht 
mittelst  des  Cauchy'schen  Theoremes  a  priori  abzusehen.  Die 

Differenziaiquotienten  der  Funktion  sind  nliinlii  ]i  1lr(icbe, 

welche  verschiedene  Potenzen  von  \  \       7\\  Nennern  haben  und 

daher  für  x  =  1 . V  — 1  unstoti^j;  und  unendlich  werden:  es  muss 
daher  der  Modulus  von  x  kleiner  als  der  Modulus  1  de^ienigcn  x 
sein,  flir  welches  die  DiseontiniiitSt  eintritt  Die  Gültigkeit  der 
Gleichung  (2)  ist  daher  an  die  Bedmgmig 

1  >  mod  J7  >  ~  1 

gekuflpft.  Diese  sieht  man  auch  leicht  a  posteriori  ein ;  nfihme  man 

8.  B.  j;=s(l-|-4o^  V----n  wo  0»  eine  positive  GrOese  ist«  so  würde 
die  linke  Seite  m  ' 

V^==cos[aV^öHFä*]+ V^sin[aV^  2«+««] 

Übergehen,  und  da  die  'rechte  Seite  reell  bleibt,  so  würde  durch 
Verdeichuns  der  reellen  mid  Imaginären  Partleeo  das  Tüllig  ab« 
eurde  Resufiat 

sinLoV2^T^J=0  N 
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herauskommen.  — •  Differenziren  wir  null  die  Glttdiiiog  lUicb  sCf 
fio  ergiebt  sich  für  1  >  modj:  >  —  1 


(3) 


unfl  dies«  GWüchung  werde  Seife  ftr  /Seite  mit  der  folgenden  mnl- 
tiplisiit: 

 5  —*+T:T  + 1.2.3.4  +  "" 

Man  findet  so  ohne  Schwierigkeit :  . 

2V^1+^«*^  .        (  (4) 

» 

wobei  die  Werthe  der  mit  R  bezeichueten  Coeffizieoten  durch  die 
Formel 


'  ••••+i.2.a....(Sii)'* 


beatemt  werdea.  SetiM  wir  fecMr  ia  4er  FonMl'(4}  ' 
also  '         '  . 

■       ^   '    1  11 

SO  wird  2V  l+;i;*=tt  +  -,  iP=ä(tt— und  hiernach  ergiebt  sich 

"+s   

uud  uach  beiderseitiger  Multiplikation  mit 

wir4  aus.d^r  voi;i^e^  Gleichu^  ;  . 
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V  ^ 

.«.ai§(«..ri)H-.8^(,.-i)'+  g§,(«^ij',+....j. .  .. 

Nach  der  Delinition  des  Integrallogarithmus  ist  nun  bekaoutlich 

= +  Coiist. , 

froraas  fSr  sssa»  und  folgt: 

'  i  ••  <  '  ' 

•  Ii.'. 

Diese  Formeln  kann  man  zur  Integration  der  vorfaerf^henden 
Gieicbuitt  benutzen;  man  lerliiili  6o:   .  . 

f  .  .       \   a[/i(i!««)— /t(<J«)]+CoBst. 

Die  Gültigkeit  dieser  Glelciiupg  i^t  90  die  GrSnzen 

V2+l>ii>V¥-l  (7) 

gebunden,  wie  man  sogleich  bemerke^i  .wird ^  wenn  man  in  die 
leichun^  (6)  die  Gränzwerthe  -f  1  und  —itäxw  einfuhrt.  Neh- 
men wir  in  der  vorigen  Gleichung  u=l,  wodurch  die  Bedingung 
(7),  fi^SßÜi.'mtj  SP  f9(g)i^|»t  sich  Ci=sO,  und  wenn  wir 


.J   w  «• 


setzen«  so  ist  jetzt 


i»  • 


wobei  noch  die  Bedingung  (7)  erfüllt  sein  muss.  Wir  wollen  nv^n 
die  beiden  iSpezialisirungen  a:==-|-i  und  a==—i  untersuchen.  Ffir 
die  erste  ist 


3U 

■■'.»  A  <•     1     '       1     1  1       1  1         }  (^) 

und  («Mb  dem  Frafaeren^        ,  v 

/V-i-2a^aL(2«).ejw»+^  ^  1^^^  -tr  +  1.2.„.(2n-2)J 
,  .,jfür  ?t=3l,  2,  3> ....  gehen  die^e  Fj^nae^n  sehr  L^icl^:  , 

V 

.    .^>Mi)t  niau  dag^geo  in.JNo«  (8)  a  n^gal^y.,  so  w^:«!  ; .  • 
und  dabei  ist    '  >  :...»•  *i   '  * 


(12) 


«    »        •  I 


oiHteraiu  findet  man  leicht  ...{•. 

also  ganz  andere  Werthe  für  die  Coeflizienten.  Man  sieht  hier- 
aus, dass  die  Foripel  (9)  oicht  für  negative  u  in  Anspruch  gqnom- 
wiBii  werden  darf,'  w^.  «le  dann  ein  Von  deqiin  (12)  verzeiclinnten, 
gana  ▼«raeUed«iea  nnd  dnaslialli  fiJadin«'  RdtnlM  geb^n  wtlid%  *) 


*}  Bei«piele  dieser  Art  widerlegen  die  Deklamationen,  die  man  noek  hie 
ntid  da  aber  die  «]^;«meine  Gültigkeit  der  'VmylwwAtU'  Fonael,  «ib«r  «ja* 
tlÄÄlsehe  Geheimnisse  etc.  hört,  «b  allerbesten.  Ware  die  TajlocMlM 
RtÜLt  »llgemeln  lichUgt  «o  müHte  e»  «ncJi  die  Formel  (9}  «eiui  sie  wtSM» 
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Zu  der  Formel  (12)  kann  man  übrigens  auch  noch  auf  einem 
'«nte«]^  Wege  gelangen,  cltlr  durah  Mine  Künse  bemerkcnsiveHli 
ist  B^eidinel  man  nSnlich  mit  T  äefk  nnbekaniiten  Wertii  des 
Intognilf&.  , 


f. 


*^^^^Arctaii^&p  •     .  (15) 


X 


der  offenbar  nur  veii  i  abhSngt,  so  ist 

und  der  Werth  des  Integrales  rechts  ist  nach  einer  sehr  bekauuteu 
Fonnel  =5—^«-',  mithin       — ^J^^J^ 

—  ^y^7  fT"'  +  Const  =^y^.         Arctan^  dse, 

was  aber  nur  für  positive  t  gilt,  weil  die  so  eben  beoutzte  Inte- 
gralformei  nur  für  solche  t  besteht.  Setzen  wir  t^x,  t=<30  und 
subtrah^en  die  beiden  so  entstebendea  Gleichungen ,  so  wird 


alto  ancb  f&r  negativt  U  gdtai,  wm  g«senliber  der  GUiolinlig  (19}  sa  Retnl- 
t«l«&  wl«  — 0ss<^  liihrai  würde»  Die  Sa«^  bt  elier  sehr  fSiif^fPi,  ,  Wet 
dbie  Glelchmig  von  der  Form 

hineehretht^  der  eagt  eige&tUeh,  icKSrlU  eine  Parallel  p=sAo-{-AiX-\-AtX*-{-^ 

construiren,  die  »ich  möflithst  genau  an  eiue  gcgcheae  Curve  yz=.f{x)  an- 
8oIilif'$st  oTiiI  7Wflr  lim  so  genauer,  je  höher  der  Grad  der  Parabel  ist.  Eine 
Parabel  veciauti  aber  immer  stetig,  daher  kann  ilure  Identität  (Deckung} 
mit  der  Gnrve  pz=.f(x)  nur  so  lange  statt  Andea,  als  die  letztere  ebeafaUe 
stetig  verläuft;  tritt  also  z.  B.  für  X  ~^  ciue  Discoulinnität  in  f(jf)  ein, 
80  hört  au  dieser  Stelle  die  Identität  zwischen  yz=.f{x)  und  P-=:Aq-\- A^X 
A^X'^ -\- auf,  wenn  sie  -vorher  bestanden  hat,  weil  sich  eine  unetetig« 
lüxd  eine  stetige  Curve  uicht  durchweg  decken  können.  lieber  hin* 
aus  giebt  y  =  4Q-|-i4i2?-|-....  die  Fortsetxuug  der  Parabel,  aber  nicht  dor 
Curve  p=/(sc)t  üud  beide  Gr össenfoffmen  haben  gar  keine  Beziehung  mehr 
mit  einander,  vreil  es  unixihlige  CnrVen  p^/\x)  geben  kann,  welehe  ffir 
XK^^  identisch  iind,  für  07 =f  unstetig  werden,  aber  für  ganz  vrill- 

kührüch  und  von  einander  verschieden  verlaufen.  Es  Iwaim  nun  der  Fall 
eintreten,,  dass  die  Funktion  pz^z/^x)  stetig  bleibt  vott  X-:^.  - ■■  od  his  X=^, 
n^a  HiM*x'^i  bis  jp^-f  OD ,  aber  l^ei  ^  di8]£ont|biaÜrHc& -«HHii ;  dfä^  giebt  ee 
sw^i  v^rschiMeäe^Fa»ffbellk,iirelab«  mit  den  beides  »Zweigen  yk)äftsf(0) 
zusammenfallen,  also  zwei  ganz  verschiedene  Reilien  für  f(x),  jenachdem 
oder  X^^  ist.  Diess  haben  wir  in  unserer  Betrachtung,  denn  li(y) 
iet.  ettate.  an  der  Stelle  »=1  discondnairliicbe  aber  eonet  stetige  iVvnlttion, 
«nd  daher  also  die  doppelte  Keihenform.  llleee  Bemerkiati^  .Uatt  sich, 
übrigens  leichft.auf  den  Fall  anadthneii,  dua  /(fl?)  jneluinaU  dlaooniimiirlicb 
wird.  ;  ... 
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n       dt  C08X  X 

—  öT  /    T^~^=^l     — Arctaii-0a?~O, 

^t/  CD  '  J  0    ^  * 


d.  i. 


Hieraus  ergiebt  sich  leicht 

imd  ireon  man  fttr  V^2-f-l>tt>  V"2--l«  wo  immer 

(tt  )ar 

ist>  deu  ArctaD  iu  eiue  Ueihe  vervvandelt>  so  wird 

lii^e  u)  —  ll(e'~i) 

=r  (« -    1  «^1  f«— ^)*+  \m«~  ^)*— > 

vrorin  die  GrOssen  J  dnrch  die  Formel 

9     /»X  ^2n, 


bestimmt  werden«  i^ohei  das  Integral  «dch  leicht  näher  aluflihren 
ISsst 


Velber  die  hSheren  I>f  fferenzf  alqnotlen- 
ten  der  Potenzen  des  Coeinu». 

Tmi  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schld  milch 

an  der  UniTersität  zu  Jena. 


Differenzirt  man  mehrmals  Untereinander  den  Ausdruck  eoBf^x, 
so  indet  mau  leicht,  dass  die' Differenslal^otieiiteii  gerader  Ord- 
nung unter  der  Form  stehen: 

Thdl  IX.  ^SI 
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worin  j4q,  A^^  A^,  etc.  genisse  rein  imnierUche  Coetüzienleii 
bedeuten ,  welche  Imr  von  und  n  abhängen'.  Da  man  ferner  jeden 
Differenzialquotienten  ungerader  Ordnung  dadurch  erhält,  dass  man 
geinen  Voriger >  der  gerader  Ordnung  ist,  noch  einmal  differen- 

sirt»  SO  ist  War,  dass  zur  Eotwtekelmig  von  — -^^^ —  überhaupt 

die  Entwickelung  de«  Falles  m=.2n  hinreicht.  Diese  letztere  ist 
aber  volistnndig  gegeben,  wenn  man  in  der  Gleichung  (1)  die  mit 
A  bezcicliiieteD  Goeffislenten  independent  bestimmen  kann.  Für 
den  Fall,  dass  fi  eine  gan/e  positivi^  Zahl  ist,  wird  diese  Bestim- 
munj^  dnrc}»  keine  wesentlichen  Hindernisso  frsolnvort ,  wenn  man 
eini<Te  Kuristi;ritfc  anwendet;  ich  mache  dieselbe  bekannt,  \veil  sie 
vielleicht  zu  weiteren  Untersuchungen  über  den,  wie  es  scheint, 
ungleich  schwereren  Fall  eines  ganz  beliebigen  fi  Veranlassung  giebt 
ßezeichneo  wur  mit  ft^,  u^,  etc.  die  Binomialkoeffizienten 
des  Exponenten  f»,  so  ist  belcanntlich 

% 

(2 cos:r)^*=:fi0Cosfu:-f-fii  cos  (f* — 2)a:  +  f«2 cos (ft — , 

wobei  die  Reihe  sow<Mt  fortgesetzt  ^vird,  bis  sie;  von  selbst  ab' 
bricht.  Es  ergiebt  sich  hieraus  sogleich: 


(1) 


<-^>"  I 

=fiöft*»cosfcc  -|-  ftj     — 2)^"cos(fi  — 2).z'  ( 
.....  +;ia(f*--4)2ncosO*-4>i:  +  ......^ 

Andererseits  ist  nach  einem  bekannten  Theoreme: 

2eos nur =(2 cosa:)'» — p (2 cos ^)'»-* + ^2 ccsor) 

i«(ot— 4)(»i— 5) ,    ^  . 
 -(2cos;r)'«-«+-» 

wobei  aber  nt  nur  eine  ganze  posilfve  Zahl  sein  darf.    Man  l^ann 
**     {Ii cÖ^ MM?  =='(2 coi  dj*  ~  j  (m — 5)o  (2  cos ar)«-^* 

1 

und  wenn  man  mittelst  dieser  Formel  jedes  einzelne  Glied  der^ 
Reihe  rechts  in  (1)  in  eine  nach  Potenzen  von  2 cos«  forCschrei-  \ 
teiide  Reihe  ver>isaiiMt«  : SA' bllllti  IIU»ll:.^lidiber  die  ganze  rechte 
Smte  uach  8o|jGj|^ii.  Ff»tema ;  <Mrd«en!|)  xmH  ecli&lt.  «hietdurcb  ohne 
Schwierigiieit:  1  -l  .  ^'Hh  j 
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+  '   •  • 

oder  mit  anderen  Worten :  wenn 

cos  ''*«H? 

(~  — g^sS~ ='^o*w*'*-«*?  -f  A  co|»  f^*x-^A^  co«/*-*^ + .... 
gesetzt  i^'ird,  so  is>t  für  ein  ganzes  positives  p : 

_  >»r-,  (ft -»)o  (^2y +2)«»+' 

_  -  2y,  +  2),  (^5^.^. 

worin  das  filtdungsgesetz  der  CoelBzientcn  mit  voIUger  DeatÜch- 
keit  ausgesprochen  liegt. 

Da  aus  der  Gleichung  (2)  hervorgeht,  dass  ^42n+«.  ^^211+4,  etc. 
nicht  vorkuiumen  können,  so  folgt,  dass  fürp>7t  immer  jLp=0 
sein  nuise-,  was  einen  rein  algebmlsehen  Satz  giebt,  densen  Beweis 
jedocli,  einer  brieflichen  Mittheilung  des  Herrn  Dr.  Arndt  znfoige» 
den  ir^^^ '"'hnllclien  Miffpln  Trotz  EU  bieten  scheint. 

•Setzt  Juan  zur  Abkürzung 

(—  1)" 

i.^...(27t)  •••• + ^ 

so  ist 

wie  man  lelclit  mtttelat  des  Hac-Lanrinseben  Tbooremes  einslfht 
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Einfache  Construetion  des  Hrttm- 
miuisslialbiiiessers  der  KeseteelmUte. 

Von  dem 

Herrn  Fabriken-K ommissionsrathe  A.  Brix 

zu  Berlin, 


Es  sei  VAV  (Tat.  VII.  Fig.  4.)  ein  Kp-elschnitt,  F  dessen 
Brennpunkt  und  Q  ein  beliebiger  Curvenpunkf  .  för  welclien  AP 
zzioCi  PQ=y  die  Coordinateo^  Q]\=z  die  Normale  und  PN^u 
die  Subnormale  vorstellen. 

Man  ziehe  durch  Q  und  F  die  Sekante  QM,  errichte  in  N  da« 
Perpeixlikel  T^M  auf  <?iV,  welches  die  Sekante  in  M  schneidet; 
dann  ziehe  man  MO  senkrecht  auf  QM  und  verlängere  die  Nor- 
male bis  zum  Durchschnitt  O  mit  diei»er  kSenkrechten,  so  ist  QO 
der  Krfimmon^shalbmesser  des  CurveDpunktes  Q« 

Einen  einfachen  geometrischeo  Beweis  dieser  Construction 
zu  finden,  ist  mir  noch  nicht  gelungen,  wojre^ren  ihre  üeberein- 
stimmuni]^  mit  den  analytischen  Formeln  leicht  nachzuweisen  ist. 
Geht  mau  näniUch  von  der  Gleichum 


ig 


aus;  so  ist  • 

".  ■  •  '  ■ 

iis=i(OT  +  2iij:),  2==i  V m»!  4 (n  + 1)  iinx^-nx^) 

und  , 

1     ,  uz 

Nach  obiger  Construction  (indef  ni;nf  nher  leioht»  die  in  der 
Figur  angegebene  Bezeichnung  berücksichtigend: 

QO=0 =!•  see«(<9P  + 1^)  =2  (1 + tg  ^9+ 1))- 

1        ISUO   jst  .   i  ■  . 

•  '     '  ,        «         '     PF    ü:—AF      *  ' 


folglich,  da  ilF=j^(— l+VIT5)i. 


2» 
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_^»-^^*-^^Vi^-«_2tt'-mV7HM 

'Iny  %iy 

Es  ist  aber 

und  fpeon  für  tg9  and  tg^  die  obigen  Wertiie  eingeaetzt  weiden: 

m 

Ferner  hat  man  . 

«ec  2(9)  + = 1  +  tg«(9>  +  T/;) ; 

al^o 

S€C«(9+^)  =  

Oben  war  ^»j.sec^^-l-^)  angegeben^  also  ist  nun 

{ihereinstimroeod  mit  der  analytischen  Formel  flir  den  Krümmungen 
haibmesser. 


XXXII. 

Bemerkung'  zu  Aufgabe  23.  in:  ,,Die 
merkwürdigsten Elgenscliaften  des  ge- 
radlinigen Dreiecks.  Von  C.  Adams« 

Winterthnr. 

Von  rfom 

Herrn  Doctor  H.  Hoffmann, 

Lehnr  am  Oynmuiun  su  Dansig« 


Bei  Aufgabe  7ß,  su  a.  O.  ist  die  Bemerkung  nutbig,  das«  dt^ 
Auftösnng  kelntevreges  allgemein  ist  und  nur  gilt,  wenn  von  den 


m 

drei  Hohen  h^,  ^3  die  Summe  je  zweier  grosser  ist,  als  die 
dritte;  denn  es  ist  diese  Voraussetzung  durchaus  mcht  dieBediii' 
gung  für  die  Möglichkeit  der  Aufgabe. 

IMese  Bedingung  ist  fi|r  den  f^l»  dass  Ai>At  ist:- 

Ks  nirfl  nllorrrmgs  dpv  Fall  eintreten,  dass  /«^  zwischen  die- 
sen Grenzen  und  zugleich  zwischen  den  Grenzen 

liegt;  doch  wird  es  Werthe  fiir  und  //^  geben,  wo  die  ersten 
GreDKen  ganz  ausserhalb  d^r  zweiten  liegen,  wenn  nämlich 

■ 

Wird .  fi^  grösser  angenommen ,  so  werden  sich  jene  beiden 
Grenzen,  die  wahren  und  die  zutalligen,  thollweis«  decil^tin,  bis 
sie  endlich  ganz  auKunmenfalien.  Üies  geschieht*  wenn 

und , 
oder 

Äa=iAi(V^ö-l). 

.  Wächst  Ä2  noch  weiter,  so  errlen  die  u  ahrr  n  Grenzen  zwar  wie* 
der  fiber  jene  zufalliL^en  iiiiiausUeteiL»  sie  jedoch  nicht  mehr  gans 
▼erlassen,  da  der  Bedingung 

l^m  TceHer  Werth  von      entspricht.  '  * 

Man  kann  die  jedesmaligen  Grenzen  för  unter  der  gemach- 
ten Voraussetzung  >  //.^  aäf  elaiaclift  W^ise  durch  eine  Figur 
darstellen. 

Ist  in  Taf.  VIII.  Fig.  9.  AB—Ji^,  so  mache  man  BC=BC 
=  ^2,  errirlite  in  C  und  C  die  Perpendikel  CD  =  CD'  =  li.,  und 
ziehe  -<4i>  und  yli[>',  so  sind  die  wahren  Grenzen  von  Uli  und 
B^,  die  zufäHigen  AC  und  JIC 

Es  wird  nun  As  nicht  zwischen  AC  und  AO  liegen  kSnnen, 

wenn  so  genommen  ist,  dass  Ac^Be.  Die  Constmetlon  giebt 
*lfir  diesen  Fall  h^Bc,  wo  AB  in  c  so  getheilt  Ist»  da«8  ' 


J[0^JUiAMi^   1) 

Denn  da  ße^Ac  sein  «oU,  so  folgt  diese  Proporiftfar«iQgliteb 

Hiemit  ist  zugleich  der  Werth  von  ft^  fiir  den  Fall  ^t^iunden, 
diu»  die  wahren  nod  zufälllgeD  Greo«en  i|ieh  decken,  aaM  also 
AC=BEf  m^  AC^BA\'  0^n  Bill  flUfb  dieser  Bedlttgtai|( wird 

CI^ABiPß  wid  ^C:  Ciy^ABtBff 

entstehen  i  -   •     -  .     •  ' 

aus  beiden  aber  lolgt;  ,  ... 

ÄCiBCtsBCiAB,  .      .  .  .  .  2) 
Veigleicht  BHiA  1)  und  2)  mit  einander^  ao  folgt: .    -  ./^ 

'  'i  rr.     ■ .",  Ii  it 

r 

^  •  <  Von  dem  ,  j 

Herrn  Schulrath  J.  H.  T.  Müller,  i'fi 

Uiroctor  des  Realgymnasiums  zu  Wiesbaden*  ' ' 


7"  1,   Werden  in  den  vier  Seitenflächen  "  i 


A,  B,  C,  D 

eines  Tetraeders«  deren  Gegenscheitel  - 

Ä,  b,  c,  ^ 

sind,  Tier  Punkte 

dergestalt  angenomnen,  dass  die  Geraden 


t 
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,  6HieD  getteinacbaCllidteii  DnrclMehnlttspiiiikt 

» 

hitai,  und  Ifeieiichnet  man  die  in 

Ä  liegendeii  Dreiecke  a'cÖ,  a'^b»  Whc  mit  Acy  Au; 
Bs,  »      b'^,  Wae,  b'<b  „  Bc,  Bd»  Ba% 

c'ab,  c'bb,  c'O«  „  Cd,  Ca,  Cb\ 
D      „  „      b'bc,  b'c«,  ö'ab  „  De; 

^vo  dpr  jrf^esmaUge  Zeiger  die  dem  Tlirildreiecke  anliegeDde  Te- 
traedeiiläche  ist,  so  fiaden  loigende  Beziehungeo  statt: 

Ac'  Cb  •  Bd  •  Da = Ad  •  Bb*Bc  •     = ^Iji .      Cd  .  De* 

A  D  Oc .  Cß .  Ba  =.Ab.Bc.Cü,Da^Ac.  Ca  .  Bd  .  />ä, 
Ab'Bj).Dc»  Ca^Ac»  Cd*Db'Ba^  Ad  .JJa'Bc*  Cm* 

Diese  drei  Gleichheiten  von  vierfactorigen  Producten  gehureo 
der  Reihe  nach  den  drei  einfachen  gebrochenen  geradlinigen  Vier- 
ecken 

acbb=abbc,  abcb^i^b,  4b^s=<ic0b 

mit  den  Diagonalen 

ab,  cö;   AC,  bö;   ab,  bc 

xn,  welche  durch  die  vier  gegebenen  Tetraederecken  bestimmt  sind. 

Für  jedes  solche  Vteieok  istldemnaeh  unter  derol>en  gemach« 
ten  VoraussetzuDg 

das  Product  aus  den  vier  Thcildreiecken,  welche 
dess  en  Diago  na  I  mi  anliegen,  gleich  den  Produc- 
ten aus  den  vier  dessen  Seiten  anliegenden  Theil- 
dreiecken,  von  denen  keine  zwei  derselben  Tetrae« 
derfläche  angebDren. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überT-eiiut  man  sich  leicht« 
wenn  man,  die  Tetraeder,  weiche  o  zur  gemeinschaftlichen  Spitze 
und  A,  B,  C,  D  zu  Grundflächen  haben,  mit  (C^,  Ci),  Vic,  d> 
bezeichnend .  die  eich  angenblicklicb  ergebenden  Yerhiitnieagleich- 
heiten 

tLA'.^B'^c^  Dl.  Db:  De , 

^B.^c:^D  =  ÄB'AciADf 

(Cc  i     :  ^A=^Bo  i  Bd  :  Ba, 
^D  i  ^A  tCB^s  Cd*Ca'  Cb 

bildet,  und  diese  io  gehöriger  Weise  durch  MuitipUcation  verbindet. 
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2.  Werden  in  den  riet  Tetiaeileifläcbeii 

A,  B,  C,  D 

vier  Transversallinien 

a',  6',  c*,  d! 

dergestalt  gezogen,  daas  dieselben  in  der  gemeinschafUicheii  Trans- 
▼erealelieiie 

O 

r  . 

liegen,  und  hezoichnet  man  die  hierdurch  auf  den  Tetrardf  rflächen 
bestimmten  Dreiocke,  ufirlie  durch  je  zwei  Tetmcrlerkapten  und 
die  zugebürige  Trans  verbal  iiuie  begrenzt  werden,  nämlich- 

(^df,       «kj*.;  b«',       bf  l  Ä',  rf,  drfr  .J>c',  Oa'.,  W 

mit 

l>ir»       Ca\  "Ab*  Cb,  i^B\  Bc,  De,  Ac;  Cd,  Ab»  Bb\ 

so  erhält  man  dieselben  Gleichungen,  wie  die  in  t.  cefiindeoen. 

•Sowie  der  Beweis  des  ersten  Satzes  dem  des  ihm  «iuulosen 
▼om  Dreiecke  entspricht«  wonach  nüt  Anwendung  dere einen 
Beseichnungeweiee 

Hd*  6e*  C«  SS  de.  et .  6« 

ist,  so  ist  diess  auch  mit  dem  des  zweiten  der  Fall»  der  ftir  das 
Dreieck  ebenfalls  dieselbe  Gestalt  hat. 

Biese  beiden  Lehrsätze  mit  ihren  Unikehrungen ,  deren  weitere 
Verfolgung  mit  Rücksicht  auf  ihren  Zusammenhang  mit  andern, 
vieileicnt  noch  'nicbü  bekannten': Sätzen  sieh- der  Einsender  auf  eine 
andere  Zeit  ver^part;  schienen,  ^besonders  wegen  ihret  Analogie 
mit  den  erwähnten  Dreieekssätzen«  der  Mittheiiang  wertii  an  nStk* 


uiyiii^Lü  Ly  VjOOQle 


.Uelber  die  Sammirun^  der  nacli  den 
JPoteiizea  einer  HauptgrSsse  forteetarel- 
tend^n  lieilien«  deren  Coeffleicthten 
eine  arithmef  iscite  ReUie  einer  beliejbi« 
8;en  Ordnungr  bilden. 


Von 

■       tnm  M  IkiA  ^  -  -  ^ 


dem 'HeirauAgeber«  ' 


Ich  g^be  bei  lUj^ser  U[itere>uchu]i|^  Von  dem  folgendeii  Satze  aus: 

Lehrsatz. 


.. .  .  f 


Wenn  die  Grösse  x,  welche  wir  als  positiv  anneh- 
|i^.«D.  wotlenj  k leinet < als  die  l^inhelt  ist,  und  n  und^ 
polBitive  ganze  Zählen  beseifshnen;  so  nähert  sieh     '  |  \ 

joderserii'  bis  zQ.jedem  beliebigen  Grade  der  Null,  wen^ 
•tf  indem  k  ais- censtamt  lyetraehtet  wwd*  :4n'#'  ^neiMlr 
lid»e<wäoh»t.  .   


Beweis. 
Es  Ist,  wie  leicht  erhellet: 

(«+2)(«+3)_..(«+il+l)a!»+«=(«+l)(«+2)....(n+it)««+i 
(« +3)  (» (» + Ä + 2)«»+'=  (»+ 2)  (» + 3)™. 

(« +4)  («+5).~.(i» + *  +  3)aH^ ={» +3)  (n + 4)....(»+it+2)  a^+» 

><(» + ;^T3)  (1  +  ^i4)-"(*  +  n+I+ä)^' 
u.  s*  w.  ' 


Digitized  by  Google 


923 

oder«  wenn  w^.  dei *.  KAM  w^eli  v  N ! 

n.  8*  w.  '  i.. 

(n+l)  (»+2).«.(«+A)j^^-i=n  (ii+l),...(«+i5>-l)a^ .     , ' 

(11+3)  («+4)....(?i+)5r+2)jfM-»=:  («+2)(w+3). . . .  (»+  *+l)ar»+2 .  K^x, 
(«+4)(«+5)....(n+Ä+3)a;«+*=(7i+3)(yi+4)....(«+Ä+2)^»+3.Jf8ar, 

also  ■ 

(n+4)(«+5)....(/i+^+3)ar»+*=»(»+l)....(«+A— l)a:».ÄÄ^^ 

u,  ».  w.  •  .  , 

Offenbar,  ist  jabet  •      •    •  '  '  ■ .  : 

u.  s.  w... 

und  folglich 

j-  4 .  <  I  d  • 

1  <  • 

also 

u.  s.  w. 

Daher  ist  nach  den  Obigen: 
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(n+l)(7I+2)....(li+Ä-)ar»»+>=:w(w+l)".-(w+*-l)«^-A^^.  •  , 

(tt-|-2)(it+3)....(»-f  <  n  (n+l) ....  iHfk'^)af^,(Ex)*, 

(«+3)(«+4M«+*+2)«»H^<fi(fi+l)....(»+iU-l)a«.^i^^ 

(n+4)(«+5)....(fi+Jt+3)d:H^  <  w  (n+1)....  (w+^t— .  (Kx)*, 

u.  s.  w. 

Soll- DIU!  Kx^X,  d.  L 
sein,  60  mius 

odery  «Tils  dasselbe  ist,  : 

•    ■  s  • 

■    ••   1 

+ ä>  +        + JiT2>-    +  Ji+kl) 

seio.  Wenn  äber  it  io's  "Unendliche  wachst,  so  hSheni  sich  die 
Steche«'   

'  .  ■ .         '  »'       i^^  -it+i— 1      ^  '  - 

deren  Anzahl  constant,  nämlich  k  ist,  immer  mehr  und  mehr  der 

Null  und  können  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden ,  \vonn 
man  nur  gross  ireniig  nimmt,  und  es  wird  fii^  also,  wenn  n 
in's  Unendliche  wachst,  offenbar  der  Bruch 

« 

I  ■    1  -  •  «        t        d  ■ 

welcher  stets  kleiner  als  d|e  Einheit  ist,  im  Wachsen  der  Einheit 
immer  mehr  und  mehr  nähern,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
werden  ktmnen,  wenn  man  nur  n  gross  gennfi»  nimmt  ^a  nun 
nach  der  Voraussetzung  und  als  eine  constante  völlig  be- 

stimmfo  Crosse  natürlich  von  der  Einheit  um  eine  bestimmte  end- 
liche <irr.«se  unterschieden  ist,  so  wird,  wenn  man  w  ia's  Unend- 
liche wachsen  lässt,  der  stets  wachsende  Bruch 

'  1  

welcher  der  Einheit  beliebig  nahe  kommemkano«  wenn  man  out  it 
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^rosH  genug  nimmt ,  immer  endlich  grüsser  als  x  werden»  daon 
also  die  obige  Bedii^ng  erfüllt,  una  folglich 

seio.  Danu  uähero  sich  aber  nach  dem  Obigen  die  GrOssen 

(w+2)....(ii+A:)a:«+^ 
(n+2)(«+3)....  (w+A:+l)a:"+a, 
(72+3)  («4-4) ... .  (w + Ä + 2)  .r"+  5 , 
(»+4)(«+$),...(n+it+3)a;»+S 

offenbar  immer  mehr  und  mehr  der  Null  und  icünnen  derselben 
beliebig  nahe  gebralehi  werden»  wenn  man  nur  weit  genug  in  der 
vorhergehenden  Reihe  fortschreitet  oder  sich  nur  weit  genug  von 
ihrem  Anfange  entfernt« '  wodurch  unser  Satz  offenbar  voilstBndtg 

bewi<'son  ist.  .... 
Die  fortwährende  Abnahme  der  Wcrthe  von 

«  (n  +  1)....(»  +   —  1)«« 
mit  wachsendem  »  beginnt  nor  erst  dann»  weoB 

 L  

geworden  ist»  was  taimer  endlich  einmal  eintreten  ronss* 

■ 

Z  u  s  a  t  X* 

Wenn  der  ab«olttte  Werth*  der  OrSsse  ai  kleiner  als 
die  Einheit  ist  und  n  und  k  positive  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen» 80  nähert  sich  der  absolute  Werth  von 

« (w  +  1)  («  +  *'^).. . +       l)  "' 

jederzeit  der  Null,  wennn,  indem /;  als  constant  betrach- 
tet wird,  in 's  Unendlicli  p  wri  rhst,  und  kann  der  Null  be- 
liebig nahe  gebracht  werden»  wenn  man  nur  »  gios« 
genug  nimmt 


Es  ist  nun,  wovon  man  sich  auf  der  Stelle  durch  ganz  leichte 
Rechnung  überzeugt,  aiigemeiu '  '  '>  -  • 

»(n  + 1 ) . . . . (w-t- jfe— I) ^ »Qi -H).  ..{n-hk-^)  (n^l)w....(n+j^«-2) 
also»  wenn  man  für  n  nach  und  nach  1,  2»  3»  4, ....  n  setzt: 


1.2.3....^  ~1.2.3....(ife— 1)  +  1.2.3.«.Ä' 

'  3 .4 . 5.... (A-  {  2)    3 ! 4 . 5.... (7^+1)    2.3.4....(>^-^l)  ' 

4.5 . 6_ . (^+3) _ 4.5.6....(/-  j  J)    3.4.5....(/.  f  2) 
1.2. o..../;     ■^1.2.3....(i(— 1)"*"     1.2.3....ifc  * 

n(7t-t-l)....(n+;^-~l)_7K«  +  l)....(w+^— ^)  2) 
1.2.3....  Ar  1.2.3....  (Ä-l)     ^  ].2.3....ik 

BikiltitiltciEt'  man  .nun  drase:  Gleichungcb  pack  to'  Reihe  nit 

imd  addirt  aie  da^p,«a  einander»  ,  ao  urbält  man,  webi|  4ef  JCtee 


wegen 


1)   ^___l-2.3....i5:  ^  2.3.4.... (/.  4  1)^  . 
I.2.3..  «X^  1.2>3.*..Xr 

*  .  3.4.5....(^+2)  , 

■  ;  *  .... 

,  4.6.6.... (Ä  + 3)  , 


u.  s.  w. 


•  n(r^+l)....(>i+^-l) 
■•■"~~1.2.3.».TS~:'^ 


gesetzt  wird,  aui  der  6tßUe  die  Gleichung. 

• '  i 

ib        k—l  k 

1      '        i,....  i  a      -|- :t  :■ 

4iVail  nun  atar  ^ffmbar-'  • 

lat  ao  wird  die  vorbefgehende  Glelebung  .  .  .o  l.>  .  i  :  •  . 

also  ^V"  '  '  '   .     -  -  .  ■   .'!:»:>i«  «i'r'.rf   •   »  .  i»,' ,    ;'  r^  • 
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Für         Ut  nach  1):  . 


d.  i. 


also 


Äi=l+ja?+Ä«+a?a+..,.+ar»-i+(i-Ji«^')«i 
.  3)  (1— ar)^=l  +  «?+Ä»^a?»^+i...  +  ar*^»— ^ä". 


\4TgIeicht  man  diese  Gleichung  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
2),  so  tindet  man,  das«,  wenn  tüesp  letztere  Gleichung  ganz  alP 
gemeio»  d,  h,  auch  noch  i'ilr- gelten  soll» 


o 


4)   i8teöl+dF  + «2+4:3 +  ....+dr»^» 


'Vi  * 


gesetzt  werden  mnas.  Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  nach  der  allge- 
meinen  Gleichung  2)*  wenn  fär  jfcioach  vnd  nach  1,  2,  3,  4,.*.«A 
gesetzt  v^ird:  '  ^ 


^  n 


I 

U«  4»  W« 


also 


* 

(i-^)»s.=(i-^)^4-''<*|y^)(i-^)»^.  • 


tl.  S.  U". 


ujid  iuiglich»  wenn  man  addirt  und  aufhebt«  was  sich  autheben 

(l— «)*i^=:j«B— I  j- +  — (1— a?) 

n(ii+l)(7i4-2) 


>t(^t^-l)(7?-^2)(1»+3)  y^. 


u.  s.  w. 


WeU  nim  aber  nach  4)  uod  der  Lebre  von  den  geoniflliisdieii 
Reihen 


5)  .Su  = 


1 


1— 
Ist,  so  ist 

■  «(»4-1)  1 
*    1.2  '(1—^)*-* 

n(«-M)(n+2)  1 
'  ?  1.2.3  •(l-.ar)*-a 

'/«(n-fl)(«+2)(wH-3)  1 

II.  8.  W» 


>i(n+l)(n4-2)....(n+ifc— 1)  1 
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Wenn  jetzt  das  erste  Glied  einer  arithmetischen  Reihe  der 
Uten  Ordnung  und  die  ersten  Glieder  ihrer  Differenzenreiben  durch 

A,  AAg^J^A,  A*A,  •••• 

und  das  «te  Glied  dieser  Reihe  durch  fn  i ,  die  Rinomialcoefficien- 
ten  aher  auf  f^ewöhnliche  Welsp  Ijrzeichnet  \verd<  ii ;  so  ist  nach 
der  allgemeinen  Theorie  der  arilhxuetischen  Reiheu  bekanntlich 

Am^  =il+(n'l)i  AA    (n^lh  ^«^l  -h»-  - 

+  (n— A»-^A, 

also,  wenn  man  fiir  nnrh  und  nach  die  ganzen  Zahlen  1,  2,  3» 
4,      91  in  diese  Gleichung  einführt: 

Az=:A, 

Ai=Ai^li.  JA, 

A^=:A-^^.AA-t2^,A^A, 

^3    ^ -j- 3i .  ^  J + Sa .  M + Sa .  , 

U.  8.  W. 

A^  siA + (n-l)i  .AA + (n— 1), .  A^A-^  (n^l)^  •  A^A + 

 +  (»— 

und  foldieh,  wenn  num  diese  GleicliiiDgen,  i^achdmman  sie  nach 
der  Reuie  mit  . 

multipücirt  hat«  zu  einander  addirt,  und  der  Kürze  wegen 

setzt,  wie  ieicht  erliellen  wird: 

8)  2i^z=:iSuAi'St,r'xxAA-{^i^x^4PA 

ü.  s.  w. 

Fuhrt  man  nuu  in  diese  Gleichung  für 

Sn-t»  ••••  S%9  Si 

ihre  Ausdrücke  aus  5}  und  6)  ein,  so  erhält  man: 
TheU  IX.  SS 
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9)  2^,=^f^A 


l~.r«-2^^,,  ,      in— 2       1         (w— 2)      1  J 


.  (n-])(/^-2)(n~3)  1  , 
*■  1.2.3 


u.  s.  w. 

4.3.2  1 
+  1.2. a  *  (l-a?)«^>««2f^il 

•      .    D.  8.  W»  • 

(n~l)(n->2)....2  1 
■»'1.2.3....(»-~2)1— 

•  + 1.2,3  a-^^r)  * 

(n-l)(n--2)....l  I 
.  T  1.2.3....(»— l)*l-a:, 

eine  allgemeine  Sunimationsformei^  deren  BÜdungsgesetz  deutlich 
vor  Augen  liegt 

Ausgesclilossen  muss  jedoch  offeiihar  der  Fall  werden,  wenn 
d?=:l  ist.  in  diesem  Falle  ist  aber  die  Summe  .^n-i  aus  der  Lehre 
von  den  aritlimetischen  Reihen  bekannt,  und  derselbe  brancht 
«  daher  hier  nicht  weiter  besonders  berücksichtigt  zu  werden. 

Für       k,  v^  ird  die  Gleichung  9),  weil  nach  der  Voraussetzung 
die  Grösseo 

Af  -^M— 1 »  •*•• 

eine  arithni(;tische  Reihe  der  ^teu  Ordnung  bilden,  nach  einer 
einfachen  XranäformatioD : .  . 

"... 

im\i  \  .  T>         (!'         ....         :  . 
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•     .  (i»-2)(n-l)  ^    1    i   ,  ,„  , 
(n-3)(n-2)      .      1  („-3)(«--'2)(„- 


u.  s.  w« 


.  (»— ;tX«— A-H)(n— /-t-2)  .        1  LrMM. 

+:  ^-Xä73-  

u.  s.  w. 

+        lAA...Jk  ^  1= 

Nehm™  wir  nun  den  absoluten  Werth  von  a  kleiner  als  die 
Einheit  ciij,  und  las$6u  n  ina  Unendliche  wachsen,  so  nnhern  sich 
nach  dem  Zusätze  des  oben  bewiesenen  Lehrsatzes  die  Grossen 

(it— 

u.  s.  w. 

(»— (a*^)(»— Ä+IX«— ife+2>a:^,.... 


sSmmtlich  der  Null  und  kOnnen  derselben  bellebie  nabe  gebracht 

werden  ivenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt,  wobei  man  immer 
2U  beachten  hat,  dass  die  Grösse  constant  ist.  lie^eichncn  wir 
also  die  Gränze,  welcher  £n~i  sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
Dfihert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  durch  2",  so  ergiebt  sich, 
natiirlich  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth 
von  a;  kleiner  als  die  Einheit  ist,  aus  der  obigen  Gleichung  un- 
mittelbar die  folgende  merkwürdige  Gleichung : 


I 
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» 

* 

Wenu  al«o  die  Grossen 

Af  Alf  A^f  A^  f      »»«•       > »»'« 

eine  ar I^Tnnetis  eh  o  Reihe  iler  Arten  Ordnung  bilden,  so 
ist  ia  einer  bekannten  Bezeichnung  immer: 

r 

_  xAA    ,  s*A^A     a:^AU  x^A'^A 

Wenn  aiicb  dieser  sehr  allja^ememe  und  gewiss  sehr  merlniür» 
dige  Satz  in  seinen  wesentlichen  BestendiSeilen  längst  bekannt 
ist  so  ist  derselbe  bis  jetzt  doch  nur  ohne  alle  Rücksicht  auf 
die  Convergenz  der  Reihe 

A,  AiX,  A^,  A^x^f  A^j^% ...... 

nach  don  bei  solchen  r^ntersuchungen  gebränchllcheTi  altern  Metho- 
den, die  hier  als  hinreichend  bekannt  voraiLsi^esetzt  v\  ei(IeQ  kön- 
nen, bewiesen  w  orden.  Der  Hauptzweck  der  vuriiegeudeu  Abhand; 
Inng  war  eine  echSrfere  Begründung  des  Satzes  mit  gehöriger 
BerQcksicht^ang  der  Com  ergenz  der  ohij^en  Reihe.  Anwendungen 
dieses  allgemeinen  vSat/.es  auf  specielle  Reihen  dem  Obigen  noch 
hinznzufü'ien,  halte  ich  hier  Tür  liherflnssig.  Auch  werden  sich 
vL'i  schiiidene  Bemerkungen  über  die  Divergenz  der  betreffenden 
Reihe  und  dergl.«  die  sich  dem  Obigen  noch  anschliessen  Hes- 
sen» einem  Jeden  leicht  von  selbst  ergeben»  mid  können  daher 
hier  der  Kurze  wegen  folglich  gleichfalls  übergangen  werden. 


*)  Ic!4  finde  ilui  ziniat  in:  T  Ii  e  doctrinc  of  thanrcM,  or  a 
methud  of  calculatiiig  thc  p  robaiiility  o  t'  eventü  in  piay. 
By  A.  De  Moivre.  F.  II.  S.  London.  1718.  4.  p.  131.  and  Molvre 
mag  daher  m-oM  der  Eriiii(tor  sein.  Sonst  a.  n*  auch  dai  Blfttbema- 
tUcho  Wörterbuch.   Tbl.  IV.    S.  601. 
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Belatlonen  zwischen  den  Fakultäten- 

koeflOzienten» 

Von  dem 

Herra  Professor  Dr.  O.  Schlömilch 

an  der  Univeraität  tu  Jenn. 


In  dem  Aufeatze  Tbl.  VIII.  Ni  XLl.  S.  427.  des  Archivs  habe  ich 

n       n  n 

gezeigt,  dass,  wenn  Ci,  Cn,  C3,....  die  FafcultSteiihoefflzieiitai, 
d.  h.  die  Oonstanten  der  Gletcbung  • 

m 

bezeichnen«  die  Formel  gilt: 

[/(l+ar)]-  , 

wobei  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  l>.r'>  —  1  sein  miiss. 
Dh>«*^  letztere  Beziehung  kaTui  mm  auf  folgende  Weisp  zur  Auf- 
fiDdiin«;  von  Eigenschaften  jf  rier  inerkwfirdiifen  Zahler»  benutzt  n  er- 
den.  Eh  sei  q>(i^)  eine  Funktion,  weiche  sich  wenii^stens  während 
eines  kleinen,  bei  tf=:0  anfaDsenden  Intervalle«  in  eine  nach  Po* 
tenzen  von  y  fortschreitende  l&ihe  verwandeln  laset,  also  etwa 

9  (^) = 4>  -f  ili^  F  4i3f*  +      3 + .... 

In  diese  Gleichung  snbstituire  man  ^  =  /(t-|-^),  so  wird 
9)[/(t-f^)]  ^e  gewisse  neue  Funktioo  von  ^  darstellen,  welche 
mit        bezeichnet  werden  mfige,  und  man  hat 

i,{a:)=.A^-{-A,lil        +  A^[l{l  +:r)]H  

Verwandelt  man  hier  jedes  einzelne  Glied  nach  Formel  (1) 
selbst  wieder  io  eine  Reihe  und  ordnet  dann  Alles  nach  Potenzen 
von  o;,  so  lumn  man  die  vorige  Gleichung  auf  die  Form 

^af)  =:  »0 + «fj  ^  +  "a^* + ^z^^  +  •  ••• 
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brin^eu,  worio  Oq,  ai,  a^,  «•••  auf  gewisse,  leicht  in  einer  Formel 
ausarü'ckbare  Wwse  von  Aq,  A2,'*».  und  Ci,  C^,  Q,....  ab- 
hängen. Wählt  man  nun  die  urfmriingliehe  Funktion  so,  dass 
sicH  9>[/(l-|-a:)]=2y(d?)  ganz  unabhängig  von  der  vorigen  Betrach* 
tuDg  in  eine  Reihe  von  der  Form 

verwandeln  lässt,  so  führt  die  Vergleichun«  der  Coeflizientcn  bei- 
der Reiben  leiclit  zu  Eigenschaften  der  Fakultätenkoeflizienteo. 

Das  einfachste  Beispiel,  was  Bich  hierzm  geben  ÜMt»  hildfll 
die  Annahme  <p(if)^ey,  oder  .     . .  t  - 

woraus  fflr  y = /  (1+^)  folgt : 

1  +  x^l  +  — j  1  j  2     +  •••» 

und  wenn  man  hier  die  Formel  (1)  für  37?.:^  1,  2,  3,  etc.  in  An- 
wendung bringt,  80  ergicibt  sich  aus  der  Vergieicbung  der  CoeCfi- 
zieoteo  «vod  a:^i 

n        n         tt  n 

Cj  —    -J- Ca C4  *f- «...  5=0» 

wie  man  auch  leicht  aus  der  Definition  der  Fakultäteukoefllizienteii 
ablötet 

Nimmt  man  in  der  belmapten  Reihe  fiir  cotsx  fiir  z  die  imagi- 
nSre- Grösse  so  erhSlt  man  leicht:       .  . 

1*^*^2    1.2  1.2.3.4 

worin  2^8  etc.  dieBernoollischen  Zahlen  bedeuten.  Für  v=d{l-\-x) 
geht  die  linke  Seite  in   f — -  über,  was  sich  unmittelbar  leicht 

in  eine  Reihe  verwandf  In  Ifisst.  Nach  beiderseitiger  CoefEzienten- 
vergleichuDg  kommt  mau  auf  die  Relation 

Ä.  r     Mi      s.  n  r        _,l>2>3....(i»-l)  »—1 

die  wegen  flcr  einfachen  Verknüpfung  der  Fakultäteni^oeifizienten 
mit  den  üeruouUischeu  Zahlen  von  liiteresse  ist. 

Eine  etwas  allircmeinere  Ausführung  dieses  Gedankr-ns-  ist 
die  folgende.  Mittelst  des  Theoremes  von  Lagraoge  verwandle  juao 
die  J9te  Potenz  von  der  Wurzel  der  Gleichung 
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I 

in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortg^ehende  Reihe.  Da  y  =  /(!-{- j-) 
die  fragliche  Wurzel  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  eine  Reihe  fiir 
\l{\\x)\v^  und  zwar  ist  der  -CoefifizieBt  vom  ^In  Ihr 

* 

Nach  No.  (1)  dagegen  ist  der  Coeffizient  von  in  der  Entwicke- 
lung  von  [/(l-f^)]!»:  •^ 

 H^'- 

Aus  der  VergleichuDg  beider  Resaltate  ergiebt  sich 

(-1)^.  1 .2...(p-i)öi = 

weon  nach  geschehener  DifTerenziation  ^=0  genommen  wird. 

Nach  der  Regel  für  die  Differenziation  der  Produkte  kann  man 
hieraus  leicht  die  iolgeade  Form  ableiten : 

(-i)»-^4=('»-i)j»-i^(^)".  y=0; 

die  vielleicht  zu  einer  independeuten  Bestimn^nng  der  Fakultäten* 
koelBzienteD  führt. 


Vntersiieliiiiiseii  über  die  Kurve,  wel- 
che der  Ort  der  Fusspunkte  der  Senk- 
reebten  i§t,  die  man  in  einer 
Tom  IHlittelpuulite  auf  ihre 
Vangenten  fällt. 


■  1 


Von  dem 

|>oetor  i.  Di.nger, 

Lehrer  der  Mittbeniätik  nsd  Fhytik  Sil  4er  hAheren  Burgecschvle  tu 

Sioihelni  bei  Heiiifllbei^. 


M  Sei 


(1) 
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die  Gieichuug  der  Ellipse,  90  ist 

•  084:2 +6y  (2) 

die  Gleichung  der  verlarnzitf^n  Kun  c,  in  Bezug  auf  die  nämlichen 
Koordinatenaxen.  Diese  Kurve  besteht  aqs  vier  kougrueuten  Thei- 
ieo,  wovon  der  eine  reicht 

^        der  andere  von  \^^':^'\, 

•     .    derdrittevoB  j^^^'r^^M' 
der  vierte  von  |         j  ^j,  ^^^^  j . 

Die  Kurve  ist  leicht  zu  verzeichnen.  Bedeutet  ACBDA 
(Taf.  VII.  Fig.  5.)  die  Ellipse  (1),  so  mache  man  Winkel  COE 
=iFOB  imd  zeichne  OF  en^,  dass 

-      OB,  PC 

alsdann  wird  F  ein  i^iakt  der  verlaugten  Kurve  sein. 

*  Wäre  ACBD  die  Ellipse «  deren  Halbaxen  — ,  i-  wSren,  so 
hätte  man :  «  * 

OGxOFml- 

Die  Kurve  (2)  ist  immer  ausser  der  Ellipse  (1)  und  berührt  sie 
bloss  an  den  Tier  Endpunkten  der  Azen. 

2)  Die  Ordinate  y  ist  im  er.«;ten  Viertel  (von  B  bis  C)  in  j9 
gleich  Null,  iu  C  gleich  b\  ist  nun 

,  -2  <      )  80  ist         ein  Matlmum  der  Ordinate  y  und 

,  .    >  6^1       sie  w&chst  also  bestSndig  von  B  bis  Ö; 

so  ist  für  ^=0,  y=6  ebenfalls  ein  Maximum 
"  =262j       und     wächst  gleichfalls  von  if  bis  C; 

>26^Jso«itfur^=y  T-4(5ä=P5'3^2  V 

ein  Maximum  und  es  wächst  ^  von  JS^bts 
zu  einem  Punkte  H,  dessen  Abscisse 

\  T ""4(02— 62)^2 

ein  Minimum  und  es  nimmt  also  y 
wieder  ab  von  i/ bis     wo  es  =6  wird. 
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3)  In  den  in  der  vorigen  INumnier  aufgezählten  Punkten  läuft 
die  Tangente  an  die  Kurve  parallel  mit  der  Axe  der  x;  in  den 
Punkten  A  und  B  aber  mit  der  Axe  der 

4)  Lässt  man  die  Haliiaxe  Oß  (die  grössere)  wachsen, 
während  OC  unverändert  bleibt«  so  erhält  mall  eine  Rieihe  der 
durch  (2)  ausgedrückten  Kurve  analoger  Kurven.  Die  einhütlenden 
Kurven  dieser  aller  sind  zwei  Kreise,  deren  Durchmesser  nach 

(Irösse  \uu\  I^age  die  Linien  OC  und  Of)  sinfl,  wplchf^  Kreise 
bi  lde  durch  den  Mittelpunkt  O  gehen  und  alle  die  Kurven  iu  den 
Punkten  C  und  D  berühren. 

5)  Die  von  der  Kurve  (2)  umschlossene  Flache  ist  ghn«  h  der 
halben  Fläche  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  gleich  jBC  ist. 

I>er  sswiscben  unserer  Kurye  und  der  Ellipse  (1)  liegende  Raum 
ist  glelcli  der  halben  Fläche'  eines  'Kveises,  dessen  Halbmesser 
gleich  OB~OC\8t 

Der  Flächcnausschnitt^  welclier  dem  Winkel  ßOF=t  ent' 
spricht,  wird  ausgedrückt  durch 


■1  .  - . . 


— 2 —  '  — 8 — 


6)  Die  Lcäiige  des  zum  Winkel  t  gehörigen  Knnrenstücks 
wird  ausgedrückt  durch     '  .  . 


\1  ^sm2«Y  1  ^smH 

welche  Integrale  elliptische  Integrale  sind,  '  deren  Werth  nach 
«Gudermann,  Theorie  der  Modularfunktiooeii  und  Mo- 
dular integrale.  §.  219.'^  bestimmt  wird.  An  diesem  Orte  wollen 
wir  auf  die  nähere  Bestimmung  nicht  eingehen. , 

7)  Dreht  stich  unsere  Kurve  um  die  Achse  der  so  entsteht 
ein  Rotationskörper^  dessen  Kubikinhalt :  : 


r  *  ■ 

.Der  KubildnhäitdesKSrperstücks,  das  durch  die  zwischeh  der 
Ellipse  und  der  Kurve  liegende  Fläche  erzengt  wird*  ist: 

6)  Dreht  sich  unsere  Kurve  um  eine  Axe«  die  iu  ihrer  Ebene, 
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aber  S0  li^,  deum  sie  vellSiuffiit  die  Kum  nidlit  schneidet»  und 
hels^t  k  die  Senkrechte  von  O  ans  auf  die  Axe»  so  ist  der  Kiibik- 
ioliait  des  entstehenden  K8i|iers: 


Velber  4la» 
Cirraliaiiiselie  KompensationspendeL 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dieflger, 

Lehrer  an  der  iiuheren  Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  licidelbergf. 


Bekanntlich  besteht  das  Grahainsche  Kompeusationspendel  in  . 
einer  Pendelstange  AB  (Taf.  VII.  Fig.  6.) ,  die  aitf  dem  Boden  DCFM 
eines  cylindrischen  Gelasses  befestigt  ist,  in  welchem  sich  Quecksil- 
ber in  solcher  Menge  befindet»  dass  l>ei  ErfaOlraiig  oder  Erniedrigung 
der  Temperatur  die  Sehn  ingungsdauer  des  so  zusammengesetzten  Pen- 
dels nicnt  (oder  kaum)  geändert  wird.  Die  Au%abe  ist»  diese 
QuecksILbermenge  zu  bestimmen.  * 

Ehe  wir  Jedoch  dieselbe  in  Betrachtung  ziehen»  wollen  wir 
einige  vorläu^ge  Bemerkungen  machen* 

•  '  •  .  *     ■     .  - 

Sind  eine  Reiho  materieller  Punkte  unabänderlich  mit  einander 
verbunden  und  es  dreht  sich  das  ganze  System  um  eine  Axe  (auf 
'  deren  einer  Seite  es  sich  befindet),  so  ist  die  Wirkung  irgend 
einer  Kraft»  die  an  einem  Punkt»  des  Systems  angebracht  ist»  in 
Bezug  auf  die  WinkelgescWindigkeit  des  Systems  dieselbe,  als 
wenn  dieXJMassc  Zmr'^  (l»ci  dor  in  die  Masse  irgend  eines  Punk- 
tes, r  seine  Entfernung  von  der  ürehaxc,  und  -S"  die  Summe  aller 
wir*  bezeichnet),  in  einem  einzigen  i'unkte  vereinigt  wäre,  der 
sich  in  der  Entfernung  1  von  der  Drebaxe  befindet.  (Einen  ele- 
mentaren Beweis  dieses  Satzes  sehe  man  'z.  B.  in  Pouiilet- 
Müller  Physik  und  Meteorologie.  I.  S.  202.)  Die  Summe  2mr» 
hcisst  fins  T  raghei  f  «;moment  des  Systems.  Ist  fVinses  System 
von  materiellen  Punkfrii  ein  Körper,  so  wird  Zmr^  durcli  fr-dm 
ersetzt,  ausgedehnt  aul  den  ganzeft  Kärper.  Wirken  nun  auf  alle 
Punkte  dieses  Körpers  gleiche,  parallele  beschleunigende  Kräfte, 


« 
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von  flenen  jede  durch  q?  ausgedrückt  nrrrle:  so  ist  die  Wirkung 
aut  den  Punkt  m  gleicb  m(p,  und  die  Wirkung  aller  Kräfte  auf  den 
Kürper  ist  die  näniiichej  als  wenn  eine  einzige  Kraft  Znifpr  iu  der 
Entfernung  I  reu  der  Drehaxe,  parallel  mit  den  frflhern  Kräften, 
angebracht  wäre.  Es  wird  also  der  Kürper  schwingen,  wie  ein 
einfaches  Pendel  von  der  Läni^e  1,  dessen  Masse  (in  einem  ein- 
zigen l'unkte  vereinigt  gedacht)  zzz Jr'^dm  und  dessen  bewegende 

Kralt  —  / rq>dm,  dessen  beschleunigende  Kraft  also'  ^fl^^Üt 
frdm  ,  /  ^  «'» 

^^  J^dm  ^*       Dauer  der  OsEillation  eines  einfachen 

Pendels  von  der  Länge  l,  auf  das  die  beschleunigende  Kraft  ^ 
wirkt»       V«^'  demnach  die  Dauer  der  Oszillation  des  zusammen- 

geseteteo  Pendel«  =«y  ^^=,y  „enn  g  VBe  b- 

kannte  Beschleuni|^ung  der  Schwere  (=(I"*,80696Y  bezeichnet.  Ist 
/  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  das  unter  dem  Einflüsse  der 
Schwere  die  nSmlicfae  OsziUationsdaner  hat,,  so  ist 


•vT=-V 


j  f~dm 
gjrdm 


also 


-'^f  r'^dm  / r^dm 


wenn  M  die  J^asse  des  ganzen  Körpers,  ri  die  Entfernung  de» 
Schwerpunktes'  desselben  von  der  D^ehaxe  bedeutet  'Hieraus 
folgt: 

wodurch  man  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  ohne  alle  Rech- 
nung bestimmen  kann,  wie  diess  schon  Euier  in'  seinen  Anmer- 
Iningeu  zü  Robins  Artillerie,  III.  Anm.  zum  VIII.  Satze, 
zeigt.  (Man  sehe  auch  Coriolis?  Lehrbuch  der  Mechanik 
fester  Körper.  §.  43.  und  Poisson  Mechanik.  II.  6.  395.) 
In  den  obigen  Formeln  kanii  man  auch  das  Element  des  Gewich- 
tes einftihren  statt  des  Elements  der  Masse. 


Sei  nunmehr  bei  0^  Temperatur: 
die  Länge  der  Stance  Aß=a,  ihr  Radius 

die  Dicke  des  Gefasshodens  CZ>==6,  der  äussere  Radius  desselb.  =ri; 

die  Höhe  des  Gefässes  /)6r=c,  der  innere  Radius  ^T^i 

die  H''he  des  Quecksilhprs  im  Gefasse  DH=f; 

das  Gewicht  der  Vojumeneinbeit  der  Masse  der  Si^nge  AB—e; 

„  „       ,9     i\es  Gelasses 

„  des  Quecksilbers  ss  ; 


f»  »*  >» 

ti  »»  ii 
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der  Koeffizieat  der  linearen  Ausdehnung  der  Stange  für  1^  Tem- 
peraturerhöhung =  A*, 
„         „  „  „         des  Gefösses  für  1^  Tem- 

peratarerhShung 
^        ies  Quecks,  für  V  Tem- 


M  fp  »9  n 


peraturerköhuiig  ssiS'«. 

Berechnen  wir  nun  snerst  ftdm  bei  0^.  Diese  GriSsse  bestellt 
folgenden  Theilen: 

a)  filE  die  Stange  AB  ist 


xfhiedx^  — g — ; 


6)  für  den  Boden  des  Gefösses 

c)  lur  den  obern  Tbeil  des  Gefässes 

d)  iür  das  Quecksilber 

Heisst  jetzt  K  die  Summe  dieser  Grössen,  so  ist  fiSrO<^  Temperatur 

fr  dm  =  K, 

Erhöht  sieh  Iran  die  Temperatur  zu  f^,  so  hat  man  in  £  zu  setzen: 

statt  a  nun  a  (1        ;  statt  b :  b         t) ;  statt  c :  c  (l+^i  0 ; 

und  um  den  Werth  f  zu  finden,  den  man  statt  f  zu.  setzen  hat, 
bemerke  man,,  dass  bei  0^  das  Gewicht  des  Quecksilbers 

=(ra*— r2)n:/>a  und  bei  /«:[ra2(l+2A^0— r2(l+2itO>/' jj^^ 

ist,  so  dass 

Setzt  man  diese  neuen  Werthe  in  K,  so  erhält  man  den 
WerUi  A',  der  =/rdm  bei     Temperatur  ist. 
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Gaaz  eben  so  fiiiil«t  sieh  bei  O^s 
und  fär  19i 

fr^dm=:h\', 

wenn  iTi'  aus      eben  so  gebildet  wird,  wie  IC  aus  K, 

Die  LSnire  des  eiofacben  Pendels  von  eleieher  Oszillations- 

daiier  ist  also  bei  0°:        ,.liei  t^i  Damit  also  Kompensa- 

tion Statt  fiode,  muss 

sohl ,  aus  welcher  Gleirliiine  der  Werth  von  f  bestimmt  werden 
imiss.  »Sie  ist  im  Allgemeinen  In  He7Ti<x  nnf  /'  vom.  öten  Grade. 
Oa  t  ans  dieser  Gleichung  nicht  verüch\vintlet,  so  ist  eine  Kom- 
pensation unabhängig  von  dem  Wcrthe  von  t  nicht  möglich  ;  mau 
wird  also  t  innerhäb  der  GrAnzen  der  Tenpecaturwecbsel  nebmeo 
und  alsdann  /  berechnen.  Auch  kann  man  für  eine  Reihe  tob 
Werthen  von  t  die  entsprechenden  Werthe  von  f{<.r)  hererhuoo, 
und,  wenn  ihre  Differenzen  gering  sind,  den  Mittelwerth  tiir  /  nthnien. 
Wären  aber  die  Differenzen  der  verschiedenen  Werthe  von  /  be- 
deutend« so  wSre  eiife  Kompensation  geradezu  unmöglich. 


Ueber  die  Bewe^n^  einer  Kug^el  im 
liaufe  einer  Windlbilclise. 

Von  dem 

Herrn  Dbctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  su  Sinaheim  bei  Heidelberg* 


Um  diese  Bewegung  zu  bestimmen,  soll  vorausgesetzt  werden, 
dass  die  Kuj^el  gepllastert  (umnickelt)  sei,  also  fest  aufsitze;  fer- 
ner sei  die  Reibung  derselben  im.  Laufe  =6  (so  dass  eb»  Gewicht 
von  b  Kilogr.  n'Ulilg  wäre,  sie  aus  dem  Laufe  zu  zidhen);  end- 
lich mOge  der  Widerstand  der  Luft  ausser  Acht  gelassen  werden. 
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Es  habe  mm  der  an  den  Lauf  angeschraiihtf»  Kolben  eioen 
Inhalt  —k  Kuliikmeter,  sei  r  der  Halbmesser  des  Laufes  in  Metern, 
a  seine  Länge  im  nämlichen  Maasse;  femer  werde  das  Ventil, 
weiehes  den,  die  gepresste  Luft  enthaltenden  Kolben  aJiscUlesst, 
während  t  Sekunden  ßeöffnet  und  es  sei  die  Elastizität  der  ein- 
geschlossenen Luft  gleich  dem  »fachen  Drucke  der  Atmosphäre 
(bei  mittlerem  Barometerstande,  den  wir  voraussetzen);  eodiicb 
sei  das  Gewicht  der  Kugel  =p  Kilogr. 

Während  der  r  ersten  Sekunden  wirken  auf  die  Kugei  einer- 
seits der  Druck  der  im  Kolben  einffeschlossenen  Luft  und  ander- 
seits die  Reibung  und  der  atmosphärische  Druck. 

A        X        c         r  B 

■     (  1:  1  — I  1 

Sei  demnach  in  vorstehender  Figur  die  Länge  des  Laufes 
(o  metr.),  AC  der  Wec,  den  die  Kugel  wahrend  der  r  ersten  Sekunden 
durchlftuft,  Xder  Punkt,  in  dem  sie  sieb  am  Ende  der  Zelt  t « t)  befin* 
dct,  AX=x  mdtres.  Der  Inhalt  von  AX  ist=r%i2' ,  demnach  die  im 
Kolben  enthaltene  Luft  in  den  Raum  k-^t^t^  ausgedehnt;  ibte  Span- 

mmg  betrfigt  also  noch  ^  ,  ^.^^  Atmosphären,  also  ist  derDruck  anf  die 

Kugel  =77-7-72 — 9  wenn  m  gleich  dem  Drucke  der  atmosphSrischea 

Luit  auf  1  Quadratmeter  (m= 10330  Kilogr.  ungefähr).  Man  hat 
also 

3^=  J  S.  (1) 

wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  (=9>8088  metres)  be- 
zeichnet.  UierAus  folgt: 

\p^^  mnhg  log  (^"^"J^}  -    + mr^n)gx,  (2) 

wenn  v  die  Geschiyindlgkeit  .im  Pui4;|e  X  bedeutot. 
Blerains  folgt:  7     .      '    .         .  / 

^  =V «iiog(l-|-6ia;)— Cx^:, 
wenn,gt=   ^  c^=:      ^  ,  —    ist,  woraus  folgt: 


\r  flilog(i+^i.i>-Ciar 


Da  dieses  Integral  nicht  allgemein  bestimmt  werden  kann,  so 

begnügen  wir  uns  mit  einer  Nähenmij,  indem  immer  klein  sein 
wird.  Treibt  man  die  JNäbetODg  bis  «ur  vierten  Potenz  von  a,  so, 
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kommt  man  auf  elUptische  Funktionen;  wir  wollen  uns  jedoch 
mit  der  zweiten  Potenz  von  x  begnügen  und  setzen 

iog  (1  +       =  M  - 
so  dass  V 

^  ,   ^ ,  dx 


worin  fli6j[>Cx  und  2(ai6j  — Ci)>ai6i%  sein  muss,  d.  h. 
mivthi  >  6  +  r^/WTc  und  2  (m»r^ — 6 — mr%)  >  — x. 

Dir  ersto  l^tHÜngung  ist  jedenfalls  erfüllt^  vrenn. Bewegung  erfol- 
gen soll,  und  die  zweite  zeigte,  dass    '  "\  J  r 


i  ■     ,  \  ,  f 


sein  wird^  was  immer  der  Fall  sein  wird^  wenn 
ist  Setzen  wir  diess  voraus»  so  ist 

wenn  ^  Irgend  eine  ganze,  positive  Zahl  Ist«  uod  man  dann  für 
arc(sin=;Y  ^{a  b  —Py^        Jdeinsten,  positiven  Werth  nimmt. 

Von  ;r.=0  Iis  *=^^^fe—  i«l  «=0.  «""l  da  wir  a:<;^laV^ 
▼oianssetzen ,  so  ist 


Dömiiach  ist  die  Länge 


Fände  sich  ^>ö,  so  hätte  die  Kugel  den  Lauf  schon  vor  Ende 
der  Zeit  x  verlassen»  und  es  wäre  die  Zeit  ,  während  weicher 
«le  im  Laufe  gewesen  wäre: 
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und  die  Geschwindigkeit,  mit  ivelcher  sie  denselben  verlassen: 

Idtaberp<a,  so  bewegt  sich  die  Kugel  noch  ferner  im  Laufe« 
Ist  nun  am  Ende  der  Zeit  )  (vom  Veilluss  der  Zeit  t  an  gerech- 
net) die  Kugel  in  ,1'  und  heisst  €1'=^^,  so  findet  sich^  wie  oben: 

woraus  sich  ergiebt: 

welche  Formel  die  Geschwuidickeit  im  Punkte  )  lit  sitiinint.  Setzt 
man  hierin  y  —  a  —  q,  so  erhält  man  encliich  die  Geächvviudlgkeit, 
mit  weldier  die  Kugel. den  Lauf  Terlässt^^filr  die  man  findet: 

y(iH-r%»)'''8U>)  ?  ^^'^«^'  ® 

worin  ^  durcli  die  Formel  (6)  bestininit  ist. 

Diese  EndgeschwindigKeit  zu  bestimmen,  haben  wir  uns  zur 
Aufgabe  geseün. 


Uebunssaiifg^aben  für  fiicliiiler. 

Von  Herrn  Oskar  Werner, 

Schüler  des  poljtechHischen  Institutes  xu  Dresden. 


Felgeodes  ieft  zu  beweiseh. 

Für  jedes  beliebige  p  und  positive  ganze  r  besteht  die  Relation 


-I       2    ,       2.4   2.4.6.... 

**■  (p-2)  (;>-4)  •  (p-2)(;,-4)..,(p-2r+2)- 

(Forlsetena^  folgt.) 
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ScbrUten  illier  llnterriGlite-Hetliade. 


In  dem  in  Mager's  Pädagogischer  Revue.  October. 
]$I5.  S.  185.  ff.  ubi^edruckten  Aufsätze  d^s  Henn  Professors  Dr. 
Mensing  in  Erfurt:  ,,Die  Gymnasien,  durch  ihre  Grund- 
sätze im  Kampfe  mit  den  Fordernnn;eii  der  fielen  wart" 
finden  sich  auch  mehrere  sehr  gute  Üemerkungeo  über  don  mathe- 
matisfhen  und  physikalischen  Unterricht,  weshalb  wir  diesen  in 
mehrfacher  Beziehung  interessanten  Aufsatz  den  Lesern  des 
Archivs  zvr  Beacbtung  empfehlen..  Besonders  uDt^schreiben  wir 
auch  völlig  das,  was  auf  S.  und  195.  über  den  geometri- 
schen Elenientnrniiterricht  ir^sagt  ist,  und  thoilon  i^nriz  dip  An- 
sichten des  Herrn  Vfs.  über  den  physikalischen  Lnterricht.  IMr.^© 
die  genannte,  einem  Bedürfnisse  der  Zeit  entgegenkommende 
Zcit^rift  fortfahren,  solche  mit  einer  ansprechenden  Darstellung 
wirkliche  Gediegenheit  verbindende  Aufsä&e  fiber  den  matheöna- 
tischen  und  ])llysikalischeD  Unterricht  zu  veröffentlichen;  dann 
wird  sio  ihren  Zweck  in  Bezug  auf  diese  Uoterrichtszweige  gewiss 
sicher  erreichen. 


Oe^hiebte  der  IWatliematik  und.  . 


In  dem  Journal  des  savants.  Juin.  1840.  finden  sich 
einige  Auszüge  aus  den  Eloge  6  von  Fönten  eile  auf  verstor- 
bene Akademiker,  denen  wir  die  folgenden  kurzen  Charakterschil- 
derungen einiger  Mathematiker  entlehnen,  die  einen  Jeden»  der 
sie  liest,  mit  Freude  erßUlen  müssen. 

Vön  dem  grossen  Aistrononien  Cassini  sagt  Fontenelle: 
,,Dont  Fesprit  etait  ej?nl,  tr  ir^quille,  exenipt  de  ces  vaines  inqui- 
etudes  et  Je  ces  agitations  iusensees  qui  sont  les  plus  douloureu- 
ses  et  1^8  plus  incurables  de  toutes  les  uiaiudie^   Uugrand  fouds 

Baiid  IX.  94 
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de  religion,  ff,  ce  qui  est  encore  plus,  la  pratique  de  ia  religion^ 
aidaient  Ueaucoup  a  ce  talme  perpetuel.  Les  cieux,  qui  racootent 
la  gloire  du  Createur,  n*eii  avaient  jamais  plus  parle  ä  personiHf 
qu'a  hii,  et  n'aTaieiit  jamais  mieuz  peisuad^." 

Von  La  Bire  sagt  Fontenelle:  „Tontes  ses  journ^s  etaieot^ 
d*an  boot  k  rautre,  occapees  par  Tätude»  el  se»  nuite  tres-sou* 
veot  ititerroniiNies  par  Ics  observations  afttronomiqnes.    Nul  diwer» 

tissement  quo  celui  de  changeif  fc  travall;  ciicore  est-ce  an  fait 
que  je  hasardc  sans  cn  etre  bien  assure.  Nnl  aiitre  cxercice  cor- 
poreTuue  d'aller  a  TObservatoire,  a  rAcadeiuie  des  sciences,  a 
ceUe  drarcliitecture,  anOolli^ge  royal  doot.al^  ätait  awsi  profemnr. 
Pen  de  gena  peuvent  coinprendre  la  r<6iicite  d'un  solitairey  qui 
Vesf  p.ir  un  choix  tous  les  jours  renouvele. " 

lieber  Varignon  finden  sich  folgende  Bemerkungen:  „Son 
caractere  etait  aussi  sirn]tle  quo  .sa  snyieriarite  d'esprit  poiivait 
Ic  deman^äer.  J*ai  deja  donne  rette  meine  louar){»e  a  taut  tJe  per- 
soniie«»  de  cette  Academie«  qu'on  peut  croire  quo.  Ic  meiite  en  ap- 
partient  plutdt  k  nos  aciencea  ^pCk  no8  saTaots  Je  n'ai  jamai« 
TU  personne  qui  eilt  plus-  de  eooscienee,  je  veux  dire  qui  fut  pItts 
ap|mquo  a  satisfalre  exactement  au  sentlnient  nitt^rieur  de  ses  de- 
VpirS}  et  qui  se  content.^t  nioins  d  avoir  satlsfiiit  aux  apparences.** 

Von  Ixcirirau  :  „11  se  tenait  ä  l'ecart  de  toute  afi'aire,  encore 
pjiis  de  tuulti  intriürue;,  et  il  couiptait  pour  beaucoup  cet  avaotage^ 
fii  peu  recherclie,  de  n'dtre  de  rien. " 

Von  T«chiru hausen :  „La  \Tate  philosophie  avait  peueUe 
jusqu  a  son  coeur,  «t  y  avait  «StafoK  cette  d^oieuse  tranfiiiUit^y 
qä^  est  ie  phu  gtaiid  et  le  moins  recheTche  de  tone  les  Iiiens.'* 

Von  Rolle:    „Vers  1682  un  jeuoe  geomdfre,  tr^s  mcoemi» 

l*^s*r>at  d'uFic  man5ere  heurcuse  un  ]>roMeme  qui  venait  d'etre  pro- 

1>ose.  Aussitot  M.  Colbert,  qui  avait  des  espions  pour  decouvrir 
e  nierite  cache  ou  naissant,  deterra  M.  Holle  daus  1  extreme  ob- 
sMii^  oft  ii  Tivait«  et  lui  donna  une  gratificatlon  qui  devint  eosuite 
nne  "pension  fixe*''' 

Der  berühmte  Hydrauliker  Ritter  Giuseppe  Venturoii  ist 
im  October  zu  Bologna  gestorben.  Er  war  der  Verfasser  der 
Ricerclie  sulle  resisteoze  che  ritardano  le  acqne  cor« 
renti  ed  in  particolare  sulla  resistenza  d'attrito.  Modena. 
1807,  und  der  Ricerche  oometriche  ed  idroni  etrirh  c  fatte 
nella  scuoia  degli  ingegneri  pontificii  di  ac  qne  e  «trade 
Tanno  182L  Milane.  1822.,  so  uie  vieler  Abhandlungen  in  den 
Commentarien  der  Akademie  der  Wissenschaften  des  Instituts  za 
Bologna,  deren  Mitglied  er  war.  ^ 


Aritlmietlk« 


Handhuch  der  Oiffereozial-  utid  1  nf ei^ralrpchnnng 
von  Dr.  Oskar  ^ohlömüch^  ausserordentlichem  i^Kfi^B- 


'  *3  Gewist  «ehr  riobUj^,  bIn»-  weh  sehr  erfroulleh  und  erbebend. 
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MIT:  afi  der  Ulillrersität  zu  Jena.    Erster  Theil.  Diffe- 
*  renztalreehnunff.  Mit  ziv«i  JCupftrlafeln.   Gr«ifclwald.  ' 

mr,  a  2  Thir. 

Das  Handbuch  der  algebraischen  Analysis  desselben  Herrn 
Vfs.,  welches  dem  bis  jetzt  in  seinem  ersten  Theile  vorliegenden 
Handbuche  der  sogenannten  höhern  Anaiysis  gevvissermassen  als 
Vorläufer  gedient  bat,  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXV.  S.  366.  mit 
^bflkrend^m  Lobe  ani^ezeigt  n  orden.  Nicht  weniger  Lob  geb<£hrt 
in  allen  Beziehungen  dem  vorliegenden  Handbnche  der  Differen- 
zialrechnung.  Dasselbe  ist  ganz  in  dem  neueren  strengen,  die 
altere  Hehandlungsn  eise  ganz  in  den  Hintergrund  drängenden 
Geiste  bearbeitet,  und  gewahrt  auf  eine  sehr  erfreuliche  Weise 
dfe  Ceberzeugung ,  dass  der  Herr  Vf.,  was  bekanntRch  nicht  ganz 
leicht  ist  und  <i—  Wie  man  sich  leider  ans  manchen  der  neoesteo 
Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Literatiff  immer 
mehr  fiberzeugen  mnss  —  noch  nicht  gar  zu  hSufig  angetroffen 
wird,  vollständig  in  diesen  neueren  Geist  eingedrungen  ist,  und 
zugleich  die  Fähigkeit  besitzt,  diese  in  mehrfacher  Beziehung 
«ebfrierieen  Din^  auf  ehie  ansprechende,  namentlich  ancb  An- 
fängern deutliche  und  dieselben,  in  diesen  neueren  Geist  mit  mög- 
lichster Leichtigkeit  einführende  WVise  darzustellen.  Ausserdem 
ist  die  Vollständigkeit  hervorzuheben,  welche  dem  Herrn  Vf.  auf 
dem  verhältnissmässig  nur  kleinen  liaume  von  zwei  und  zwanzig 
Bogen  zu  erreichen  gelungen  ist,  da  man  gewiss  wenig  wirklich 
Bcfdentendes  in  diesem  Werke  vergeblich  saehen  dürfte/  Zugleich 
'  hat  .derselbe  sich  dadurch  jedenfalls  ein  besonderes  Verdienst  er« 
w'orhen,  dass  er  die  noch  in  keinem  vorhandenen  deutschen  oder 
französischen  *)  wenigstens  in  dieser  Vollständigkeit  vorkommen- 
den neuesten  Untersuchungen  Cauchy's  über  die  Entwickelung  der 
JFunctlonea  Iii  Reihen  una  die  Lehre  Ton  den  sogenannten  Mittet- 
IgirSnzien  der  FuDctIotieb,  welche  wir  unbedenklich  zu  den  wichtig- 
sten und  schönsten  neuem  Eroberungen  auf  dem  Gebiete  der  Ana- 
iysis rechnen  (m  vergl.  auch  die  Abhandlung  im  Archiv.  Tbl.  I. 
Nr.  XLVIII.  S.  3(>4.),  nicht  bloss  in  sein  Werk  vollständig  aufge- 
nommen, sondern  auch,  was  bisher  noch  nicht  geschehen  ist  und 
was  wir  för  ganz  besonders  verdienstlich  halten,  durch  eine  nii^t 
geringe  Anzahl  von  «wechmäs«igen  Beispielen  erläutert.  In  Ihr 
gehöriges  Licht  gesetzt,  und  dadurch  namentlich  AnHingern  erst 
recht  zugänglich  gemacht  hat.  Eben  so  muss  auch  die  strenge 
Behandlung  des  Lagrange'schen  Umkehrungs-  oder  Heversions- 
probiems  im  neunten  Kapitel,  die  sieh  ebenfalls  in  dieser  neuen 
strengen  Behandlungsweise  wohl  noch  In  keinem  deutschen  Lehr* 
Ifuche  findet,  der  Beachtung  der  Leser  ganz  besonders  empfohlen 
und  als  ein  besonderes  Verdienst  des  Herrn  Vfs.  hervorgehoben 
werden.  Die  wichtiirstcn  x\n\vendungen  der  Differenzialrechnung 
auf  die  Geometrie  fehlen  io  diesem  VVerke  gleichfalls  nicht,  und 
aasserdem  versteht  es  sich  bei  einem  Verfasser,  der  sich  schon 
Anrch  e!h»  nicht  geringe  Anzahl  selbstständücer  Arbeiten  auf  die 
vortheilhafteste  Weise  bekannt  gemacht  hat,  wohl  von  sellist,  dass 
eiffenthiimliehe  Darstellungen  nirgends  fehlen,  in  welcher  Beziehung 
vhr  vorzüglich  die  auch  aus  diesem  Archive  schon  grösstentheils 
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bekannten  Arbeiten  des  Herrn  Vfn,  Aber  höhere  DifferenziakfootieB 
ien,  die  sich  den  Beifall  der  Kenner  in  Deutschland  und  im  Aus- 
lände so  sehr  erworben  haben,  hervorheben  müssen^  da  diese 
auch  in  diesem  Werke  sehr  TolLständig  und  theiiweifiie  noch  in 
vervollkommneter  Gestalt  wiederu:<'(^ebeB  worden  sind«  Leider 
mfissen  wir  uns  hier  mit  den  obiWen  allgemeinen  An^entuDgen 
begofigen,  hoffen  aber,  dass  dii'selben  hinreichend  sein  werden, 
die  Loser  fies  Archivs  auf  ein  Werk  aiifnierksani  zu  machen,  aus 
welchem   sie  .sich  auf  die  leicliteisite  und  he(|nemste  Weise  ein 
üiiJ  von  der  die  ältere  Anaiysis  in  Uück^ieht  auf  wahre  mathe- 
roatiscbe  Strenge  und  Evidenz  so  sehr  fiberrsigenden  neueren  Be- 
*  bandlungsweise  dieser  Wissenschaft  verschaffen  können,  und  wün- 
schen sehr,   dass  aucli  dieses  Werk  zur  immer  i^rossern  Yerbrei- 
tung  der  neueren  strengeren  Methoden  beitras^en  und  es  dem  Herrn 
Verfasser,  wie  bei  dem  aus  allen  seinen  schriftstellerischen  Arbei- 
ten hervorleuchtenden  Talent  desselben  für  das  Lehrwesen  nicht 
^bezweifelt  weiden  kann,  gelingen  möge,  anch  iu  seinem  Lehrkreise 
der  neueren  Anaiysis  immer  mehr  Jänger  zu  gewinnen ,  ein  W^uuscb» 
den  ^^ir  hier  um  so  weni|;er  auszusprechen  unterlassen  können, 
weil  wir  vor  Kurzem  hei  einer  andern  Gelej^enheit  (Literar.  Ber. 
Nr.  XXXIII.  >S.  488.)  darauf  hinweisen  zu  müssen  glaubten,  dass 
es  namentlich  jeder  Universität  anständig  sei,  wenigstens  eines 
Lehrer  zur  gehörigen,  bei  dem  jetzigen  Zustande  unserer- Wissen- 
.schalt  eine  Abweisung  nicht  mehr  zulassenden ,  Vertretung  der 
neueren  strengeren  Richtung  in  der  Anaiysis  zn  <?ewinnen,  so  wie 
einen  solchen  in  dem  Herrn  Vf.  des  vorliegenden  Lehrbuchs  die 
Universität,  welcher  derselbe  seine  Kräfte  widmet,  besitzt*  — 
Dem  Erscheinen  des  zweiten,  die  Integralrechnung  enthaltenden 
Theils,  in  welchem  der  Herr  Vf.  gewiss  auch  der  Theorie  der 
bestimmten  Integrale  seine  besondere  Anfm(;rksamkeit  zu  widmen 
nicht  unterlassen  wird,   sehen  wir  mit  \  erlai)f»^en  enffreijen,  und 
empfehlen  das  vorliegende  \\Lerk  nochmals  der  besonderen  Beach- 
tung der  Leser. 

-  •  '  . 

Oeometrie. 


Lehrbuch   der  niedern  Geometrie  v o n  Dr.  pb.  Frie- 
drich Eduard  Thieme,  Lehrer  der  Mathematik  an  dem 
Gymnasium  und  der  Gewerbeschule  zu  Plauen.  Erster 
Theil.   Planimetrie  nebst  zahlreichen  Uebungsaufi^aben 
.und  lOf'ignrentafeln.   Plauen.  1847.  a   %  Thir. 

Das  vorliegende  Schulbuch  gehört  zu  den  verdienstlichen  Lehr- 
büchern, weiche  mit  einer  strengen  Behandlungsweise  der  Geome- 
trie in  einem  altern  (aber  nicht  vcr:il(eteFj  und  nie  veraltenden) 
Geiste  den  nener?i  Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  dieser  Wissen- 
schaft gebührende  iieaciitung  widmen  und  dieselben  auf  eine  ver- 
.stSndige  Weise  in  den  8cbalunterricht  aufzunehmen  und  m\t  rickr^ 
iisem  pädagogischen  Takte  auf  eine  för  denselben  angemessene 
Weise  zu  verarbeiten  suchen.  Da  es  nun  auch  eine  grosse  An- 
zahl zweckmässiger  Uebungsanfgaben  enthält»  ^und  sela  loMerer 
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Umfang  und  sein  Preis  gering  sind,  so  verdient  es  gewiss,  voa 
Lehrern  an  hühera  (Jaterjriclitoaii^taltea  oicbt  ganz  unbeachtet  ge*. 
lassen  zu  werden* 

Programm,  womit  lu  der  öffentlichen  Prüfung  der 
Schüler  der  Petrischale,  welche  Mittwoch  den  7.  Octo- 
her  1840  von  8i  Uhr  Vormittags  und  24  Uhr  Nachmittags 
au  u.  s.  w.  stattfinden  wird,  ehrerbietigst  einladet  Doc- 
tor  F.  Strehlke,  Direktor.  Inhalt:  1.  ^Mathematische  Ab- 
Jiaodlaog  des  Oberlehrers  Tröger.  2.  Schulnachrichten. 
Dan^ig,  4, 

Der  Herr  Vf.  der  den  Sehulnacbrichten  voraoseescbickten 

raathematiscben  Ahhandhmg  spricht  sich  Aber  dieseihe  auf  fol- 
(^ende  Art  aus:  ,,Die  Lehrhüclior  dor  Storponipfrip  enthalten  für 
(lie  ßerechiMMiir  des  ahgekürzteii  Kegels  in  irr  Hegel  nur  die 
Formeln,  nach  denen  aus  den  Radien  der  beiden  parallelen 
Flächen ,  der  Hohe  oder  Seitenlinie  —  der  kubische  Inhalt  and  die 
Seitenfläche  gefunden  werden.  Den  Gegenstand  vollständig^  heim 
Unterricht  zu  behandeln  und  xtt  zeigen,  wie  aus  drei  dieser  Stücke 
die  übrigen  berechnet  werden:  erlaubt  dem  Lehrer  die  heschrfinkie 
Stundenzahl  für  einen  €ursus  der  Stereometrie  nicht,  indem  iihn- 
üchen  Gegenständen  dieselbe  Er^^eiterung  zu  Theil  werden  müsste. 
Der  genannte  aber  ist  ftir  Schüler  von  besonderem  Interesse,  weil 
er  die  trigonometrischen  Functionen  in  ni  inuigfache  Amvendung 
bringt,  und  auch  zur  Auflösung  höherer  Gleichungen  führt,  wozu 
die  Geometrie  «rpwrdinlirb  keine  VeranlassmiL'  «riebt.  Daher  dürfte 
diese  Berechnung  sicli  uohl  tür  ein  Scbnl|Moiiranim  eignen,  des- 
sen Zweck  es  hauptsächlich  ist,  die  Schüler  anzuregen,  einzelne 
Lehrgegenstände  Leiter  zu  verfolgen,  und  selbstständig  Arbeiten - 
TO  unternehmen." 

Indem  wir  hierin  dem  Herrn  Vf.  völlig  beistimmen,  empfehlen 
wir  diese  ileissig  gearbeitete  Abhandlung  den  Lehrern  an  böbern 
Unterrichtsanstalten  als  eine  Saiundung  stereometrischer  Uebungs- 
aufgahen,  die  zugleich  zweckmässige  üehuogen  in  der  Auflösung 
der  Gleichungen  bis  zum-  vierten  und  zu  höheren  Graden  darbie- 
ten, recht  sehr,  und  bemerken  zugleich,  dass  der  Herr  Vf.  sein© 
vollständige  Bekanntschaft  mit  dem  letztem  wichtigen  Gegenstande 
dadureb  deufUrh  an  tien  Taj»-  gelebt  bat,  dass  er  die  sieb  ihm  er- 
gebenden Gieichungeo  immer  nach  mehrerenj  uamentlich  in  neuerer 
Zelt  an  verschiedenen  Orten  mitgethellten  Metboden  behandelt,  und 
dazu  zugleich  zu  der  nünschenswerthe)i  Ht^kanntwcrdnn^  dieser  neue- 
ren Methoden  in  einem  grössern  Kreise  beiträgt.  Auch  Künftige  Ver- 
fasser von  Sammlungen  mathem;ifischer  Uebungsaufgahen  werden 
in  diesem  Schrißchen  manches  ihrem  Zwecke  Förderliche  finden, 
und  sind  daher  ebenfalls  auf  dasselbe  aid'merksam  zu  macheu. 

Die  auf  diese  Abhandlung?  folgenden  Scbulnachricbten  des 
Herrn  Directors  Strehlke  nehmen  das  Interesse  des  Lesers  ' 
mehrfach,  vorzüglich  a!»er  durch  eine  darin  gemachte  Mittheilung 
in  Anspnirh ,  die  ancb  hier  hervorgehoben  und  in  einem  weiteren 
Kreise  verbreitet  zu  werden  verdient.  Ein  westprenssischer  Edel- 
mann, Herr  Baroii  von  Paleske  auf  Speugawskon  bei  Dan- 
zig,  der  schon  seit  sechs  Jahren  ein  ausgezeichnetes  engUsehes 
/  Mikroskop  und  Femrohr  und  mehrere  kräftige  Magnetstähe  der 
PetEischole  luir  freien  Benutning  flbeiliess,  hat  dem  Director  die- 


s 


» 

s«r  Lehranstalt  die  betricbtlichc  Srimme  von  300  Thai^rn  znr 
Verfügung  gestellt,  om  dalVir  ganz  nach  eigener  Auswahl  mid  eige- 
nem Ermessen  physikalische  Instrumente  für  die  Petrischule  an- 
zukaufen und  deren  Apparat  dadurch  zu  Tenrolbtändigen.  Mehr 
über  eine  solcbe  Handlung  Mer  zu  sagen,  i«t  unnffts;  denn  «le 
spricht  rar  sich  selbst!  Zur  weifofrn  B^kanntwerdung  deffisefbeii 
beizutragen,  schieii  aber  auch  hier  um  so  mehr  Pflicht  zu  .«sein,  jf? 
seltener  dergleichen  Fälle  in  unseren  Tagen  vorkommen.  Wer  an 
dem  Gedeihen  des  Scliitiwesens  lebhaftes  Interesse  niuiiiit,  muss 
sich  durch  solche  eille  Handlungen  in  einer  freien  nnahbängigen 
Stellung  sich  befindender*  Manner  desto  mehr  erhoben  and  ange» 
sprochen  fühlen,  je  mehr  man  sieht,  wie  stiefmütterlich  zuweilen  die  ^ 
Schulen  gerade  von  denen  behandelt  werden,  die  am  meisten  för  ihr 
Emporkommen  sorgen  sollten,  wenn  auch  allerdings,  namentlich  in 
neuerer  Zeit,  ein  besserer  Sinn  in  dieser  Bezieh img  schon  erwacht  ist 
und  gevriss  immer  mehr  erivachen  wird;  und  mOge  dieser  Sin« 
sich  neben  den  Gymnasien  andi  namentlicb  den,  mehr  eine  rea- 
listische Riehfiinf^  verfolgenden  Lehranstalten,  die  der  AnflriiUe 
noch  sehr  bedürfen,  zuwenden] 

Vorsf^ule  der  darstellenden  Geometrie.  Von  0r.  A» 
L.  Busch»  Ohservator  an  der  Konigl.  Universitäts-SterOf 
warte  und  Lehrer  an  der  KwnigL  Provinzial-Geworbe- 
schule  zu  Königsberg.  Mit  einem  Vorwort  von  C  G. 
J.  Jacobi,  ordeiitl.  Professor  und  Mitglied  der  Berli- 
ner Akademie  der  VVissenschaiteu.  Berlin.  G.  Kei« 
mer.  1846.  %  ThIr. 

Unter  den  Hhidernissen ,  welche 'sich  einem  erfolgreiche^  Ua* 

terrichte  in  der  Geometrie  entgegenstellen,  tritt  ganz  besonders 
die  häufige  Unr;ihia:t:eit  der  Schüler,  den  Zirke!  iirrd  das  Lineal 
zu  brauchen  ,  hervor.  Wenn  die  Fiirnren  ganz  eiiilach  sind,  so 
zeigt  sich  dieser  Mangel  nicht  auflaliend,  allein  bei  einigecmasaen 
zusammengesetzten  Geliilden  ist  er  oft  die  Ursache  des  Zurück- 
hieihens  selbst  fähiger  Köpfe.  Daher  kann  denn  anch  iMchtSftrldh- 
ti^er  sein,  als  dass  der  Schüler  sehe»  frühzeitig  gewöhnt  werd«;. 
mit  Zirkel  und  T/meal  umzugehen.  Im  Danziger  Gymnasium  ist 
seit  zehn  Jahren  diesem  Unterrichte  in  Ober- Tertia  von  den  viec 
mathematischen  Stunden  eine  gewidmet  worden,  und.. der  Erfo^ 
hat  gezeigt,  dass  diese  Anleitung  zum  Construfaren" fiher 
Menge  von  Schwieri|^keiten  beim  wissenschaftlichen  Unterrichte  lü. 
der  Creometrie  und  »Stereometrie  hinweffblltt.  Den  Anfang  macht 
die  Construction  einfacher  Aul"gnb<  n,  deren  Lösuni?  den  Schülern 
bereits  durch  frühern  Unterricht  bekunot  ist,  und  die  Zeichnung 
solcher  Figuren,  an  welchen  sie  die  Wahrheit  früher  bewiesener 
Sätze  durch  Erfahrung  bestätigt  sehen.  So  werden  z.  B.  die  Aof- 
losungen  der  Pothenotschen  Aufgabe  tmd  die  merkwürdigen  Punkte 
im  Dreiecke,  nach  der  in  der  Stunde  gegebenen  Anleitung  zu 
Hause  gezeichnet,  \"fie  denn  überhaupt  die  wahrend  d"r  vStünde 
gezeichneten  Figuren  stets  zu  Hause  nochmals  sauber  iu  grossem 
Maassstabe  ausgeführt  werden.  Daun  folgen  die  Aufgaben  von  den 
Berührungen.  Die  Oonstruction  derselben  wird  für  die  verschie- 
denen Fälle  vollständig  ausgeführt,  und  diese  Zeichnungen  machea 
dnnn  später  ein  leichtes  Verstfmdniss  der  Heweise  müglich,  wenn 

dieser  Gegepstand  in  der  Geometrie  bebandeit  mird.  iDie  Kegelr 
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MM  der  Netze  der  einfachen  geometrischen  Körper,  welche  von 
den  Schülern  zu  Hause  aus  Pappe  modellirt  werden,  den  Beschlusfi 
des  einjähri{;en  Cursus  machen  die  Aiifaiiijsfrn'inde  der  Projections- 
tebre.  Auf  diese  Weise  wird  der  Liiterricht  in  der  neueni  Geo- 
metrie in  den  beiden  obefo  KtaMen  -sehr  erleiehtert,  aneh  der  ni 
der  Stereometrie  verliert  einaa  arossen  Theil  seiner  Schwierigkeit, 
indem  die  Schüler  bereits  i^ewohnt  sind,  sieh  nnter  einer  Zeich- 
nung ein  körperliches  Gebilde  vorzustellen.  Der  Unterricht  in  der 
Stereometrie  kann  allerdings  durch  Modelle  erläutert  werden,  In- 
düMseo  acheint  es,  dstes  man  damit  nicht  2^  freigebig  sein  dürfe, 
denn  einmal  können  sie  selten  in  wffnsehenswertfaer  Allgemeinheit 
ausgeführt  werden,  dann  aber  verwöhnen  sie  aueh  ZU  sehr  die 
Phantasie  des  SchvUers,  der  sich  später  von  den  verwickelten 
räumlichen  Gebilden,  fvir  welche  sich  Modelle  nicht  leicht  ausfüh- 
ren lassen,  keine  Vorstellung  machen  kann.  Die  Stereometrie 
setfet  das  Verständniss  von  Zeicbnunffen  Irorperlicher  Geblide  yrtk*- 
aus,  wShrend  umgekehrt  die  Projectionslehre  sich  wieder  auf  die 
Stereometrie  gründet.  Man  befindet  sieh  also  hier,  strenge  genom- 
men. In  der  Verlegenheit,  dass  man  von  dem  vorzutragenden  Ge- 
genstande wenigstens  einen  Theil  als  bereits  bekannt  voraussetzen 
muss,  weshalb  ein  approximatives  Verfahren,  wie  das  oben  angedeu- 
tete, eicht  unpassend  erscheint.  Oer  Unterricht  in  der  Geometrie  kann 
bekanntlich  nur  durch  Aufj^iben,  welche  dem  eigenen  Nachdenken 
des  Schülers  dargeboten  werden,  Leben  erhalten.  Die  Erfahninc  , 
zeigt,  dass  auch  hier  die  Fertigkeit  im  Gebrauche  des  Zirkels  und 
Lineals  sehr  wichtig  ist.  Oft  glaubt  der  Schüler  eine  Auflösung 
gefunden  zu  haben«  —  wenn  er  sie  nun  gehörig  construirt,  so  sieht 
er  l>ald,  ob  sie  stimmt  oder  nicht.  Im  letzten  Falle  wird  er  veran* 
lasst,  auf  eine  andere  Auflösung  zu  sinnen»  im  ersten  die  Rich- 
tigkeit nachzuweisen  ;  in  beiden  Fallen  drängen  sich  ihm  nütz- 
liche Erfahrungen  auf,  eine  ungenaue  Zeichnung  kann  eine  richtig^e 
Construction  als  falsch,  der  Zufall  eine  falsche  als  richtig  erschei- 
nen lassen,  —  der  schlummernde  Verstand  wird  gewecin.  Wenn 
hiernach  der  Unterricht  im  Zeichnen  als  nothweodige  Propädeutik 
för  den  wissenschaftlichen  Theil  der  Geometrie  und  Stereometrie 
erscheint,  so  können  wir  doch  nicht  unterlassen ,  auf  die  Uehel- 
stände  aufmerksam  zu  machen,  welche  auch  dic^e  nützliche 
Sache  mit  sich  fuhren  kann.  Wer  den  jugendlichen  Geist  der 
Sdhtfer  efaies  Chrmna^ms  loennt»  weiss  anch,  wie  leicht  das  we- 
niger Bedeutende  mit  dem  Wesentlichen,  der  Zweck  mit  dem 
Mittel  verwechselt  wird.  So  kommt  es  denn  wohl  vor,  dass  gerade 
die  Schüler,  welche  im  Zeichnen  eine  besondere  Handgeschicklich- 
keit besitzen,  sich  bald  auf  diese  so  viel  zn  Gute  thun,  dass  sie 
die  saubere  Ansföhrung  für  die  Hauptsache  ansehen,  und  der  wis- 
eenschaflllchen  AnfTassung  des  Gegenstandes  abhold  werden,  so 
dass  sie  Beweise  für  überflüssig  ansehen,  wenn  sie  mit  Zirkel 
und  Lineal  die  Richtigkeit  der  Construction  erkannt  haben.  Das 
Verderbliche  einer  solclien  Ansicht  liegt  am  Tage  und  der  Lehrer 
wird  sich  beeilen  müssen,  dieselbe  zu  bekämpfen.  Wenn^  ferner 
der  Gebrauch  des  Zirkels  und  Lineals  nur  auf  eine  der  mittleren 
Klsseen  bescbribikt  und  in  den  obem  niclit  fortgesetzt  wird,  so 
ist  er  nur  wenig  nlititich.  Nur  zn  oft  glauben  die  Schüler  einer 
obera  Bliese»  dese  es  ffir  sie  niclit  mehr  ehrenvoll  sei»  das  s« 
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treiben,  was  in  der  nieder n  von  ihneu  gefordert  wurde,  wie  2.  ß. 
das  nraktische  Rechnen  wohl  bisweilen  gänzlich  von  ihnen  ver- 
nachlässigt wird,  weil  sie  bereits  In  Quinta  damit  beschäftigt  wur- 
den. Solche  verkehrte  Ansiebten  habeo  ihren  tiefen  Grund»  und 
müssen  beim  raathematlscheii  Unterrichte,  wenn  derselbe  erfo^ 
reich  wirken  soll,  mit  der  Wurzel  vertilgt  werden. 

Wir  haben  hier  den  Nutzen  des  Unterrichts  Im  Zeichneyi  (8r 

Gymnasien  und  ähnliche  Atistalten  au/udeuten  versucht;  dass  er 
für  technische  Anstalten  v«»  der  höchsten  Wichtigkeit  ist,  ver- 
steht sich  von  selbst.  Ailoin  wir  glauben,  dass  auch  hier  ein 
systematischer  Unterricht,  dor  sich,  voo  den  ersten  Anfangs- 

f runden  des  iineärlschen  Zeichnens  allm&hlig  fortschreitend  zur 
^rojectioDslehre  Bahn  bricht,  viel  leichter  zum  Ziele  fiihrt,  als 
ein  solcher,  d^  mit  dem  Zeichnen^raktischer  Gegenstände  sogleich 
seinen  Anfang  nimmt.  In  der  Königl.  Provinzial- Gewerbeschule 
zu  Danzig  wird  seit  12  Jahren  der  Unterricht  im  Zeichnen  auf 
jene  systemati{»che  Weise  ertheilt,  und  der  günstigste  Erfolg  hat 
sichspäterjedesnnal  gezeigt,  wenn  Architecturgegens'tande',  Maschi- 
nen u.  dgl.  an  die  Reihe  kamen.  Schüler,  welche  diese  Anstalt 
längst  \  erlassen  und  sich  zu  tüclitiiicn  liauhandworkern  oder 
Waschinen-Banmeistern  ausgebildet  haben,  erkennen  sehr  häufig 
mit  vielem  Danke  dicise  Metbode  als  nützlich  an,  während  andere 
Praktiker,  weiche  einen  entgegengesetzten  Weg  einschlugen,  aujl* 
halbem  Wege  stehen  tilieben,  ohne  das  gewfinUchte  Ziel  .zil 
erreichen.  .  .     . ' 

Auch  in  technischen  Anstalten  ist  für  den  inathematischen 
Unterrieht,  das  tinei^rische  Zeichnen  von  grossem  Nutzen ,  heson- 
ders  wird  die  beschreibende  Geometrie  nur  dann  mit  Erfolg  stu- 
dirt  ^Verden  können,  wenn  die  Schüler  ;d!e  Aufgaben  mit  Zirkel 
und  Ajineal  nach  der  Anleitung  des  Vortrags,  zum  Theti  sckon 
während  desselben,  in  grossem  Maassstabe  construiren.  ' 

Der  crrosso  Nutzen  des  lineariscben  Zeichnens  für  die  Zöglinge 
wissenschaftlicher  und  technischer  Anstalt(*n  kann  nicht  verkannt 
werden,  und  so  hegriissen  wir  freudiLi;  das  vorliegende  NVtnkchen 
als  ein  solches,  yvekhes  diesem  UuterrichtszAveige  frische  Aahrung 
darzubieten  geeignet  ist.  So  wie  das  Zeichnen  praktiseWf  Gegen- 
stände ohne  Kenntniss  der  Projcctionslehre  unvollkommen  bleibt» 
so  ist  anrh  die  darstellende  (ieouietrie  ohne  oirislehtsvollr'  Fertii,'- 
keit  im  planimetrischen  Zeichnet»  nicht  zu  erwerben.  Der  Herr 
Verfasser  benennt  daher  sein  ßuch,  in  welchem  er  mit  den  ein- 
fachsten planImefe'ischeD  Aufgaben  den  Anfang  macht,  und  allipäh- 
lig  zu  schwieriger]!  fortschreitet,  mit  Recht  Vorschule  der  d|ur- 
stellenden  Geometrie.  Bei  den  ßerührungs- Aufgaben  bedient..^ 
sich  sowohl  einiger  der  neueren  Metboden,  als  er  auch  durch  geo- 
metrische Oerter  die  gesuchten  Punkte  bestimnit,  wel  hes  beson- 
ders dem  l^raktiker  angenehm  sein  muss.  Die  ebentalls  für  den 
Praktiker  wichtige  nänerungsweise  Construction  TeffelmSssiger 
Vielecke  giebt  er  nach  Renaldi  ;  bei  einer  neuen  Auflage  würde 
er  die  schöne  Construction  Sr.  Hoheit  des  Herzogs  Carl  oecnhard 
zu  Sachsen  Weinrir-Eisenaeh  gewiss  nicht  unbenutzt  lassen.  Für 
die  nalin  nnjisweise  Construction  des  Umfangs  eines  Kreises,  des- 
sen DiLickmesser  bekannt  ist,  giebt  er  drei  Auflösungen^  von 
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denen  dUt  dtitte  für  die  Pruls  g«wlM  aaarelchend  ist.  D4  hidfifl- 

sen  die  neuem  Coiistnictionen  noch  gCTintier  sind  irnd  Icpinon  irriis- 
sern  Apparat  erlordorn,  so  wnrdo  weiii^stens  eine  dcrsciben  hier 
ain  Orte  nein.  8ehr  auslührlioii  ist  die  (  unstnictiou  der  Kegel- 
schnitte behandelt,  auch  hier  sehen  wir  immer  den  gewandten 
Praktiker«  Den  BescMiiss  machen  Spirallinie,  Cyclolde,  Epicy- 
eloade  etc<  Die  äussere  Ausstattung  macht  dem  Herrn  Verleger 
FTirc,  auch  ist  sehr  zu  loben,  dass  die  Figuren  dem  Texte  unmit- 
trilMr  Ix  iired ruckt  Bind.  "Wir  wiinschen  diesem  Werke  die  mög- 
lichst grösste  Verbreitung,  und  hoffeu,  dass  der  Herr  Verfasser 
sich  eotschliessen  werde,  auch  für  die  lieschreilieode  Geome^e 
eili  ftboKche»  Hfil&biicli  xa  Uefißm.  -r  ' 

baozig,  Septemlier  18.  1816.    '        '     .  * 

CT.  Anger. 

Nach  drr  obigen  ausführlichen  Anzeige  durch  einen  völlig 
sachlvUDili^eii  (belehrten  bedarf  zwar  die  Schrift  des  Herrn  Obser- 
vator  Dr.  Busch  einer  Empfehlung  von  meiner  Seite  nicht  mehr; 
jedoch  will  Ich  den  Wanecn  auszusprechen  nicht  unMaseefi^  dass 
diese  ihrem  Zwecke  gewiss  atif  eine  ausgezeichnete  Weise  ent- 
sprechende Schrift  eine  recht  weite  A'orbereitung  finden  und  zn  der 
sehr  zw  wünschenden  immer  grüs^seren  Förderung  des  betreffenden 
VInterriphtsA  ilessen  vielfache  Wichtigkeit  in  der  obigen  Anzeige 
«^hr.dfutlicli  vor  Augen  gelegt  worden  ist»  auf  recht  vielea  Lehr- 
anstalten lienutzt  werden  mOge^  €r.  * 
t .  '  Ii  •          ■  .        . .                                    '  • 

Preisschriften,  gekrönt  und  herausgegeben  von  der 
Fürstlich  .1  a  bi  on  ow  s  ki  s  ch  e  n  (xesellsch  a  f  t  zu  Leij)zig. 
1.  H.  Gr as smaün's  Geometrische  Analyse.  Leipzig; 
1847.   20  8gr.  • 

Die  von  f!or  Fiirstlich  Jabionowski'schen  (Gesellschaft  zu  Leip- 
zig lür  das  Jahr  1845  aufgegebene  Preisaufgabe  ist  im  Literari- 
schen Berichte.  Nr.  XVIII.  S."  288.  mitgetheilt  worden  und  k^nfi 
dort  nachgesehen  %Terden.  In  dem  vorliegenden ,  Heilte  ist  die  yopi 
der  Geseuschan  mit  dem  Preise  belohnte  Abhandlung  des  Herni 
H.  Grass  mann  in  Stettin  veröflFentlicht  worden.  Indem  wir 
diese  Abhandlung  den  Lesern  des  Archivs  zur  besondcrn  Beach- 
tung emptehlen,  bemerken  wir,  dass  Herr  Grassmann  sich  in 
derselben^  mehrfach  an  seine  Wissenschaft  der  extensiven 
Grösse  oder  die  Ausdehnunnslehre.  Erster  Theil. 
Leipzig.  1844.  (>I.  s.  auch  Archiv.  Tbl.  VI.  S. 337.)  anschliess^ 
und  dass  die  efstcre  Schrift  ohne  die  letztere  nicht  wohl  ganz 
verstanden  werden  kann.  Daher  hat  sich  Herr  Professor  Möbius 
in  Leipzig  um  die  i^eser  und  um  die  Sache  gewiss  ein  wesent- 
liches Verdienst  envorben ,  dass  er  in  einfera  besondem  der  Gr^ss* 
inann'schen  Abhandlung  in  dem  obigen  Hefte  angehängten  Aoi- 
satze:  Die  Grassmaunsche  Lehre  von  den  Punktgrössen 
und  den  davon  abhängenden  Grössenformen,  darge- 
stellt von  A.  F.  Möbius,  diese  Lel  re,  wie  er  sich  ausdrückt, 
„auf  eine  dem  Geiste  der  Geometrie  entsprechendere  und  damit 
leiellter  fassliehe  Weise  zu  begründen  uira  2ii<  zeigen  j  wie  *jene 
ScheingrSssen  als  abgektirste  Ausdrucke  wirklicher  Grössen  ange- 
«eb«»  werden  küDoen  ''  versucht  hat  Je  mehr  uns  die  Sache  der 
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AnÜDerkeaimkeU  werth  zu  sein  scheint,  wie  iclion  Archiv.  Thwk 
VI.  S.  3iJ7.  bemerkt  worden  ist,  desto  njrhr  verdient  Herr  Profes- 
sor Möbius  gewias  Dank«  daas  er  sich  dieset  Arbeit  unter* 
zogen  hat.  :i 

"...    -  . .  -     .  t 

Mecliaiilk« 


Einladungsschrift  der  k.  polytechnischen  Scftule  l-D 
Stuttgarf  zu  der  Feier  des  Geburtsfestes  Sr.  Majestät 
des  Königs  Wilhelm  von  Würtemberg  auf  den  27.  Sep- 
tember l£l6.    Mit  einer  Abhandlung  über  die  gezwun* 

Sese  Bewegung  des  Atoms  von  Professor  Dr.  Keusch« 
tuttgart.  Vm.  4. : 

Der  Herr  'Verfasser  dieser  Gelegenheitsschrlfl  scheint  uns 
seinen  Zweck:  die  Priacipieii,  welche  der  Untersuchung  deS  Gegen- 
standes derselben,  tiber  dessen  eigentliches  Wesen  und  eigentliche 
Bedeutung  er  sich  in  der  Einleitmig  mit  Hinweisung  auf  „  Corio - 
Iis:  Tratte  de  la  Tnecuuique  des  corps  solides  et  ducal- 
eul  de  l'effet  des  machines*'  mit  hinreichender  Deutlichkeit 
und  Beibringung  einiger  erlSutemden  Beispiele  ausspricht,  m 
€rninde  gelegt  werden  mfissen,  ohne  Beih^fe  aUalytiscner  iVans* 
forniatiunen,  also  überhaupt  ohne  einen  grossen  Aufwand  von  Cat- 
cul ,  mit  alleiniger  Appellation  an  eine  gesunde  Anschauung  aus- 
einanderzusetze» ,  und  dadurch  eine  Enveitening  des  so  wicntigen 
und  iu  den  gewöhnlicbeu  Leiirbüchern  der  Mechanik,  wie  er  sagt» 
ihlsserst  kfimmeriich  behandelten  Kapitels  Ton  ffezwungeneo 
Bewegung  des  Atoms  zu  erzielen,  guc  erreicht  zu  haben,  weshalb 
wir  diese  Schrift  zur  Benutzung  bei  dem  Unterrichte  in  der  Mecha- 
nik auf  tecbnischeu  Lehranstalten,  auf  denen  nati'lrlleh  eine  mög- 
lichst vereinfachte  Darstellung  dieser  in  int  lireren  Theilen  schwie- 
rigen Wissenschaft  vorzugsweise  Bedürfniss  ist,  wohl  empiehlen 
SU  dürfen  glanben. 


Optik. 


Optische  Untersuchungen.  Von  Johann  August  Gm- 
nert  Zweiter  Theil  Theorie  der  achromatischen  Ob» 
jective  für  Fernröhre.  Mit  zwei  Fiaureutafelo.  Leip- 
zig. 1847.   8.   1%  Thlr.  *  ^ 

Der  erste  Theil  dieses  Werkes  ist  im  Ijiterar.  Ber.  Nr.  XXXIl, 
S,  471).  aiigezeigt  bürden.  Der  vorliegende  zweite  Theil  enthält, 
wie  sefai  Titel  angiebt,  die  Theorie  der  achromatischen  Objective 
fiir  Fernrohre,  was  In  dem  Sinne  zu  nehmen  ist,  dass  bei  dieser 
Theorie  immer  von  der  Voraussetzung  ausgegangen  wird,  dassdie 
Mtaftdienden  Strahlen  sammtUch        Axe  des  Olbjeotivs  panUsi 
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sind,  oder  vTenigstemi  von  einem  sehr  weit  von  dem  Obiective 
entfernten  Punkte  kommen.  Die  Grundformeln,  auf  vrelcbe  die 
Theorie  Mjriindet  wird,  sind  in  diesem  Theile  auf  eine  neue 
Weise  entwickelt  worden,  um  denselben,  eben  so  wie  den  ersten 
Theil.  mo&lichst  zu  einem  für  sich  seihst  bestehenden,  von  den 
im  ersten  Theile  gesehenen  Entwlckelangen  unabh&ngigen  Ganzen 
ai  machen.  Es  sind  zweifache  und  dreifache  achromatische  (oder 
vielmehr  aplanatische)  Objertive  betrachtet  worden.  Alle  Formein 
habe  ich  mit  gehürii^or  Berücksichtiping  der  Dicken  und  der  Ent- 
fernungen der  einzelnen  Bestandlinsen  von  einander  entwickelt,  so 
das8  sich  also  jedes  ObjectiT  eben  so  gut  diaiiytisch  als  unter  der 
Vorftussetinnig  reiflM^windender  ß^tfemwigen  seiner  einzetneo  Be- 
standlinsen von  einander  berechneil  Iflsst,  wodurch  sich  diese  For- 
meln voin  den  früher  bekannten  wesentlich  unterscheiden ,  daselbst 
noch  J.  Herschel  hei  seiner  Entwickrlimi?  der  Theorie  zweifacher 
achromatischer  Objective,  nach  welcher,  wie  iStampfer  gezeigt 
hat,  aueh  die  1fr an nfcofer' sehen  Objeetive  gebaut siniy  dIelMekca 
und  Entfernungen  ganz  unberücksichtigt  gelassen  hiU.  Uehsrhanp^ 
sind  alle  Formeln  in  so  einfacher  Gestalt  dargestellt  worden, 
es  die  Natur  des  Gegenstandes  und  meine  Kräfte  irgend  gestatte- 
ten; auch  habe  ich  dieselben  liberall  so  weit  entwickelt,  dass 
sich  die  numerischen  Data  uniiiitlelbar  in  sie  einführen  lassen, 
und  nur  noeh  die  Schwierigkeit  der  Auflösung  der  Endgleichun^eil 
übrig  bleibt,  welche  natürlich  bei  diesen  meistens  mehr  als  eine 
AuffOsun!^  zulassenden  Problemen  nicht  zu  umgehen  ist.  Nähe- 
rungsniethoden  sind  überall,  wo  es  nöthig  war  oder  vortheilhaft 
s^u  seiu  scbieu,  angegeben  worden.  Alle  bekannten  Principe,  auf 
velche  man  bisher  den  ßau  achromatischer  Objective  zu  gründen 
gesucht  bat,  und  einige  neue  von  mir  selbst  angegebene,  habe  ich 
ausfiihrlicb  betraclüet  und  analytisdi  ent^^  ickelt ,  imter  den  erste- 
ren  besonders  die  Principe  von  Euler,  Klügel  und  Littrow, 
Barlow,  J.  Herschel  (oder  Fraunhofer)  und  Gauss.  Die 
beiden  letzten,  namentlich  das  Princip  von  Gauss,  welchem  in 
theoretischer  Räcksidit  nach  mehier  Ansicht  ror  allen  auderep 
Princioeu  der  Torzug  gebührt^  und  uur  zu  bedauern  ist,  dass,  so; 
viel  icn  weiss,  noch  kein  Künstler  ein  Objectiv  nach  demselben 
gebaut  hat,  habe  ich  auch  auf  dreifache  Objective  ausgedehnt  und 
auch  in  dieser  Beziehung  vollständig  analytisch  entwickelt,  was 
bis  jetzt  noch  nicht  uuternomnien  worden  ist,  so  wie  denn  über- 
haupt seit  den,  neuem  Ansprficben .  nicht  im  Entferntesten  meht 
genOgenden  Theorien  Euler's  und  Kluge  Ts  für  diese  Objectivo 
gar  nichts  von  einiger  fi<!(leutin)g  geliefert  worden  ist,  und  niaii 
die  Theorie  dieser  Objective  seit  Jener  Zeit  gewiss  sehr  mit  Un- 
recht ganz  hat  bei  »Seite  liegen  lassen,  da  eine  Abhandlung  des 
sonst  sehr  verdienten  Oriani  wohl  nicht  besonders  in  Anschlag 
gebraclit  werden  kann.  Ueberbaupt  habe  ich  In  dem  vorliegenden 
uweiten  Theile  mein  Augenmerk  vorzugsweise  auf  eine  VeryoU- 
kommnung  und  Erweiterung  der  älteren  Theorien  gerichtet,  weil 
ich  glaube,  dass  dadurch  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Sache  der 
Praxis  vorläulig  am  meisten  genützt  und  Vorschub  geleistet  wer- 
den Icann,  und  behalte  eioe  !ßehaDdlung  der  optischen  Instruiifente 
nach  weit  umfassendem  und  allgemeinero  Methoden,  wobei  auch 
noch  verschiedene  andere  Dinge  zur  Sprache  gelirucbt  werden  sol- 
ea,  den  folgenden  Tbeilen  dieses  Wecks,  deu^b,  seinei  mebr- 
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fkthen  Sclnvierigkeiten  tve^en»  und  weil  es  wenigsten*  lur  deq 
zweiten  Thfcü  rir)  gonüor^Mulcn  Tirifl  moinem  Zwecke  P!fii<>erma«seii 
entHprecliomloii  Vorarln  Itm  last  lmiizÜcH  nianj^clte ,  eine  oaehsich- 
tige  Auiiiabme  und  üeurtheilung  wünsche«  noch  vor. 

..  G. 

" '  Repertoire  d*Optique  moderne  ou  Analyse. compl^te 
des  travaux  iiiodernesS  relutifs  auk  phenomenes  de  la 
lumi^re;  par  M.  l'Abb^  Moigno.  PremUre  Partie.  Paris. 

et  Leipsig.  18^7.  8. 

Herr  Abbe  Meii^Do  bat  sich  bekannflich  durch  die  Heraus- 
jjabe  seiner  Leroiis  de  caicul  fli  ri%»rf»iitic  I  et  de  caicul  in- 
tei^ral,  redi^rf*es  d'a])res  les  inetliodes  et  les  ouvrages  . 
pu blies  uu  luedits  de  M.  A.  L.  Cauchy  ein  so  allgemein  an- 
erftaimtes  VeKdienst  erworben ,  dasa  wir  das  vorliegende  Werk  mit 
nicht  eeringär  Erwartung  zur  Hand  nahmen,  aD4 awar  um  so  mehr* 
weil  vvir  von  drr  N()th\vf  ndigkeit  und  dem  grossen  Nutzen  eines 
solchen  Werks  vnllkuuiiaen  und  auf  das  Lebhafteste  überzeugt 
sind,  indem  wühl  Jeder,  wer  sich  mit  einigem  Kifer  dem  ^»tudium 
der  neueren,  namentlich  der  physikulischeo  Optik  gewidmet  bat, 
die  mannigfaiehen:  Sebwierigkeiten  gefühlt  haben  wird,  .mit  denen 
dieses  Studium  verbunden  ist,  Avonn  man  sich  nicht  gerade  gans 
und  aiissrhiipsslich  diesem  («egenstande  hingeben  will  oder  kann. 
Wir  müssen  aber  offen  ge^itehen  ,  dass  wir  in  unsern  Erwartungen 
mehrfach  cretäuscht  ^^  orden  sind. 

In  der  in  sehr  überschwengrn  ht  n  Ausdrücken  geschriebenen 
Vorrede  erklärt  der  Herr  Vf.  aui  yag,  III.,  dass  er  in  diesem 
Werke  durchaus  nur  eine  exposition  physique,  soutenue 
seulement  et  ölair^e  pnr  des  formules  öl^mentaires  et 
fa  c  i  1  e  s  zu  geben  beabsichtige ,  und  auf  alle  Anwendung  des 
b")!H  rri  Caiculs  verzichte.  Immc  elementor^  Oarstellung,  wenigstens 
in  dem  Sinrje,  wie  man  iüeselbe  namentlich  in  Deutschlana  woM 
zu  erwarten  gewuhut  sein  mochte,  und  wie  iu  einigen  physikali- 
schen Lehrbüchern,  z.  B.  von  Ettingsbansen,  Auffust  U.A. 
auf  gewiss  sehr  Verdienstliche  Welse  zt|  geben  Tersncnt  worden 
ist,  liefert  die  Schrift  des  Herrn  Moigno  aber  gar  nicht,  sondern 
dieselbe  isf  im  eigentlichsten  Sinne  durchaus  niclits  weiter  als  da«, 
was  die  Kranzosen  „une  Analyse"  nennen,  wie  auch  auf  ihrem 
Titel  ganz  richtig  angegeben  worden  ist;  ja  man  kann  selbst  noch 
binsusetzeii:  sie, ist  wenigstens  in  ihrem  mathematischen  Theile 
vorzugsweise  oder  nur  „une  Analyse  des  travaux  de  Mr. 
Cauchy",  welcher  letztere  zugleich  von  Herrn  Moigno  fast  anf 
allen  Seiten  mit  Lobsprüchen  atif  elnr  Weise  wahrhaft  überschüttet 
wird,  die  einem  so  hochstehenden  (belehrten  wie  Herrn  Cauchy 
|t-  dessen  grosse  Verdienste  von  Niemandem  mehr  als  von  uns 
koerkannt  werden  können,  wie  wir  auch  wohl  bei  jeder.  Gelegen- 
Jieit  bereits  zu  vollij^er  GenSge  bewiesen  haben  —  wo!il  schwenicb 
selbst  angenehm  sem  kann.  Gleich  von  vorn  brrfMn  bedient  Herr 
!\ioi*ijno  den  Leser  mit  einigen  ans  Herrn  Caiichy's  Schriften 
entlehnten,  natürlich  aber  gar  nicht  weiter  begründeten  analyti- 
schen Formeln  und  bringt  auch  nur  sehr  wenig  bei,  was  geeignet 
wäre,  eine  einigermassen  deutliche,  jedoch  nur  ganz  allgemeine 
GInsicbt  lo  das  Wesen  derselben  >  in  nie  Art  und  Weise,  wie  Herr 
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Cauchy  zu  demMlben  eelatict  ist,  in  d!ie  denselben  &;e^cbene  eigcn- 
thumlichc  Form,  fif>er  «ie  Gniride  clor  Einfühnmj^  des  Imas^iriaren 
in  dieselben  und  was  dergleichen  Tnobr  ist  und  hier  nur  andentiini^s- 
weise  und  ganz  im  Allgciueineii  hervorgehoben  werden  kann,  zu 
vermitteln.  ^  Dadurch  itird  aber  weder  dem  Pb^iÄkef,  noch  dem 
AnäytlftVst  wahr^aft, genützt,  indem  erstercr  eine  mofrlichst  eie- 
nient.ire  und,  soweit  es  die  N.itur  des  («egensfaride.s  ii^ciid  iiö- 
stattet,  strenge  Üarstelhin»? ,  letzterer  da«;eü('ii  eine  recht  klare  und 
ubersichtliche,  die  eij^entiichen  Hauptnioniente  recht  s(;harf hervor- 
hebende Darlegung  des  Weges,  welchen  die  Analyse  genommen 
hat,  wflnachen  wird.  Nach  unserer  Anaicht  wird  dab^r  auch  ittioh 
dem  Ersehehien  dieses  Werkes  des  Herrn  ]\Ioig]iot  far.je4en,  wer  % 
die  neuere  mathematische  Optik  kennen  Icriiefi  will ,  wie  hisher 
nichts  weiter  lilniir  bleiben,  als  zu  den  Schriften  des  Herrn  Canehy 
selbst  seine  Zullucht  zu  nehmen,  und  Herr  Moigoo  bat  nach  UU'» 
eerer  Ansibht  durch  däa  vorliej^ende  optische  Wevb  jedenlalUi  dem 
Zweck,  welchen  er  durch  seine  oben  angeführten  Le(,'ons  de 
calcul  difförentlel  et  de  caicul  integral  in  mehriacher  l>e- 
ziehuns:  auf  anssrezeiehiiete  Weise  erreicht  hat:  nämlich  die  Ar- 
beiten seines  «rrossen  Lehrers  einem  urössern  Kreise  von  Lesern 
zu<;anjglich  zu.  luacheii  und  deHseiben  allgemeinem  Eingang  zu  ver- 
schaflen«  nicht  erreicht.  —  Die  Sectioo  deuxiöme:  Ex^ii- 
catlon  raisonn^e  et  compar^e  des  phenomönes  de  1  op- 
tique  dans  les  deux  systemes  de  Temission  et  dcs'ondu- 
lations,  ist  zwar  ganz  deutlich  verfasst,  indem  sie  überhaupt 
mehr  historisch  als  scientiüsch  verfährt,  möchte  al»er  im  («aiueil 
wohl  nicht  viel  mehr  liefern  als  in  den  vollständigeru  |)hysikaii$chen 
Hand-  uf|d  LehrbOcheru  lenthatten  ist,  wobei  auölt  immer  dfe  Arr 
beiten  der  FraozosilD  vorzugsweise  hervorgehoben  'Ütod  über  die 
Leistungen  anderer  gestellt  werden.  Recht  gute  Zusaramenstellun- 
'  gen  liefern  die  dritte  und  vierte  Section ,  —  die  beiden  letzten  in 
dem  ersten  Theile,  —  von  denen  die  erste  ein  ResumtS  d  Op- 
tt^ue  met^ orologi (jue,  die  zweite  din  Böaiiin^  d'Optique 
min^ralogique  entbliit.  '.  '  \ 

Der  zweite  Thcil  soll  enthalten:   1.  la  litt^ratiir«  cdiür 

81  ^te  de  Toptique  *);  2.  ie  catologue  raisonn^  et  figur^ 
ee   propositions      demontrer,   des  ei:p^icl.ences  qu.1 

constituent  la  demonstrati o n  et  des  appareils  a  l'aide 
dcsqnels  se  font  les  experiences.  iNun,  daraus  wird  ijjewiss 
sehr  viel  zu  lernen  sein!  und  der  Herr  Verlasser  wird  doch  wohl 
am  Ende  unser  oben  ausgesjprocbefles,  vielleicht- etwas  vorsebnel* 
les  Urtheü  über  den  ersten  Theil  cu  Schaoden  machen  ,  und  Recht 
behalteor  wenn  er  die  Voirede  zum  ersten  Tbeile  mit  den  W^orteb 
sehliesst:  „Nous  nurions  ainsi  comble  un  ffravd  rifle,  et  satis- 
fuit  ä  un  immense  besoin.'*  —  Vorläulig  bitten  wir  aber  nur  einen 
Jeden,  bis  zum  Erscheinen  des  zweiten  Theils  zu  warten,  bevor 
er  sidi  das  Werk  anschaill,  da  beide  TheUe  Ftfnf  Thaler  nötllö 
fcosten.- 


*)  Welche  man  bis  zu  einem  g^cwissrn  Zeitpunkte  schon  is  gVMMe 
VoUständigkeit  in  dem  üove'tcheu  Kepertorium  findet. 

Anmerkung  de«  Setzer«. 
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P  Ii  y  s  I  K  . : 


Geschichte  des  Leiden fros t'sch e n  Phänoraeos,  erste 
Abtheilung,  vom  Oberlehrer  Dr.  Emsmann.  (Proeramm 
der  Friedricb-WUbelms-Schiile  so  SieffiD«  mit  Scbul- 
nachrichten  Tom  Director  Scheibert)  Stettin.  4. 

SiAche  MoB^ftraphien  wie  die  TorHegend«  «cheinen  nncIHr  die 
fihebulprogramme  sehr  geeignet  zn  sein ;  sie  nützen  den  (Schfilern 
und  sind  auch  an  sich  interessant  und  nicht  ohne  wissensebaftÜche 
Bedeutung.  Der  Herr  Vf.  hat  die  Geschichte  und  Literatur  des 
genannten  bekannten  Phänomens  sehr  ausführlich  mitgetheilt,  und 
die  verschiedenen  Erklärungsversuche  mit  seinen  eigenen  Ansich- 
tan  ttbev  dasselbe  deutlicb  und  voUstindig  dargelegt,  so  dass  wir 
wflnscbeoy  er  möge  bald  die  aweite  Abtheilmig  naebfolgen  lassen. 


ir^misehte  ISelirifiteii» 


The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Etited  bv  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Peters  Col- 
lege, Cunibridge.    (Vergl.  Lit.  Ber.  Nr.  XXXlll.  8.  492.) 

No.  VIL  On  the  Attraction  of  a  Solid  of  Revolution  on  an 
Ei^ternal  Point,  ßy  George  Boele.  —  On  a  certain  Synibolicai 
Kqnation.  By  George  Boole.  —  Investigation.  of  eertain  Proper^ 
ties  of  the  Ellipsoid.  By  Thomas  Weddle.  —  Oq  Principal  Axem 
of  a  Body,  their  Moments  of  Inertia,  and  Distribution  in  Space. 
B^  R.  Townsend.  —  On  the  Integration  of  eertain  Equations  in 
Finite  Difl'erences.  By  Rev.  Brice  Bronvvin.  —  On  Symbolical 
Geometry.  Continued.  By  Sir  \V  .  R.  Hamilton.  —  On  the  Theory 
of  Involntien  In  Creometry.  By  A.  Caylev.  On  a  Mechanical 
Representation  of  Electric ,  Magnetic  and  Galvanic  Forces.  By 
William  Thomson.  -  (No.  VlIL  wiU  be  pnbUsbed  on  th^  1^  A 
March  1847.) 

In  den  Bnlietlns  de  i*Acad^mie  Royale  des  sciences, 
des  lettres  et  des  beaox-arts  de  Belgique.  Tome  XIIL 
Ire  Partie.  1846.  Bruxelles.  1846.  8.  finden  sich  die  folgen- 
den ausführlichem  Abhandlungen,  welche  der  Beachtung  der  Leser 
des  Archivs  empfohlen  zu  werden  verdienen. 

Note  Sur  la  convergence  de  la  Serie  de  Madanfiiii»  par  M.  XijB^ 

m.ermanDs.   p.  Ö3.  "  ' 

Note  Sur  la  convergence  des  söries«  par  M.  T  immer  mann«« 
membre  de  l'Academie.   p.  140. 

Nouvelle  deraonstration  d'un  lemme  et  d'un  theor^me  de  M.  Ja- 
cobi,  par  A.  Pioch,  professeur  d'analyse  a  l'ecole  militaire  de 
Belgique.   p.  151. 


(Dieser  Anfnatz  bezieht  «ich  auf  eine  ans  dem  !talienis(  hcn 
übersetzte  Abhandlung  in  Liouviiie's  Journal.  ^!>  o  j>  t  ein  hre, 
1840.,  welche  den  Titel  führt:  Sur  le  priuci^e  du  deiuier 
multisncatear  et  sar  sod  u«ag0  coMine  aonveam  prin* 
elpe  ae  mtfcataiqoe;  parll.  JacobL) 

..Du  factenr  d'iiitegratiiin  des  ^quationa.  homoi^^nes,  par 
llf.  LefräiiQoia^  ^^^^  TuoiTeraiM  de  Gandl  p.  159. 

Nfte  8111  lea  ezpreesiona  den'  fadtM»«  d'u»  nombre  «a  prodilta 
»IidU»;  'pac  M.  Schaar,  dectear  en  acieacea.  p.  228« 

Sarlepantll^logramme  des  foreea  de  Simon  Sttfvfn,  par  A.  Tlm- 
mcrmaiias,  membre  de  rAeademie  et  proleseear  a  fUniTehÜM 
de  Gand.  p.  313.  * 

Sar  les  vibratups  qu*un  courant  electrique  discpnfinu  fait  aaitif 
dans  Je  Ter  doiix;  et  Sur  Ul  non « exSatence  d'un  courant  electriuue 
dans  les  nerfs  des  ajtiinaiix  vivants.  (Extrait  f!  nue  lettre  de  AI, 
G.  Wartnianit,  prola^^eur  a  l'Acadeioie  de  Lau£»4nue,  aiU.Qiije- 
telet.)    |).  a:>0.  '  ' 

Snr  un  theoreme  de  Cauchy  relatif  au  d^^veloppement  d^ 
functions  cii  serieti»  par  M.  LaniHrle,  i»role^eur  a  i Universiti^ 
de  Gaiid.   P.  590. 

(Betrifft  Cauchy's  neueste  berfllmite  Arbeiten  ^iber  die  Entf 
Mckelung.der  Fanclioiien  hi  Rcäfheii,     Archhr.  TM.  !•  8.  3(14»)' 

,lxrch<'r€hes  sur  lea  döteimlnants,  par  M.  Catalan^  ren^titeur 
irEcole  poiytecfajiique,  aecrt^taire  de  la  Socletö  pbUomattqite^ 
Paris,   p.  5lii. 

(Ein  interessanter  Aufeatz,  den  wir  den  Les*  rn  des  Ar^hi^'j^ 
bald  in  einer  deutschen  Uearbeitung  niitzuthcilen  bofferj.)  *" 

Magnptismo  terrcstre  (Extrait  d'une  lettre  de  M.  Laniont, 
directeur  de  i  übservatoire  Royal  de  Munich,  ä  M.  <^u«telet>. 
p. 

Notes. sur  (luelnues  questiuns  •examinees  par  M.  Ardant, 
4aDe  ua  nn^moire  iautuld:  Et^des  tlidoriqaes  et  exp^rimen- 
tales  sur  l*dtablia«einent  dee  charpeutes  a  gr^ndeport^l^; 
pac  Mm  DenaDet»  major  dv  g^aie«  p*. 564. 

Rapport  4e  M.  Crahay,  aar  un  appareil  propre  ' mesmr ' 
de  tr^s-petites  differences  de  preaaloo  maaom^tiiqitea«  pröpesi 
p«r  M.  Gustave  Dumont.  p.  667. 

R^gjle  pour  la  division  des  nombrcs  approxhnatifa^  par  M.  FeY* 
hülst,  membre  de  rAcademie.    p.  606. 

(Auch  diesen  nur  kurzen  Autsatz  hutien  wir  den  Lesern  des 
Archiv8  bald  in  einer  deutschen  Bearbeitung  mittheilen  zu  könnru  ) 

Note  sur  i'emploi  des  derivees  en  Algebre«  parM.  Lamarle» 
professeur  ä  l'Universitd  de  Gand.   p.  698. 

Note  (»ur  la  convergence  de  la  serte  de  Taylor,  par  Bl.  Ira*- 
marle  etc.   p.  724.  ' 

Sur  rtecKpsc  de  soleii  dn  0  Octobre  1847,  pat  M.  Mäitl-y, 
aide  ä  rObservatoire  Royal  de  Bruxellea.  p.  728. 
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'  '  Sur  Ics  aurores  bor^les»  la  lumi^re  zodiacale  et  les  ätoUe« 
filantes.  (ExtraH  d'ufte  lettre  adress^  k  M.  Qirefelet,  par  M. 
Ed.  Herrick,  de  New-Haven,  Etata  Unis.)  p.  744. 

Sur  la  declinaison  magnetlqae  et  ses  variations  a  Cracovie. 
(Extrait  <V\mr-  tettre  de  M.  Weis««»  directeur  de  rObsenratoirci, 
Ii  M.  Quctelet.)    ]>.  751. 

Wir  küiiiieii  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegeo  nur  diese 

Srüssereto  Aufsätze  hier  oamhafl  machen;  ausser  denselben  eni- 
Sit  aber  dieser  81*2  Seiten  starke  Band  mwh  eilte  Menge  Torzfig- 
lich  von  Herrn  Qii-etelet  herröhrender  sehr  interressanter  kfirzc- 
rer  Aufsätze  und  Mittheiliin«:en .  hauptsächlich  üImt  die  Pheno- 
mene.s  periodiques,  die  auch  in  naturhistorischer  Rücksicht 
Ton  grossem  Interesse  sind,  und  das  Blühen  u.  s.  w,  der  Pflan- 
zen, den  Zug  der  Vogel  and  fthnliehe  Erscheinungen  in  der  Natur 
betreflfen.  Auch  der  Aufsatz :  Sur  les  Indiens  0-Jib-Be- 
Wa's  et  les  proportions  de  lenr  corps,  par  M.  A.  Quete- 
let  bietet  vielfaches  Interesse  dar,  da  Herr  Quotelet  die  An- 
vresenheit  von  zwölf  Indianern  vom  Stamme  der  O- Jib-Be -Was  be- 
nutzte, um  an  denselben  Messungen  anzustellen,  und  dieselben 
dann  mit  andern  an  Belgiern  von  vorzfiglicher  Grosse  und  Schön- 
belt  des  K"'rpers  angestellten  Messungen  zu  Tenleicben. 

Herr  Quetelet  saiit  am  Schlnss  seines  Aufsatzes:  „Ces  rap- 
prochements  sont  bien  propres  a  d«?truire  les  prejuses  qui  existent 
au  sujet  ,  des  Indiens.  On  voit  que  ieur  cuiilurniation  est  ä  peu 
pr^s  eiactement  la  ndtre,  et  que  si  eile  lui  est  supdriesire  sous 
plusieurs  rapports,  cet  avantage  nrovient  de  la  facilitd  flu*ont  les 
differentes  parties  du  corps  a  se  aevelopper  avec  plus  ae  lihert^  ^ 
et  par  des  exerrices  plus  avantrif^enx  —  Messungen  der  Starke 
mit  dem  Dynamometer  von  lieguier  fielen  aber  doch  zum  Vor- 
theil der  Indier  aus. 

Man  erkenpi  aus  dem  Obigen  die  Reichhaltigkeit  dieser  Bul- 
letins, .nnd  wir  werden  Ton  jetzt  an  deren  Inhalt  in  unsem  Litera* 
risrhrn  Berichten  um  so  mehr  fortwährend  vollsfändio;  -angehen, 
w  eil  mit  dem  vorher  angezeigten  Bande  eine  neue  Aera  der  Brüs- 
seler Akademie  beginnt,  indem  dieselbe  seit  dem  Anfange  des 
Jahres  1846  durch  die  Munifrcenz  des  Königs  Leopold  mit  einer 
dritten  Klasse  (Classe  des  beaux-arts)  vermehrt  und  fiberhaupt  in 
mehreren  Beziehungen  vervollständigt  und  erweitert  worden  ist, 
weshalb  die  Akademie  seit  dem  Jahre  1846  auch  ,,Acnd('mie 
Royale  des  sciences,  des  iettres  et  des  beaux-arts  '  heisst.  Linige 
der  obigen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  Aufsätze  solleni^ 
wie  Torhjer,  schon  bemerkt  worden  ist,  im  Archive  in  deutschen 
Bearbeifiingen  mifgetheilt  werden. 

•       *  ■ 

I  ■ "   •        ■  ' 


"  Druckfehler,-  l;:,;;:;' 

Th^il.  VIL;  S.  387.  Z.  .2.  v.  u.  und  S.  388.  Z.  4.  s.  m.  (—       air  »L 

Theil  IX.  Heft  I.  S.  48.  Z.  ä  s.  m.  JT,  fSx  w. 

TMi  IX*  Heft  I.      88.  Zu  M.  s.  m,  Kurpei  statt  Kürpe^ 
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C^chlelite  der  SiaihematlK  und 

^  Physika  .  / 


Memojre  snr  fa  vie  et  ie^  trav«u?'de  81ino n 'stevio. 
I  ar  M^icheii,  clocteur  scienc  es  mathematiques  et 
physiques,  et  prore^se.n  de  mecanique  rationnoHo  et 
T^^J'^o*"'*!"®  appUquee  a  l'ecole  militaire.  .  Üruxelle*, 

J>ie  klein«  Schrift  von  Herrn  Qu e tele t  über  Simon  Stevin 
ist  im  Xiteranscben  Berichte  Nr.  XXVII.  S.  393.  aiigezcafft  wor- 
den.  In  dem  vorliegenden  gruseer^D  Werke  giebt  Herr  F^fessor 

^teiehen  vorzugsweise  eine  sehr  dankenswerf ho  Analyse 'aller 
von  6te  vin  lierausseirebenLMi  Werke,  und  wir  halten  diese  iScbrift 
daher  lur  einen  mcht  wjvvichti^e.i  lieifrao  zur  Geschichte  der 
Mathematik.  Nach  d».S..6.  und  S.  7.  von  dem  Henn  V  f.  ee-e- 
fo^eSde"  von  Stf  vliv  htousgejgebenen  Wcike 

ün  Traitp  d'arithnietique  et  «  algehre  (pnbliö  en  1585). 
Lno  Table  dinteret  et  de  l  arirent  (1583).^ 
La  Statique  eompren.uit  l'H\  rfrostatiqne  (1586). 
-    Möveqtion  do  la  dime,  faisaiit  suite  ä  l'Arilhiiiefifnie  (1585). 
.  Ln-Traite  de  fortifieaticMi,  en  1594.  .(Bibliotheque  de  Lev<le.) 

tiuJ"^  .^''^l^y^*^i  composa  daus  Hotervalle  de  lüOO  ä 

iflUÖ,  et  qm  est  imprim^  parmi  ses  (fonvres  flanandes,  en  deux 
tonjes  dont  le  prcmier  parut  en  1505  et  le  second  1508.  (Editten 
qui  se  trouve  a  notre  biblietheqae  royale  et  qur  est  loin  d'^tre 
completeO     ' '  • 

lia  CaslramentatioD,  publice  en  1617. 

La  Fortification  par  ^eiuaes  (1618). 

La  Dialectique.,  qite  Vimtem  fit  amsi  puMier  eh  158S,  im  peu 

aijant  I  Anthmetique.  -      -  '  *^ 

.  Sa  Mta  politica,  qui  date  de  15iK). 
Dans  sou  Arithm^tiquc  et  Algebre  se  trovveiit: 

Band  IX. 


La  Traductioii  des  (luafre  premiers  livres  de  Dtophante; 

Un  Trait^  des  granmnirs  inronimensurables ; 
L  Explication  laconiipie  du  lO^  livre  d'Eucüde ; 
Uue  Geometrie  pratique^ 

Un  Traitö  de  la  tenue  des  livres«  pmbUä  en  1608. 
Die  Analyse  d#  niilitalrischen  Werke  rührt  von  dem  Herrn 
Alexis  ßrialmont,   ancieu  ^l^ve  de  T^coie  miiitaire, 

sous-lieiitenant  da  £^enie,  her. 

Die  zweite  Ahtheilune  des  Werk.s  liefert  auf  pag.  17L  bis 
pag.  24^.  sehr  dankenswertne  Notes  et  eclaircissements. 

Ueber  iStev  i U  S  äusseres  Leben;  war  im  Ganzen  wenig  zu 
sagen,  jedoch  hat  der  Herr  Verfasser  auch  in  dieser  Bezienuns 
alß  Ihm- sugHugiichen  Quellen  trsidiah  benutzt,  werm  auch  inuüOT 
die  Asalyse  der  A^ei^ke  Stevin's',  namentlieli  ftk  den  Math^a- 
tiker,  die  Hauptsache  bleibt. 

Nun,  wir  empfehlen  diese  Sehcift  nochniais  den  Liebliabem 
der  Geschichte  der  Mathematik  zur  Beachtung. 


Lehrbuch  der ^ri;thme4ik -für  höhere  Bildun^sau- 
stalten.  Aus  historischen  und  psychologischen  Grund- 
lagen für  die  Zwecke  dos  üntcrrif-nts  neu  entwickelt 
von  Dr.  Theodor  Wittstein  Die  Operationen  an  zu- 
sammengesetzten Zahlen.    Hannover  184H.    8.  YaRthlr. 

Der  erste  Theil  dieses  empfehlenswerthen  Lehrbuchs  ist  im 
Literar.  Ber.  Nr.  XXViü.  8.^413.  augezeigt  worden,  und  das  dort 
ausgesprochene  Uitheii  gili  ganz  ancS  von' dem  vorliegenden  zirei- 
ten  iJfieUe,  weshalb  wir  -uns  hier  mit  der  Angabe  des  Inhalts,  be- 
gnügen können.  Erster  Abschnitt^  Hechunns^  mit  zusam- 
mengosetz teil  Zahlen  im  AHgemeinen.  Reebnnni?  mit 
Summen  und  Produclen.  Hechnunsr  mit  Potenzen.  Rechnani^  mit 
Logarithmen.  Zweiter  A  Os^/iniii.  Theorie  der  Gleichuu- 
gen.  Rechnung  mit  Gleichungen.  Auflösung^ der.  Gleiehungeii. 
Dritter  Abschnitt  •  Theorie«4ler^Zahlensysteme.'  Addi- 
tion und'  Subtraetion.k  Multiplicatlon  und  Division.  Poteii/iruni^  und 
Wu'-zf'laiiszichuiig.  Vierier  Ahsr/ntiff.  Theilbarkeit  deka- 
discher Zahlen.  Kennzeichen  .der  Theilbarkeit  ganzer  Zahlen. 
Entstehung  geschlossener  und  periodischer  DecimalbrücRe.  Füi^^- 
tet  Abspknitt.  TJieofie  de^  iogarithmiseben  Svatem«. 
Berechnung  der  Logaritlunen.  Constiuction  und  Cfebrauch  'der  io- 
garitiimischen  Tafeln. 

Man  sieht  hieraus,  das8  das  Buch  auf  sehr  i^erins^em  Räume 
(nur  137  Seiten)  Vij^les  in  se|tr  einfacher  DarsteHuug  und  £iit- 
fvickelun^i^  giebl  Auch  |iu8  der  Theorie  der  Zahlen «  7..  B.  der 
Ferma tische  Satz,  kqmmt  Einiges  vor,  .und  das  Buch  .ver- 
dient jedenfalls  au  idlgemeii^rer  Beachtung  einpfolilen  zu  werden. 

Die  Buchstabenrechnung  un'd  Lehre  von  den  Glei* 
chungen.  Mit  einer  SammlunTg  von  Aufgaben.  Von 
F.  Rümmer»  Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren 
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Biirgerseliale  und  Hauptichrer  der  Ce werfcschule  zu 
U«idelb«rg.  Heideiber^^.  1847.  8.   1  Rthlr. 

Ein  zwar  ganz  elementares» 'aber,  wie  es  scheint,  recht  prak- 
tisches und  seinem  Zwecke  gut  entsprechendes  Buch,  wefrhes 
ziiiileieh  eine  .«ehr  reichhaltige  Sammlung  von  Cebungsaufgaben 
darbietet,  und  in  der  That  die  Stelle  eine;»  kurzen  Lehrbuchs  und 
einer  Attf^abensammlnng  fiHr  erste  Anfänger  in  der'^achstaben- 
rechoung  und  Algebra  zugleich  vertreten  kann.  Dasselbe  enthält 
die  gewöhnliche  Buchstahenrechnune  mit  Einschluss  der  Lehre 
von  den  T^oi^rulthmen,  die  tiiedern  tteihen,  die  Gleiehungen  des 
ersten  und  des  zweiten  Grades,  die  Anfangsgründe  der  unbe- 
stimmten Analytik,  die  Zins  -  und  Rentenrechnung.  Wir  glauben, 
daf»  das  Buch  «einer  i^rherrsehendao  «praktischen  Tendenz  wegen 
namentlich  den'Lehrem  an  mehr  einer'  praktischen  Riehtiuig  Toi- 
j^enden  Lehranstalten  zur  Beachtung  empibhleii  zu  werden  verdient. 

Algebraische  Aufgaben  des  ersten  und  zweiten  Gra- 
des« von  Miled  Bland.  Nach  der  8ten  Ausgabt  des 
eugiischen  Originals  für  dtrntsche  Schulzwecke  ß'ear- 
beitet  von  Dr.  thrist.  Heitir.  Nagelt  Refctor  der  Resl« 
anstalt  in  Ulm.   Stuttgart.  18^.  ^1  Rthlr.  6  Sgr. 

Miles  Bland  ist  der  englische  j\Ieier  H  i  r  s  ch  ^und  der  Herr 
Uehersefzer  hat  gewiss  auf  den  Dank  aller  Sehülmänner  ßir  seine 
Arbeit  zu  reehjien  ,  s«  liun  der  rticht  uninteresäan(en  Vergleichung 
wegen.  Aber  auch  ,die  Sammlung  an  £»ich  ist  ^ehr  reichhaltig  UQ.a 
un^rscheidef'sich  namentlich  dadurch  von  ded  ähnlich Ai  Bfichem 
in  Deutschland,^  dass  den  Aufgaben  theils  die  vollständigen  Auf* 
lösungen,  theils  nur  die  Resultate  derselben  beigefügt  sind,  's^-as 
gewiss  Manches  tür  siefi  hat.  Der  ümlang,  den  diese  NaniTiiliHig 
in  der  Uebersetzung  —  da  der  Herr,  üeberesctzer  Einiges  aus  dem 
Originale  wegzulasseil  für  zweckmässig  befunden  hat  —  in  wis- 
senschaftttcher  Rtbsksicht  einnimdK,  «Ist  zwar  durch  den  Ti\hi  hin- 
reichend  hezeichnet;  inde^  weilen  wir  den  Inhalt  hn  Folgenden 
noch  etwas  bestimmter  angebe^. 

/  Ff  a  Up  iihe i L.  Alv ebraische  Gt§ ich uv  fj pv  ro m  ersten 
und  iweiien  Grade.  I.  Abtheilung.  Gleichungen  vom  ersten: 
Grade  mit  Einer  unbekannten  Grösse.  Ii.  Abtheilung.  Gleichun- 
gen  vom  ersten €rfade  mltfiehreren  anhekannten GrUssen.  III.. Ab- 
fii eilung.  Reine  quadratische  Gleichungen,;  nehst  Gleichungen 
von*  höheren  Graden,  welche  ohne  Ergänzung  des  Quadrats  gelöst 
werden  kfjnneTi.  IV.  Abtb  eilung.  Unreine  quadraltschö  Glei- 
chungen mit  Einer  unbekannten  Grösse.  V.  Ahtlieilung.  Un- 
reine quadratit»che  Gleichungen  mit  2wei  unbekannten  Grössen.  — 
//.  tfauptiheiL  Aufnabtn,  Welche  muf  aljfebraisehe  GM* 
chunffen  führen,  i.  Abtheilung.  Aufgaben,  welche  auf 
GleicHungen  vom  ersten  Grade  mit  Kiner  un)>ekannten  Grösse  fiih- 
ren.  II.  Abtbcilun^.  Anigaben,  welche  auf  Gleichungen  vom 
ersten  Grade  mit  zwei  unbekannten  Grössen  führen.  III.  Abthei- 
lung. Aufgaben,  welche  auf  reine  quadratische  Gleichungen  oder 
auf  Gleit^hnngen  von  höheren  Graden  fuhren,  die  ohne  Ergänzung 

Qtiadrats  gelöst  werden  Irinnen.  IV.  Abtheilang.  Aufgaben, 
we!r]if»  auf  unreine  quadratische  Gleichungen  führen  V.  Ahtliei- 
lung.  Au%abeu  über  ^thiiieä«che  und  geome,trische  Prugresslouen. 

'  35* 
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Jodf  Abtheiliinir  enthalt  Aufi^aluMi  mit  mn]  olme  Auflösungen; 
für  <]\e  letzteren  sind  die  Resultate  der  Autlööungen  am  Ende  au- 

sauiineiigestelU. 

De  speetatissimi  s  qiribu«;  aequationes  altioris  gra- 
du8  nuiuericae  solvuntur  metliodis  disserta ti o nem  ina- 
tbeniatic(vnt  scripsit  Dr.  0.  Weissenborn.  Berolini.  1847.  8. 

Biese  Diss^tation  enthält,  ohne  auf  eiob  grewlase  Selbwttän- 
dlgkeit  Anspruch  machen  zu  dürfen,  eine  kurze  und  elnfoche, 
Riemlich  deutliche  Darstellung  der  bekanntesten  alteren  und  neue- 
ren Methoden  zur  Auflösung  der  numerisrhen  Gleirhnngen,  lässt 
aber  rücksichtlich  der  V(»l!stäTidirjk(^it,  namentlich  in  theoretischer 
Beziehung«  Vieles  zu  uüiJsclicii  übrig.  Denn  dass  -z.  B.  die  so 
wichtig  Lehre  Tom  Excess  der  gebrochenen  rationalen  algebrai- 
schen Functionen  und  deren  Anwendung  zur  Bestimmung  der  An- 
zahl der  zwischen  gegebenen  Cräiizen  liegenden  reellen  Wurzeln, 
sowie  deren  Anwendung  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  zwischen 
gegel)ei)eri  Gränzen  liegenden  imaginären  Wurzeh)  einer  gegehe- 
neu  Gleichung  (tit.  s.  Archiv  der. Mathem.  und  Phys.  Tbl.  I. 
S.  19.)  ganz  fehlte  Tst  dqehjcaum  zn  billigen.  Auch^^hStte  Ober 
Cauchy  s  schune  Methoden  zur  Auflusung  der  numerischen  Glei- 
chungen (m.  s.  Suj>plemente  zu  dem  mathematischen 
Wörter  hu  che.  'Tbl.  II.  Art.  Gleichung)  rvohl  Kiniges  gesagt 
werden  sollen.  UeJ)erhaupt  iielert  also  diese  S(  hrilt  —  ohne  dass 
wir  uns  hier  auf  weitere  Eirizeinheiten  einfügchen  einlassen  kön- 
nen ^  kein  deutliches  und  •einigermaßen  voltständiges  Bild  vod 
deni  gegenwärtigen  Zustande  der  Lehre  von  den  numerischen 
Gleichun<ren .  und  enthält  grössteiirtheils  nnr  allgemein  bekannte 
Dinge.  Daher  hätte. der  Herr  Vf  erst  noch  tiefere  »Studien  machen 
sollen,  beuor  er  mit  dieser  «Schrift  —  da  dieselbe  einige  eigeo- 
thömllcihe  üntersuchnngen»^*!!«  man* wohl  namentlich  in  einer  Dis- 
sertation wenigstens  In  d«m*Krllse  derjenigen  Ansprüche ,  die  man 
ap  solche  von  Anfängern  zu  verfassen^  Schriften  zu  machen  sich 
berechtigt  halten  darf,  zu  linden,  heften  dürfte  -  gar  nicht  enthalt, 
öffentlich  hervortrat.  Enjhäjt  eiYie  solche  iSchrift  wie  diese  keine  eiü;en- 
ihiimtichen  Untersuch u ngtiTn ,  so  muss  sie  wenigstens  in  der  Dar- 
stellung des  Bekannten  mit  m5glichster  i^irze  feinretchende  Voll- 
ständigkeit verbinden.  ^Ver  aber  das  Bekannteste -(Iber  die  Theorie 
der  numerischen  Gleichungen  in  kurzer  Zeit  einigermassen  kennen 
lernen  will,  und  selbst  erst  Anfanger  in  diesen  Dingen  ist«  mag 
Immerhin  fürs  Erste  za  der  vorliegenden  Schrift  greii'ea. 

Der  Geist  der  matl^emui tischen  Analysis  und  lit 
Verhältniss  zur  Schule-vom  Professor  Dr.  Martin  Ohm. 
Zweite  A  !)  h  a  II  dl  ung.  Auch  als  Anhang  und  Kommentar 
zn  seinen  v  e  r  s  ch  i  e  d  e  n  e  f)  Lehrbüchern.  Mit  einer  Figu- 
ren-Tafel. Auch,  unter  dem  Ti^tel:  Der  Geist  der  Diffe- 
rential- und  Integral-RechauDg.  Nebst  eiuer  neneo 
und  gründlichem  Tj^eorie  der  hcstinnnten  Integral^ 
7on  Dr.  Martin  Ohm.   Erlangen.  1840^        1  Rthlr. 

„In  dem  1842  erschienenen  „Geist  der  mathematischen  Ana- 
lysis" —  saijt  der  Herr  Vf.  in  der  Vorrede  —  „habe  ich  es  ver- 
sucht« den  iniieru  wissenschaftlichen  Zusammenhang  der  Lehren 
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der  Elementar- Analysis  kurz  hervorzuheben.  Denselben^  Zweck 
hat  die  gei?<'!uv;irfigo  ,,  Abhandhmc;"  in  Bezug  auf  die  Differential- 
und  Integral-lvechnuug,  welche  daher  lu  Heziip:  aul"  jene  die  „zweite" 
genannt  werden  kann.  Im  VerlauTe  dieser  gegenwärtigen  ist  daher 
jent  alferoal  aU(,^,£rste  Abhandlung''  cltirt  Da  der  Vf«  auch  fOr 
Leser  schreibt,  die  sich  nicht  gerade  nusschliessliöh  mit  Mathe- 
matik beschäftigen,  die  aber  mit  der  Wissenschaft  Schritt  zu  hal- 
ten wünschen,  so  ist  hie  und  da  Sorgfalt  aiiücnvanflt  \v(>rd(M),  durch 
nähere  F^rörterungen,  (Kirch  kurze  Ausrüilung  von  Lücken  ein  leich- 
teres Verständnis«  zu  vermitteln,  was  antbre  Leser  für  überflüs- 
sig Kalten  milssen.  Ein  Schriftsteller  muss  suchen«  in  dieser  Hin* 

sieht  die  rech'te  Mitte  zu  treffen.'*  . 
♦ 

Der  Inhalt  ist  folgender.  Auf  eiue  42  8eiteo  lanf^e  ^Einleitung 
folgt  der  Geist  tler  Differential'-  und  lnteg9al'Hech- 

nuvfj,  welcher  ai>s  fünf  K;n»tlp!n  besteht.  Erstes  Kapitel. 
Die  sresainnite  ÄbleitungsRctlinung.  Zweites  Ka'|)itel.  Inte- 
grale entwickelt  gegebener  Fuui^tönen.  Drittes  Kapitel»  Ueber- 
<;ang  der  Form'CfTeichuQgen  in  Zihlen-Gleichungen.  Uebdfh  den 
Gang  der  reellen  Werthe  einer  Function.  Der  Lagrange-Taylor'sche 
und  der  Lagrang6*Maelaurin>chc  Ijchrsäi;?.  Die  Leibnitzische 
Differential-Ke.chnuu!?.  —  Viertes  Ka]>itel.  Von  don  ninnensrh- 
bestimmten  Integrideii.  Fünftes  Kapitel.  Von  den  nmueri.schen 
unendlichen  Reihen  und  von  den  numörisch-Jbestimmieu  Integralen 
mit  unendlich -grossen  Grenzen. .  "  * 

Wir  können  über*die'^  Schrift  ^  imr  so  viel  s^guii,  da».s  die- 
selbe ganz  In  dem  bekannten  Geistß  iles  Herrn  Vfs. ,  welcher  nach 
unserer  Ueberzeugnng  nicht  der  ieigejitliche  und  .w^Iue  Geist  der 

strensjeren  neueren  Analysis  isf,  verfasst  ist,  wobei  wir  übrigens 
dem  hrknrmten  Streben  des  Herrn  Vfs»  nacfi  Systematik  und  All- 
genieridieit  gern  alle  (ierechtigkeit  vTiderfahren  lassen.  Auf  Neu- 
heit Anspruch  inacheude  K^esultate,  die  aber  in  dieser  Schrift,  da 
der  Herr  Vf.  in  der  Vorrede  sagt,  ^ass  er  auch  filr  solche  Leser 
schreibe ,  die  sich  nicht  aiisschiiesslich  mit  Mathematik  beschäfti' 
gen,  Wold  anrh  nicht  zu  geben  bezweckt  worden  sind)  haben  wir 
in  dieser  Schriit  am  aller» cnigsten  gef|}ndeu.   *  * 

Auf  eine  ausführlichere  Kritik  wfis  einzulassen,  gestattr»t  der 
Zweck  des  Literarischen  lierichts  im  vorliegenden  Falle  nicht,  und 
wir  verzichten  auch  um  Sa  lieber  anf  eine  solche  von  uuserm 
Standpunkte  aus,  weil  wir  uns  dann  wahrsdieinlioh  auf  eine  ähn- 
liche lan|;e  Diatribe,  wie  sie  dem  Heirn  Professor  Kummer  in 
Breslau  in  der  Vorrede  zu  der  vorliegendlhi  Schrift  zu  Theil  ge- 
worden ist.  sicfasst  machen  mösstcn .  die  wir  riber  dem  Herrn  Vf., 
um  seine  ?<Mriss  brichst  kostbare  Z<"it  /.u  schonen,  gern  cr.<<])areu 
möchten,  und  zwar  um  su  mehr,  weil  dieselbe  für  uns  selbst  doch 
ganz  .ohne  Nutzen  sein  würde. 

Raabe,  J.  L.,  DIi^  Difforen/ial  nnd  Integralrechnung  von 
Gleichuni^en  zweier  und  mehrerer  V  ariablen.  Der  Differenzial- und 
Integralrechmirig  zw  eiten  Theils  zweite  und  letzte  Abtheil.  gr.  8. 
Zürich.  1847.   5V3  Rthlr. 

Doctrinae  serierum  infinitarum  cxercitationes.  .Vuc- 
tore  Mag.  £m.  Gabr.  lijürling,  ad  Reg.  Acad.  Upsal. 


Math  Hof,  nd  R  <»  Gynin  Aros.  Math.  lect.  flesii^n.,  Wev^. 
societ.  sei  eilt.  IJpsai.  menibro.  Pars  Ilda.  (F.x  Actis 
Reg.  Societ.  Scieot  Upsal.)    IJpsaliac.  MDCCCXI^Vl.  4. 

Die  erste  Ai)theilung  dieser  Abhaiidlun£;  lai  im  l^iterar.  Ber. 
Kr.-  XXXI.  iS^  458.  angezeigt  worden ;  wir  KönDeii  also  den  dort 
aogegebeiMn  Hauptzweck^  welchen  der  Herr  Vf.  bei  der  Abfas* 
Sniig  derselben  hafte ,  als  bekannt  voraussetzen.  In  der  vorliegen- 
den zweiten  Ahttieilung  unterwirft  er  da.s  ßinomialtheorem,  dessen 
Ausdehnung  auf  imaginäre  Exponenten  er  l)ck  HHitlicIi  h  >npt8äeh- 
lich  heahsichtiat,  in(lcm  dieses  wichtige  'l  lit^jortMn  bis  jetzt  immer 
nur  auf  reelle  Exponenten  eingesehntni<t  worden -i^t;  eigentlich 
einer^  neuen  Behandlung,  und  bringt  dasselbe  auch  auf  pag.  20. 
aufoeincfft  fcllgenKMiicn  *  und  bestimmten  Ausdruck.  Leider  ist  es 
ODS  an  diesem  Orto  nicht  lifestattet,  auf  viele  Einzelnheiten  einzu- 
sreheii.  Und  wenn  \\\v  uns  daher  auch  lM"_niu'iren  müssen,  die  Ab- 
handlung als  eine  für  die  Theorie  der  Reihen  überhaupt,  nament- 
lich mit 'Rücksicht  auf  deren  Cönv^tgenz  and  Divergenz,  in  meh- 
reren Beziehungen  nach  unserer  Ü6berze»guiig  wichtige  zv  bezeichnen, 
weIcKe  den  Liebhabern  der  neueren  Analysis  sehr  zur  Beachtung 
empfohlen  zu  werden  verdienf :  so  Ii  »innen  wir  this  doch  der  Wich- 
tigkeit des  Gegenstandes  wegen  nicht  versagen,  den  Ausdruck, 
auf  welchen  der  Herr  Vf.  tlas  allgemeine  Binomiaitheorem  gebracht 
hat»  dm  Lesern -fles  ArMvä  hn  Folgenden  mitzutheilen ; ' 

*  •     Thevr.  !¥.  Bliioiirial%. 

Adquatio  '     ^  *  *  * 

(1  +  .r)!/^  1 +^0?^ -I- ...... 

Tera  est  non  modo  realibns  ai  (nuinerice  <!)  et  sed  jc^  et  g 
quibuscuinquie  formae  * 

ar=  M  (Cos  w  +  Sin  lü) ,  V 

]:o)  quoUes  Mod.  a:<l  *4t;  • 
quin  inuno  ^  .       '        ^  ' 

2:o)  quoties  Mod.     haud  >J  sit, 

a)  dum     posltira  es^  qn^ntitas , 

iinmo  etiajn  *  * 

•  * 

m 

b)  fi  reali  qualibet  snpra  — 1,  certe  dum  «  finita  quanti- 

•   täte  ab  — 1  dlscrepat. 

Ipsa  autem  series  memhri  posterloris  divergens  est  < 
l:o)  dum  Mod.  a:=l  est, 

'  o)  quoties     negativa  nmnerice  ^  1  fuerit. 
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b)  dum  x  =  —     etiamsi  |ii=0  (v  positiva  aut  neg») 
aut  negativa  numerice  <1  (v  positiva,  negativa  aut  0) 
fuerit; 

2:o)  quotics  Med.  a:>]  sit  (uisi  for^e  üterit  Expooens  ^nume- 
rus integer  aut  0).  ^  ,  ' 

Dum  3^  num.  est  integer  ideoque  ^eries  finita;  vera  est  ae^uatio, 
etiamsi  tunc  Med.  a;>I  fiierit. 

Wifr  wünschen  sehr,  dass  diese  Abhandlung  iu  ihre»  beiden 
Abthetlungen  die  Beachtang  finden  möge,  welche  sie  gewiss  iu 
mehr  als  einer  Beziehung  verdient!  \\j\d  weisen  die  Liehhaber  4l|!r 
neueren  Analysi^  nochmals  l^sonders  auf  dieselbe  hin. 


*  » 


OeoLmeJtrIe* 

Dte  Bildlehre.  Vom  Professor  Dr.  M.  G.  von  Pau- 
cker.  Mit  100  Seiten  FügungeutFigureDl«tfel,n).  Mitau. 

im.  a  iVs  Rtbir. 

In  der  Vorrede  spriefaL  siph  der  Herr  Tf*  üb^  dieses  Buch 
.im  Allgemeinen  auf  folgend^  Art  aq^* , 

„Der  Zweck  dieses  Buche^  ist  eine  gänzliche  Umgestaltung 
der  niedem  Bildlebre,  sowohl  in  ihrer.  Begr&idung  als  in  ihr^ 

Anschauungsweise. " 

,,Von  Kuklid  bis  auf  unsere*^ Zelt  wiirflfn  die  Beweise  der 
biklniä*isig(Mi  Wahrheiten  durch  Maassgleichuiigen  geführt  Hierzu 
rechne  ich  sowohl  den  pythagorischen  Lehrsatz  tihd  seine  Folge- 
rungen, als  auch  die  140^6- von  dei^Aehnlichkeit  und  denVerbSt* 
nisseii.  pie  Maassgleichungen  beruhen '*auf  dem  Begriff  der  ZuKI, 
Ihre  Eini'rihrung  in  die  ßil<lle]iro  ^Ie})t  dieser  eine  fremdartige 
Kennzeichnunii  und  thut  ihrer  seib.-^ständigen  Auffassung  Eintrag.*' 

„Cnter  dvu  neuem  Ranrnforschern  hatte  Steiner  zuerst  das 
grosse  Verdienst,  die  ^y»l^ugigkeit  der  Fügungen  durch  die  Bild- 
ffleichung  auf^ndecken  (Entwickelung  der  Abbfiogigkeit  geome- 
Bischer  Gestalten.  1832.).  Er  begründete  diesen  Satz  durcn  Bin- 
dfing  von  "S'erhältnisseii." 

„In  der  liildlehre  ist  aber  die  zahl  hafte  Behandlujig  nach  dem 
Ausdrucke  meines  verewigten  Lclirers  J.  W.  Pf  äff  nur  „eine 
Krücke",  welche  nach  gemachtem  Gebrauche  weggeworfen  wird." 

«ylch  habe  daher  versucht,  di^  niedere  Bildiehre  von  aflem, 
was  an  Maassgl^ichungen  und  Verhältnisse  erinnert»  sn  befreien. 

Hierans  sehen  wir>  dass  der  Herr  Vf.,  um  scSnen  Zweck»  wie 
es  an  diesem  Orte  erforderlich  ist,  nur  j^anA.in  der  KOise  und 

zanz  im  Allgemeinen  /.w  bezeichnen,  bei  der  Abfassung;  dtrses 
Werks  die  Absicht  hatte,  die  soi^enaunte  neuere  Geometrie  in 
ihren  wichtigsten  und  scbOusteu  licf^ultaten  ganz  von  der  \'erhätt' 
nisalebre  zu  entldeidcn,   und  Alles  bloss  auietzt  auf  die  Betrach- 
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tung  !>leicher  Dreiecke  zu  gründen.  In  der  T hat  enthält  also  dieses 
durch  die  im  Literar.  Ber.  Ar.  XXX.  S.  451.  angezeigten  „Fünf 


desselbeo  Herrn  Vte.  vorläufig  angeküncligte  und  eingeleitete  Werk 

eine  ganz  iiPiio  Darstellung  und  Begründung  der  sogonnTinten  neue- 
ren (ioonietrie  in  ihron  Hnnptresultaten,  und  verdient  nach  unse- 
rer vollkommensten  üebcrzt'ugnng  gar  sehr,  den  Liebhahern  der 
Geometrie  zur  Beachtung  angolegentfichst  empfohlen  211  werden. 
Diese  Enpfehiueg' dürfte  aber  an  diesem  Qrte  um  so  nothwendi- 
ger  sein,  weil  Mancher  durch  eine  besondere  Eigenthümlichkeit 
dip<ps  Werks  leicht  ^abgehalten  \verd(  n  konnte,  sich  mit  seinem 
Inhalte  genauer  bekannt  zu  niaolien.  Der  Herr  Vf*  hat  es  sich 
niuniich  zugleich  zum  Gesetz  geaiaclit,  die  ganze  Geometrie  von  • 
allen  fremden  Ausdrücken«  zur  entkleiden ,  und  alle  derselben  eigen- 
thümlichen  Begriffe  mit  echt  deutschen  Worten  2a  bezeichnen. 
Allerdings  erschwert  dies  das  Studium  des  Werks  einigermassen. 
Indess  IcTinTHMi  wir  vorsichern,  dass  Jeder,  wer  nur  der  deutschen 
S|»raclie  geh(»rig  mächtig  ist,  den  Herrn  Vf.  leicht  verstehen  wird. 
Auch  empfehlen  \vir.  die  o(>en  erw^ihnten  „Fünf  berühmten 
Fraffen  <aus  »der  Blldlehrf bei  dem  Studium  des  vorliegen- 
den VV^erks  zu^rleich  mit  zur  Hand  tu  nehmen, Nveil  sich  der  Herr 
Vf.  in  dieser  kleinen  Schrift,  —  was  in  dem  vorlieoendc^n  Buche 
nun  nicht  mehr  geschehen  ist  — ,  ü!)er  die  von  ilini  gewählten 
deutschen  Aus(irn<  kc  etwas  näher  erklärt  hat,  wie  auch  aus  unserer 
Torhec  angeführten  Anzeige  derselben,  auf  die  wir  daher  auch  hier 
in  der  ioKede  stehenden^eziehung.de^Folgendep  wegen  verwei- 
sen, ersichtlich  sein  wird. 

Das  ganze  Werk  zerfallt  in  dwi  Haujttahschnitte ,  welche  die 
folgenden  üeherschriften  liihren ;  Erster  AOschniit.  Stab  und 
Ecke.  Zweiter  Alm vinüii.  Doppelbildung.,  Dritter  Ab- 
schnitt. Kreis  und  ^hkrei«.  Ucber  den  oesendem  Inhalt 
dieser  Abscboitte,  aber  ihren  und  der  in  ihiien  enthaltenen  Sätz^ 
innern  Zusainmeiihang  unter  einander,  «her  die  besondere  Art  und 
Weise  der  BegrOndui)<-r  der  einzelnpTi  Sätze,  über  Alles,  was  dem 
Herrn  Vf.  vorzugsweise  oig ;  rifh;iinllch  ist,  hat  sich  derselbe  aber 
in  der  Vorrede  so  ausführbch  und  mi^  so  vieler  Deutlichkeit  aus* 
eesprocben,  dass  wii  <tie  faeser  d^s  Archiv^,  weil  der  Zweck  und 
die  Einrichtung  unserer  Literarisphen  Berichte  ein  weiteres  Einge- 
hen auf  Einzelnheiten  nicht  gestatten ,  lediglich  auf  diese  Vorrede 
verweisen  können,  wenn,  sie  sich  vor  detii  'Mgcntlichen  sorgfältigen 
Studium  des  Werks  näher  mit  seinem  gaiizeu  Tendenz  bekannt 
machen  wollen. 

Ausser  den  genannten  *dr#l  Abschnitten  enthlilt  das  Werk 
noch  einen  Anhang,  in  welcliem  der  Herr  Vf.  für  diejenigen, 
welche  gewohtjt  sind ,  das  ßildmässige  nur  in  den  Maassgleichun- 
gen anzuschauen,  die  \>ichtigsten  iMaassgleichungen,  welche  sich 
auj«}  den  Bildgleichungen  ergeben,  angelührt  hat.  Am  Schlüsse 
'  nimmt  er  die  Kreisberiihrung  noch  einmal  vor  und  tbcilt  aus  der 
bekannten  Auflösung  Gergonne's,  durch  einige  eigenthüm liehe  be- 
merkenswertbe  Sät%e',  verschiedene  ebenmässige  Ausdrficke  mit, 
welche  zu  einer  sehr  geschmeidigen  Berechnung  aller  Bestimmungs- 
stücke führen.  •  • 

Wir  stimmen  dem  Herrn  Vf.  vollkommen  bei,  weun  er  in  der 
Vorrede  sagt,  ,,dass  er  glaube,  dass  es  ihm  gelungen  sei,  ohne 
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irgend  eine  zahlhafto  Betrachtung  oder  Maassgleichuni^  die  gmr/o 
Bildlehre  als  ein  in  sich  ahgcschluBsenes  Ganzes  darzustelieu  ^ 
und  hiilten  dieses  Werk,  dem  wir  eine  allgemeinere  lieaclitung 
8«br  wfinächeD ,  jedenfalls  für  eiae.  Bereicherung  unserer  geo- 
metrischen Literatur.  Wollten  wir  näcli  einem  gewühnlichen 
Ausdriiflv'c  saj^en,  dass  dassellie  manches  oder  niclit  vvenl<i;es  Fi 
genthüiuliche  enthalte,  so  würden  wir  dem  Herrn  Vf.  sehr  Unrecht 
thun»  denn  Alles  in  demselben  bis  avii  die  Kiinstsii räche  ist  wirk-- 
liebes  Eigentlium  desselben*  Wir  haben  dies^S  Werk  hier  um  so 
n  ärmer  cmpfolilen;  weil  wir  die'  Bemerkung  gemacht  zu  haben 
glauben,  dass  gerade  solche  nothweiulig  ein  genaueres  und  8or|^- 
föltigeres  Studium  erfordernde  nKithornatiscIie  Werke  in^den  gewöhn- 
licheit  kritischen  Zeitschrilten  nicht  aut  venlicnte  und  eine  der  auf 
ihre  Abia,ssung  sichtlich  verwandten  Jilühe  und  Kraft  entsprechende 
Weise  Anerkenonng  ünden. 

Die  äussere  Ausstattung  jst  in  jeder  Beziehung  vorzüglich  und 
namentlich  ist  auch  auf  die  ungefähr  200  l^guren  enthaltenden^ 
nicht  leicht  in  entwerfe\|idett  Figurentafeln  besonderer  Fleiss  und 
grosse  Sori^rfalf  verfrandt  worden,  was  jedenfalls  auch  ein  nicht za 
Oberseheoder  Vorzog  ein^s  sokhen  Werks  ist 

KicerQ.he  di  aualisi  applicata  aila  geometria,  di  Fortunato  Pa- 
dala.  Neapoli.  1845.  '  • 

In  Nr.  589.  d(  r  A  s  t  r  o  n  o  m  i  s  ch  e  n  N a  ch  r  i  vh  t  n.  S.  209. 
findet  s'n'h  ein  kleiner  xiulsatz  des  verehrten  Herausgebers  dersel- 
ben, Herrn  Conferenzrath  iichuiuacher,  welcl>er  die  Ueberschrift 
föhrt:  Ueber  die  Zahl  dia  das -Verhällnlss' des  Durch- 
messers zunf  Umfange  des  Kreises  ausdrückt. 
Conferenzrath  8«humaeher  theilt  m  diesem  Aufsatze  einen  von 
dem  bekannten  Rechner  Herrn  Üase  bis  auf  200  De«  iinal?;tellen 
berechneten  Werth  von  7t  mit,  und  zeigt,  dass  derseihe  mit  dem 
von  Herrn  Doctor  Clausen  in  Do^pat  bis  auf  250  Öecinialstel- 
len  berechneten  Werthe  in»rden  eAten  200  Deciraalstellen  genati 
libereinstimmt»  von  eineifi  andern  von  Herrn  Ruth  er ford  in  den 
Philos.  Transacttons.  lS4f.  Parf  ff.  |>ag.  2«3.  })is  auf  t>08 
Decimaien  berechneten  VVcrtho  aiier  von  der  15'isten  Deeinialstelle 
an  stark  abweicht,  tvodurch  also  die  Falschheit  des  von  Herrn 
Ruther  ford  a.  a.  O.  angegebenc'n  Werth.s  deuMieh  dargethan  ist. 

In  derselben  Nunwner  der  Astronomischen  Nachrichten 
theilt  Herr  Doctor  Clausen  in  Horpat  ein  Paar  sehr  elegante 
Theoreme  über  die  kürzesten ,  Linien  auf  Flächen  des  zweite» 
Grades  mit,  von  denen  das  erste  als  eine  Verallgemeinerung  des 
bekannten  Jaenl)i'$ichen  TJieorems  zu  betrachten  ist,  weshalb  wir 
nicht  umhin  können,  Liebli  »her  drr  hühern  G(M>niotrfe  und  Geodä- 
sie, zu  welcher  letztern  diese  i  iieoreme  natürlich  in  naher  Beziehung 
stehen,  auf  diesen  Aufsatz  des  Herrn  Doctor  Clausen  hier  be- 
sonders aufmerksan»  zu. machen,,  weil  'er  vielleicht  leicht  ihrer 
fieaehtnng,  die  er  gar  ^ehr  verdient»  eo^ehen  konnte. 

Grinidlehren  der  ebenen  Trigonometrie,  analyti- 
schen Geometrie  und  Infinitesi)nal-Rechnung.  Von  J. 
i>.  Belanger.    Deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Bernhard 
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Gugicr,  Proio88or  an  der  K.  polytechhisoheo  Sdiule  Bit 
Stuttgart.    Stuttgart.  1847.    8.    21  8gr. 

Ein  nacli  unserer  INIeinung  recht  fjutes  Büchlein,  Welches 
wegen  seiner  eintiachcn,  anschaulichen  und  auf  das  PraktiscI^e  ge- 
ricnteten  Darstellung,  in  welcher  letzteren  Beziehan^  ek  eben  atidi 
nur  vorzugsweise  das  liefert,  was  für  die  Praxis  am  wichtigsten 
i«t,  ohne  dabei  doch  in  Ungriindlichkeit  und  Seichti^keit  zu  ver- 
fallen, sich  zur  Grundlaijc  für  den  Unterricht  auf  mehr  eine  [ir;ii:- 
tische  oder  technische  Richtung  verfoli*enden  Lehranstalten  sich 
recht  gut  eignen  ma^.  Es  auf  deutschem  Boden  zu  verpflaozen  war  , 
daher  elo'  guter. Gedanke.*  Gegen  die  Ue&ersetzung  Ist  Diolita  m 
erinnern,  die  äussere  Au^statlking  ist  ausgezeichnet  und  der  Preis 
im  Verhältnis«  zu  demselben  sehr  niedrig.  , 
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LehrhutI»  der  höheren  Geodäsie  von  Dr.  Philipp 
Fischer,  Lehrer  der  praktischen  (ieonietrie  und  3Iathe- 
niatik  an  der  höheren  Gewerhschuie  zu  Darnistadt 
Zweiter  AbscRnitt.  Enthaltend:  Die  Beobachtuii^sar- 
beitei)  und  Instrumente.  ]|[it  Tier  Figurentafeln.  Darni' 
Stadt.  1846.  S.  1  lithlr.  5  Sgr.  ^  Dritter  Ahschnitt  Ent- 
haltend: Die  Berechnungen.  Mit  einer  Fignrentaf et» 
üarmstadt /846:   8.   1  Kthlr.  10  Sgr. 

Der  «  rste  Theil  die.ses  Werkes  ist  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  XXMll.  S.  .4^18.  angezeigt  worden.  Der  Inhalt  der  zweiten 
uihI  dritten  Ah^heilung  ist  aus  dem  'fitel  selbst  ersichtlich.  Wir 
muasen  denr Herrn  \t  des  Zeugnis.^  gehen,  dass  er  in  diesen, 
beiden  Abtbeilungen  allerdings  etwas  selb.stständiger  als  in  (der 
ersten,  tlie  IVletliode  der  kleinsten  Quiulrate 'enthaltenden  Abthei- 
lurig  gearbeitet  hat,  wenn  auch  freilich  diese  beiden  letzteren  Ab- 
tbeilungen doch  nur  ifrö.sstentheils  \n  Auszügen  aus  andern  Wer- 
ken besteben,  und  vorzugsweise,  ja  fast  einzig  und  allein.  Bes- 
ser« AiHbeiten  über  hühere  GeodSsie  Ton  dem  Herrn  Vf.  benutzt 
worden  sind,  die  er  jedoch  müglrchst  zu  einem  systematischen 
Ganzen  zu  verbinden  gesucht  hat.  Für  Leser  also,  die  nicht  auf 
die  eigentlichen  Quellen  zurückgehen  wollen  oder  können,  wird 
dieses  Werk  immer  seinen  Nutzen  haben,  und  wir  empfehlen  da- 
her diese  beiden  letzteren  Abtbeilungen  als  ein  ganz  gutes  Kener- 
torium ,  hauntsäcbjic^  jedoch  nur  rödcsichtlieh  fler  erwähnten  Bes- 
seischen Arneitcn.  Dass  aber  ih  demselben  noch  Vieles  fehlt,  was 
ein  auf  gehörige  VoKstnndisrkeit  Anspruch  machendes  Werk  über 
brdiere  Geodäsie  notliwenfli*r  eut  alten  raüsste,  lä.sst  sich  leicht 
nachweisen.  So  fehlt  z.  B.  eine  Theorie  der  terrestrischen  Re- 
fraction  gänzlich,  was  gewiss  kaum  zu  entschuldigen  ist.  Bekannt- 
Keil  ist  diese  Tliebrle  aus  zwei  Gestehtspnnkten  dargestellt  wor* 
den,  von  denen  man  den  einen  den  georhetrischen .  den  ändernden 
physikalischen  nennen  kiinnte,  Ais  der  wicMi<j.ste  Wrtreter  der 
erstercn  Richtung  ist  Lamltcrt  anzusehen,  welcher  in  der  ele- 
ganten Schrift:  Lcs  proprietes  reniarquables  de  la  reuto 


Digitized  by  Google 


de  la  lumierp  par  les  airs  et  en  creneral  par  pliisieurs 
niilieux  relriogens  spheriques  et  c o  n ce n  triq ii e  s  etc. 
Par  J.  U.  Lambert.  A.  la  ilayp.  1758.  (Ueutsch  unter  dem 
Titel:  Eigenschaften  der  Baltn  des' Lichts  ren  J.  H.  Lam- 
bert, fierllii.  1772.)  eine  sehr  schone  geometrische  Theorie  ' 
der  terrestriscbeo  und  astronomischen  Reiraction  —  hauptsächlich 
aber  der  ersteren  —  crclicfert  hat,  die  nach'  unserer  Meinung  auch 
jetzt  immer  noch  nx'br  lierücksicblifiruiig  venlieut,  als  ihr  gewöhn- 
lich geschenkt  wird.  Die  physikalische  Theorie  der  astroiioiui- 
schen  und  terrestrüschen  Kefraction  -:-  .hauptsächlich  aber  der 
ersteren  —  ist  bekanntUcb  von  Laplace  im  lOteu  Buche  der 
Mecaniaue  Celeste  (T,  IV.  pag.  z31.)  ^u^^  höchst  scharf- 
sinnige ^\  eise  ent^^^ckelt  worden,  und  verdankt  diesrm  sprossen 
Geonietcr  ganz  ihre  gegenwärtige  Gestalt.  Beide  Theorien  tühren 
übrigens  rücksichtlich,  der  'terrestrischen  Refractioq  ganz  zu  dem- 
•  selben  Resultat,  dass  nämlich  dieselbe  der  noiizontaleD  EntferuuDg 
des  lieobachtunst^orts  Von  dem*  beobachteten  Objecte  oder  dem 
entsprecben(len  Winkel  am  Mittelpunkte  der  Frdo  proportional, 
also  von  der  Zenithdistanz  unabhängig  sei  (Lambert  a,  a.  O.  pag.  75. 
Theoreme  XXVIII.  —  Laplace  a.  a.  O.  pag^  278.)»  Was  Herr 
]>r.  Fischer  über  die  terrestrische  Refraction  beibringt,  betrifft 
»  eigentlich  bloss  die  sogenannten  gegenseitigen  Zenithdistanzen  — 
also  bloss  die  Beobachtungen,  gar  nicht  die  Theorie  — ,  schliesst 
sich  ganz  au  Bessel  und  B ayer,(*Nivellement  zH'isc|ien  Ber- 
lin und  Swine  münde,  vergleiche  Archiv  der  Mathematik  und 
Physik.  Theil  I.  8.  75.)  an,  und  lindet  sich  im  Weseutlichen 
eben  so  in^  den  meisten  Wdfken  Über  |jreo4&ie.  —  Nothwendig 
hatte  nach  unserer  Meinung  auch  eise  systematische  Darstellung 
der  sphäroidiflchen  .Trigononietrie,  oder  wenigstens  der  für  die  Geo- 
däsie wichtigsten  Aulgaben  derselben  in  dieses  Werk  gehört,  wie 
dieselbe  z,  B.  auoh  Puissant  ganz  nach  Legeödi^t^  in  den  zwei- 
ten Theil  seines  bekaunteD  grossen  geoilatiscbeo  Werks  aufge- 
nommen hat.  MerkwCrdi^  Üt  es  aber  Äeb  in-iler  Thal,  dass^dl^ 
heirlicben  Arbeiten  von  Ga<uss  über  , die  allgemeine  Theorie  der 
krummen  FInrheu  .  ^^  riche  mit  der  Geocl'tsie  "in  der  piii:st(  ii  Ver* 
bindung  stehen  mul  den  ])cuktischen  geodätischen  Arbeiten  dieses 
grossen  Mathematikers  ihre,  Entstehung  var4anken,  in  diesem 
Werke  so  gut  \vie  gar  *k^ne  Berücksichtigung  gefunden  haben; 
denn  die  gelegentliche  Em'ähnung  ^er  filtesten  hierher  gehörenden 
Allhandlang  von  Oauss  (Di  squisitioties  geueraTes  circa 
super  fi  r  tos  rurvas  ete.)  wird  uns  tier  Herr  \  f.  doch  wohl  nicht 
entgegerislcllen  \\ ollen'?  und  die  neuerer»,  diesen  Gegenstand  be- 
treffenden Arbeiten  <les  grossen  deutschen  Geometers  8c4ieiut  der- 
selbe gar  nicht  «u  kennen«  —  Da  jedes  trigonometrische  Netz 
gehürig  astron(Mnisch  orientirt  werden  muss,  so  hätte  in  einem 
vollständigen  >Verke  über  höhere  Geodäsie  doch  auch  darüber  die 
nöthige  Belehrung  gegeben  w  erden  sollen .  wie  sie  sieb  \\  ieder 
bei  l*uissant,  selbst  in  dem  l^ehr buche  der  hölie)  «  n  Geo- 
däsie, von  August  Decker.  Manu  beim.  18^30.  liiuiet;  ja 
selbst  der  aite  Tobias  Mayet  iXsst  sieh  darauf  einige rraassep 
ein.  Aber  darüber,  also  Über  Längen-  und  ßreitenbeetimmungen, 
die  finniit  unniittelbar  zusammenbüngenden  Zeitbestl ni nunigen ,  Be- 
stimmungen der  AziuHttlie  ii.  dgl.  sagt  uns  iniser  Herr  V?.  so  gut 
frie  gar  nichts,  und  sein  Werk  ist  in  dieser  Beziehung  ganz  uu- 
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voltständig  und  kann  also  anch  nicht  «Me  vollständige  Ausbildung 
eines  (Geodäten ,  der  in  Wahrheit  auf  diesert  Namen  Anspruch 
machen  dar!',  bezwecken.  Aucji  hängt  est  mit  diesteai  Mangel  des 
Werks  wahrscheinlich  zusammen,  das«  io  der  zweiten,  die  Instru- 
merite  betreffenden  Abtheilung  gar  nichts  über  Ueflexionsinstru- 
mente  und  deren  Theorie  vrjrkomnit ,  svixs  wir  gleichlalL-^  nicl.t  bil- 
ligen kTunien;  denn  so  weTiif^^  Avir  die  Theorie  des  Srxtanten, 
Spiegelkreises,  der  Prismenkreise  it.  s.  w.  in  einem  Werke  über 
niedere  Geodäsie  an  ihrer  Stelle  baUen  können»  so  »ehr  sind  wir 
doch  auf  der  andern  8eite  überzeugt/  das» 'die  Beschreibung  und 
Theorie  dieser  Instrumente  in  eiheDi  Werke  liber  halbere  tieodä- 
sie,  schon  ihres  m  Ichlig^n  astrnrifjinlscIuMi  (iebrauchs  uetjen.  nirht 
fehlen  darf.  Auch  über  Karteaprpjectioiieri  enthält  das  Werk  nicht 
ein  Wort,  wo  wieder  die  treffWche  Ahliandlung  von  G-auss:  All- 
gemeine Auflassung  der  Aufgabe  T  die  Tlieile  einer  ge- 
gebenen Fläche  auTeiner  an,dern  gegebenen  Fläche  so 
abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem  Abi^ebildeten  in 
den  kleinste  ti  TliP-eilen  nhnlieh  wird,  in  Schumaeher*s 
Astronomischen  Abhandlungen.  Drittes  Heft.  Altona. 
18*25.  4.'  S.  1.  reicbps  .Material  halte  liefern  können.  —  Nun  w  ir 
glauben  schon  dul'cn  diese  wenigen  Bemerkungen  unser  oben  aus* 
gesprochenes  ürtheil  hir  reighend  bestätigt  zu  hal^eo.  Auch  nach 
dem  Erscheinen  dieses  Werks  jverden  daher  immer  noch  Puis- 
sant's  liqkannte  X^erke  (Traite  de  Göod^^^i*^-  ^-  !•  ""d 
Trait^*  de  Topograpjiie)  mit  dem  meisten  Rechte  auf  syste- 
matische und  eine  gewisse  VolUtandigkeit  erstrebende  Darstellung 
Anspruch  madhen  dfiife»  und  vorzu^weise  zum  ersten*  Studium 
em()ro1den  w  errden  - müssen,  ^^  ()rauf  man  dann  zu  dem  Studium  der 
betreffenden  einztdnen  Abhandlungen,  und  z>var vorzugsweise  dout- 
scher  Mathematiker,  übergehen  kann.  Die  Mittheilung  einiger 
noch  ungedruckten  Arbeiten  des  verewigten  Schleiermacher 
in  ^em  vorliegenden  Werke  ujuss  schliesslich  noch  als  recht  dan- 
kettswerth  bezeichnM  werden»  ein  DaAk^  welcher  nach  der  eigenen 
Angabe  des  Herrn  Vfs.  voczüglich  dem  jetzigen  Grossherznglich 
Hessischen  Katnsfpr  Dlnürntr n,  Herrn  Oberliuanzrath  Dr.  Hügel« 
gebührt/  worin  \y'ir  also  dem  Herrn  V f. u völlig  beistimmen. 


O      i  k. 


L'Ottica  esposta  in  terza  rima  dal  padre  rettore  Giuseppe 
Giavoletti.   lloma,  1846. 


Astronomie« 


Kecherches  sur  les  mouvemens  de  ia  plaoelc  Herscbei  par 
M.  Leverrier.   Paris.  1840. 
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Storia  Celeste  de!  R.  Osservatorio  di  Palermo  dal 
1792  al  1813.  Parte  uriina  179-2—1802.  Torao  «ecoinl o.  1790. 
Vienna.  1846.  4.  —  Tomo  terz.o.  1797— 17Ü8.  Vieniia.  Iö4<). 
4.  Auch  unter  dem  Titel:  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien.  Nach  dem  Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf 
öffentliche  Kosten  herausgegeben  von  (\  L.  von  Lit- 
trow,  Director  der  Sternwarte  tnid  o.  ö.  Professor  der 
As  troiiomie  an  Her  k.  k.  Universität  zu  >Vienu.  s.  w. ,  und 
F.  kSchaiib,  Ad  iuiict  der  Stern  wartö.  2as*ter  Theil.  jNeuer 
Folge  6r  Band.  Eti^haltend  Pia2zi,'s  Beobachtungen  in 
dem  Jahre  4796.  \Vi*n.  1840.  4.  'iOster  Theil,  Neuet 
Folge  Or  Band.  Enthaltend  Piazzi's  Beobacbtabgeo  in 
den  Jahren  1T97  und  1798.    Wj^en.  1840.  4. 

Der  crsfe  Theil  dieses  WcrkS,  fiif  dessen  Herausgabe  die 
Astronomen  Herrn  Ditector  von  i^ittron-  ymd  Herrn  Adjiincten 
Schaub  jsicti  zu  ilem  Jebhaltosten  Diuike  vernliichtet  fühlen  inüs- 
son,  ist  im  Literarischen  Berichte  JNr.  XXäI.  S.  4(34.  seinem 
Zwecke  und  'seiner  Tendenz  nhcb  aasfiShrlich'  angezeigt  und  seine 
grosse  Wiclitfgkeit  gebtihrend  Jiervorgehoben  woracn.  Indem  wir 
Tins  also  hier  auf  jene  Ari7ei2;e,  drr  ^rir  nielifs  Wesentliches  hin- 
zuzusetzen niissten,  bezieiw n  ,  können  wir  alx  r  nicht  umhin,  un- 
sere Freude  übel  das  Erscheinen  der  beiden  neuen  vorliegenden 
Bände  dhd  unsere  Bcwuntleriyig  aes  Fleisses  und  der  Beharrlich- 
keit  der  I|erren  Herausgeber  aifsdrücken,  tjtklUk  welcher  dieselben 
den  schleunigen  Fortgang  des  Werks ,  dessen  Bearbeitung  noth- 
wendig  mit  nicht  geringen  Schwierigkeiten  verknn|>tt  ^ein  muss 
und  grosse  Sorgfalt  und  Genauigkeit  in  Aifepruch  nimmt,  zu  for- 
dern verstehen.  Mägejes  denselben  gelijigen,  recht  bald  den  gros- 
sen Sehatz  der  Piäzti'scben  Beobachtungen  in  il^er  urspranglicben 
Reinheit  den  Asfconotiien  vollständig  in  die  Hände  zu  liefern,  wo- 
für ihnen  der  Dank  der  Mit-  und  Nacluvelt  nicht  entgehen  kann! 
dass  aber  auch  der  hohen  österreichischen  Regierof»? .  doreh  deren 
Freigebigkeit  allein  die  nothwendig  mit  sehr  hetrachtliclien  kosten 
verbundene  ll^erausgabe  dieses  wiciitigeu  W  erks  möglich  »gemacht 
irird ,  nic^t  minder  der  Uank  j^des  ]<*reitodes  der  Astronomie  ;und 
mathematischen  W^issenschaften  überhaupt  gebührt,  versteht  isich 
von  selbst,  verdient  aber  Hier  wiederholt  ftervorgehohmi  und  zu 
allgemeinorer  Kenntniss  gehr.irht  zu  werden  ,  weil  solche  Beispiele 
der  Muniiicenz  hoher  un^  höchster  Ijandesbehörden  jeden  wanren 
Ereund  der  Wissenschaften  mit  wahrer  Freude  erfüllen  und  den 
Wunsch  lebhaft  anregen  müssen^  .öfter  auf  dergleichen  Beispiele 
hinweisen  zu  können.  Je  seitfilier  dicfselben  im  Allgemeinen  noch 
sind»  desto  mehr  verdienen  'sie  hervorgehoben  zu  werden! 

Kleines  asli  onomiscbes  Jahrbuch  für  1847.  Mitbe- 
nutzung der  Berliner  Epbemeriden  herausgegeben  von 
Er.  Eichstjom,  Oberlieutenant  der  K.  Wartemberglschen 
Artillerie.  Stuttgart  1846.  8.  22%  Sgr. 

« 

Det  Inhalt  dieses  kleinen  astronomis^en  Jabtbnehs  ist  folgen- 
der.  Zeit-  und  Festrechnuni:.    Zeichen-Erklärung.    Sonnen-  und 

Mond-Ephemertde.  Planeten -E[dien\erido.  Saturns -Ring.  Jupi- 
terstrabanten. kStern- Oerter.  Erscheinungen  und  Beobachtungen 
(Sonnen-  und  Mond-Finsternisse.  Pianeten-Constellationen.  Stern- 
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bedeckun^en).   Hilfstafeln  (Geo^apbischn  f.nj^e  der  Haupt  vSfprn 
warten.    Reiractions- Tafel.    Zur  Verwandlung  der  mittlem  Zeit  in 
Sternzeit.    Zur  Verwandlung  der  Sternzeit  in  mittlere  Zeit.).  Ueber 
die  Einrichtung  des  Jahrbuchs  und  dessen  Gebrauch. 

Diese  kleinen  Ephemeriden  scheinen  uns  l^iebbaberu  der  Astro- 
uomie  recht  sehr  empfohlen  zu  werden  zu  verdienen ,  und  in  einer 
BweckmSssieen  Auswahl  aHes  dasjetjige  zu  enthalten,  was  ein  sol- 
cher wünschen  kann.  Die  Antraben  in  Zeit  und  Winkeln  sind  bis 
auf  Secunden  .  tl>i'ih>  f  Isp  sdijst  bis  auf  Zehntheile  der  Secunde 
genau,  was  wir  völlig  biiijgen  iTuiss;<^n,  da  das  Büchlein  nun  auch 
selbst  für  genauere  Beobachtungen  brauchbar  wird,  und  blosse 
t>ilettaiiteii  leicht  das  weglassen  können ,  was  sie  für  ifire  Zwecke 
als  Gberflüssig  zu  betra<;)^ten  geneigt  sein  dürften.  Eben  so  sehr 
müssen  wir  es  billigen,  dass  der  Heit  Vf  liberall  Berliner  Zeit 
zum  Grunde  gelegt  hat,  was  gewiss  seiner  Ar]»eit  zu  grrfsserer 
und  allgemeinerer  Verbreitung,  die  sie  uns,  wie  schon  erinnert, 
recht  sehr  zu  verdienen  scheint,  behulllich  sein  wird.  Die  Son- 
nenparallelaxe  ist  in  Minuten  und  Secunden  angegeben ,  was  wir 
iiir  den  blossen  Liebhaber  der  Aslro||omie  und  überhaupt  llar  die 
gewöhnlichen  Zwecke  bequemer  halten,  als  wenn  wie  in  den  grös- 
sern Epheineriden  dor  Logarithmus  der  Ehtfcrnuf^  der  Sonne  von 
der  Erde  angegeben  wird,  ^venn  auch  freilich  für  strena  wissen- 
schaftliche Zwecke  der  letztern  Methode  jedenfalls  der  Votzug  ge- 
biflirt.  Druck  und  Papier,  fiberb^pt  Jte'insslre  Ausstattung  des 
Wedrkehen^,  sind  sehr  adhun  und  werden  gewiss  auch*dazu  beitn*- 
gen,  dasselbe  in  einem  ^voift m  Kreise  zu  verbreiten,  wie  dasselbe 
nach  unserer  Meinung  verdient.  Schliesslich  wünschen  wir,  dass 
der  Herr  Vf.  die  künftigen  Jahrgänge  möglichst  zeitig  herausgeben 
möge,  däss  dieselben  immer  wenigstens  jedenfalls  vor  Anfang  des 
Jahrs,  dessen  ZaU  der  Js^irgang  auf  seindhi  l^ttel  trSgt,  in  di# 
Häude  der  HimmejsbeobacKter  kommen.  Mögen  der  Herr  Heraus- 
t«  l>er  und  die  Verla^shandbm^  alle  Aufmunterung  zur  Fortsetztiiig 
ihres  Ünh'niehmens  finden!  Einen  solclien  Auszug  aus  den  treli- 
Üchen  Berliner  Ephemeriden  haben  wir  längst  gewünscht,  und 
sind  überzeugt,  dass  derselbe  recltt  vieVen  Nutzen  stjift^  wird. 

Gruithnisen,  Fr.  v.  P.,  natur^'v^ssenschaftlich-aStretteiBisches 
Jahrbucb  tiir  184$.   Miinpheu.  1847.  2%  Rthlr. 

Fünfzehniährige  Hygrometer  -  Beob  achtungeo  (1829 
bis  1333,  1836  bis  1815)  an  d^r  k  k.  Sternwarte  zu  Wien, 
rediicirt  von  Dr/  €.  J^ellnek. '  4:  ' 

•  Ob  diese  lithographirten  Hygrometer-Beobaefatungen  auf  dem 
Wcne  des  Buchhandels  zu  erhalten  sind,  wissen  wir  nicht;  jedentaUs 
sincI  al^r  die  Meteorologen  wegen  der  ziemlich  grossen  Reihe  von 
Jahren,  welche  dieselben  umfassen,  auf  sie  aufmerksam  zumachen, 
und  Herr  Dr.  Jelinek  verdient  gewiss  Dank  für  seine  auf  die 
Ueduction  ver\*andte  nicht  geringe  ijluhe,  wie  Jeder  weiss,  wer 
sich  mit  dergleiehen  RevfnctaoiieM  beschifUgt  hat 

« 
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Leitfaden  für  die  physikalischen  Vorträge,  zu- 
nächst in  den  ohfren  Klassen  des  Köuigl.  Preussischen 
Cadetten-Corps.  Von  Dr.  \V.  Beetz.  Berlin.  1846.  8.  ^/^Rthl 

Ein  ganz  knr/er  l.pitfadon  (iber  <1h>  Tlauptlchrori  dor  Physik, 
der  auch  aut  mof^licliöt  einlache  und  leichte  niathematif-che Begrün- 
dung, oder  wenigstens  Darstellun«^  der  Gesetze  in  mathematischem 
Form,  wo  dies  nothw endig  und  tfiunlieh  Ut,  «Ue  nOtbige Rficksicht 
nimmt.  Wir  glauhen ,  dass  das  IBuchlein  in.  der  Hand  eines  ge- 
schickten Lehrers,  dessen  Erläuterung  es  natürlich  sehr  hedarf, 
bei  dem  physlkalisrhen  U|i(erritJite  zweckmässig  als  Leitfaden  ge- 
braucht werden  kann.  .«  » 

Muncke,  G.  W. ,  populäre  WSrmelebre  oder  DarsfelUmg  des 
Wesens  und  Verblutens  aer  Wärme,  gr.  8-  Leipzig^  1847.  IVsKthlr. 

W<ickel,  L.,  die  Lehre  ton  der  Wärme-  gr,  8.  ISürnberg, 
1847.  %  RtMr. 


Veriiüsclite^Sislirilteii., 


Annuaire  de  rO^servatoire  Koyai  de  Bruxelles,  par 
A.  Quetelet,  Dijrpcteur  de  «et  ötabllsseinent  1847.  14« 
ann^e.  BinxeMert  1846.  12.  -20  Sg^r. 

^  Der  reicBe  Inhalt  flieses  Afinuaire  ist  im  Literarischen^  Berichte 
Nr.'  XXIX.  S.  443.  bei  Gelegenheit  eihes  frühern  Jahrgangs,  mit 
welchem  der  yornegeo4e  im  Wesentlichen  gleiche  Einrichtung  hat, 
angegeben  worden,  worauf  daher  hier,  mif  oinpr  ^viederholten  Em- 
pfehlung des  gevyiss  sehr  empfebl^iswerthen  Buchs,  zu  verweisen 
genügend  sein  wird.  ^  ,     «  - 

The  Cambridge  and  Dublin  matfaematical  Journäl. 
Edited  by  W,  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Ppter's  Col- 
lege, Cambridge.    (Vergl.  Liter,  Ber.  Nt.  XXXIV.  S.  506.) 

Nos.  VIII.*  &  IX.  On  the  Dej^ree  of  a  Surface  Recinrocal  to 
a  given  one.  By  Rev.  George  Nalmon.  —  Note  on  tne  Para- 
bolic  Point«  of  Surfaces.  By  Kev.  George  Salmon«  • —  Evalua- 
tion of  a  Definite  Integral.  By  Francis  W..  Newman.  —  On 
Logaritbaic  Integrals  of  the  Secodd  Order.  Fall  L  By  Francis 
W.  Newman.  —  On  the  Law«  of  Equilibrium  aml  Motion  of 
Solid  and  Fluid  Bodies.  By  Samuel  JHTaughton.  —  On  certain 
Definite  lutegrals  suggcsted  by  Problems,  in  tlie  Theory  of  Elec- 
tricity.  By  William  Thomson.  —  On  certain  Formuiae  lor 
Diflferentianon,  with  Applications  to  he  Evaluation  of  Definite  Inte* 
grals.  By  A.  Caylfcy.  —  On  the  Caustic  by  Reflection  at  a 
Circle.  T^y  A.  Cayley.  —  On  ^ymbolical  Geometry.  Gontinued.. 
By  ;Sir  W.  R.  Hamilton.  On  certain  Symbolical  Representations 


uiyiii^Cü  üy  Google 


524  * 

of  Functions.  By  the  Rev.  Brice  Broqwin.  —  On  Principal 
Axes  of  II  Body  their  Moments  of  Inertia,  and  Distribution  in 
8pace.  Continued.  By  K.  Towuj*end.  —  (No.  X.  will  he  pub- 
lisbed  oflf  the  15th  of  May.  1847.) 

Berichte  über  die  V erl»  a tmI  I  n  n  *;cn  der  Königlich 
Sächsischen  Gesellschalt  der  W  iäe$enscfaafteo  zu  Leip* 
aig.   Nr.  111. 

Diese  Nummer  enthalt  die  beiden  folgenden  icnenswerthen 
I  mathematischen  Aufsätze:   Ueber  die  phoronomische  Deu« 
tiing  des  Tnylorschen  Theo^etas  von  Herrn  Msbiue  und 
Ueber  die  Begründung  eines  Gesetzes  znr  Bestimmung 

des  scheinbaren  Alterd^  des   Mensciieil  a;as  äussern 
Mertmalen  und  den' <j esetzlichea  Zusammenhang  dr  s 
scheinbaren  Alters  mif  dem  wirklichen  von  Herrn  J)i 
biscb>  —  Die  übrigen  Auli>atze  sin()  g^iemischen  und  physiolui^i' 
sehen  Inhalts«  % 


Preise  der  Pets^al*sclieii  BeleaelKtiiii§^ 
Apparate  bei  FrasB  «Walbl,  Optiker  imd 
HecbanilEer  in  Wien/MarialiilfHaaptstradiie 
ÜTr«  4<l.,        greldelien*  Weihitraiilie. 

Einiachei  i\pparat  mittlerer  tiattung  140  Frj  CM. 

„  „      kleinerer      „  .     90   „  ^ 

Doppelter  *    „     mittlerer     ^„      74X^ .  „        *  • 
„  .  kleinerer     ^     *&tKk  ^  ^ 

1  Prtoss.  Re\ch9thlr.'=  1.4ari'V.  CM. 

(_YoU'li«rrii  LMrector'vuu  Liltrow  zu  \V4ca  geCaliig»!  uülgvlUeill.^ 

•  *        •-  . 

,B  e  r  i,ch  t  i  g  u  n  g  e 

In  den  JVo u vell es  !AnnaIe?<  de  MathiSmatSques.  De- 
cembre.  1840.  (T.  V.)  p.  ()87.  hat  Herr  Lebesgue,  profes^eiir  a 
la  ftfculte  de  Bordeaux,  aii2;ezcii^t,  dass  in  den  auel»  im  Ar(hive. 
ThI.  VI.  S.  54.  mitgetheilteii  ntjunerischen  AusKlrückeu  de«  Herrn 
Amiot,  professeur  au  coUege  Saint  -  Louisy  für  das  reguläre  iSieb» 
zehneck  statt  08 4^141/17  gesetat  .werden  müsse:  68  +  l^Vl7, 
was  Ich -hier,  zur  Kenntnis«  der  Le.ser  des  Archivs  bringe ^  um 
auch  im  Archive  die*  angezeigte  Berichtigung  Tornehmen  zo  können. 

Tu  dem  Literaiisrli,  n  l^erkhfe  Nr.  XXXHI.  8.  492.  Z.  26.  und 
]\r. XXXIV«  S. 506»  Z.  lü.  ist  »^li^dited'-  tttatt^^Etited"  zu  setzen. 

In  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XXXIV.  S.  ÖOl.  Z.  20. 
(Tbl.  IX.  Heft  2.)  setze  man  „Verbreitung"  statt  «,Vorbe- 
reitung.**'  .      •      ♦  .        .  G. 
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Digitized  by  Google 
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Belfrftg^e  ciff  Lehre  TOn  (Rur  ^eilhn^  ^Ix.  Ii.    gr.  12: 

Segnen  von  Dr,  Prtn«  Aj  acute  ttttb  f^roijifcjc  2BcfenkiL 
wei  Bände.  8*  gdi.  SUe  lhattf$ertitt  «iib  cttter  $atBo» 
Blsehoir,  Dr.  Ii.  wJ      ft^*       1^*  1^  30  fr.  - 
anitomia  et  physiologit.'  Apä  der  .Säugetiere  und  Vöffel. 
cae.  gr.  4.  1  Thfar.  32}  si.  gr.  S.  ge£ "  1  Thlr.  oder 

nett  ober  ber  Safiiitif |ImaI«iaI#*»<rönfir«n  dazu.  SJ  sgr.  oder 

»«Ben.  2)eutf^  BeorBci'tet  u  einer  geognostischen  Darstel« 
©anb.    mit  8  (it|oetii)>^rt^s  der  Wetlerau  und  des  ^pes- 

Karte  und  einer  ProfiltafeK 


fl.  4.  30  fr. 

9 


2. 


über  die  Erkenntnis? 
zur  Führung  einer 
einer  Tabelle,    gr.  8. 


Neffen,  jur  ©e^tc^te  e$toal^9jlfari|4>e  i^eone  ber  2Bdrme. 
•  ie^t   12.   12}  fgr.  eb<  45  gt, ,  8.   2  Sljlr.  15  fgt.  obtt 
Dessen,  Schwalbach  et  sesa    *•         "     "  *  . 

,  snr  le.earac^re  4^  sea  ea>.  mu^iU  f^^imi\^e  Z^terie 
8*6»  aerrir.  Ayeo  k  tue  iitftje  2:^eonc  ber  2öeaen).  Mit 
t7j  sgr.  od.  i,  1;  r^CJfe      fgr.  ob.  fll.  4. 

Passen,  ttber  die  Bäder  in  ib.  ^fectncitdt.  Wh^nttimti€. 

Od.  fl.  1.  1^  kr;    '  lafgaWa.   Sn^na:  »efc^teibuttg 

2)effcni  fiSer  bw  uini!rjt(6en/f4"wi  Äeoba^tanB^"  ansctponb- 

loafer  Stt  $anden-®<|ioatba4'^*^f^  2         IS  fgr» 

Xcffen,  ©cUerö  u«b  kiuc  Si'*      '  .  .  i 
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tf6r^Gi^dlleili&r  nMh  ^end- Llmi«*sdieli  Sexnalsistett,  «Ig 
Einleitiniff  in  die  naiQrlichepi^ainüicii  für  N|ch|keiiiier.ilef^ 
selbCn  ^  &trittl&i)d1l^  BissnBsrefi  der  in  Befe^la^f  Üfld* 

'  \wachsena^n  üiid  aller  ifi^rkwiintigen  -a^b^nn^iScllen  Getvibhse 
.  nebst  erläuternden  Bemerkungen  über  das  Vaterland ,  ihre 
etwaige  Nutzanwendung  u.  s.  w.  Zum  Handtrebrauch  beim 
Aufsuchen  unbekannter  Pflanzen  für  Aerzte ,  l'harrnaceuleD, 
Cameralisten ,  wissenschaftliche  Forstmänner  und  jeden  wis- 
.  senschaftlicken  Pflanzenforscher,  welcher  mit  den  Pflanzen- 
famüi^ft  iiüh0)r  vertraut  werdka  möchte,   gr.  8.    3  Thjir. 

•  q4pr  fl.  5.  24  kr.      •  ^  ^ 

DelBsen,  Uaodbuch  der  vergleichenden  Anatomie  in  ihrer 
näheren  Beziehung  auf  die  Physiologie  Air  wissenschaflUche 
Aerzte  imi.  SMArem^^  der  Arzneikiinde.  gr.  a  1  Thk» 

.  STsgr;  oderT^*    '  *  ' 

m\^e  tte  ©mißontfc^en  Sorlefungen  90«  ^at  1Ö22  m^ait, 
tM  ^ßm  iinfii\^ik,  mit  ä^ld^en  m^ofnitfc^ezt  Wmtttm^en 
99»  Dr.  9.  tliiielittis*  8.   1  Z^t.  ob«  fl«  i  45  »h. 

Zeitü^clllrifl  für  Physiologie.   In  Verbindung  mit  mehre- 
.  ren  Gelehrten  herausgegeben  von  Fr.  Tiedemann,  Gottfr. 
R einh.  Tre V iraauß  und  Rud.  Chr.  Treviranus.  Erster 
Band.    l.^u.  2.  Heft.   Mit  12  Abbildung«^,  ^r.  4.  Herab- 
{gesetzter*  Preis.    4  Thir.  f 0  sgr.  oder  tL  7.  45  kr. 

Desselben  2.  Band.  1.  «nd  2.  Heilt.  Rlit  15  Abbildungen, 
gr.  8.    Herabgesetzter  Preis.    3  Thlr.  10  sgr.  oder  fl.  6. 

Derselben  3.  B^d.  1.  und  2.  Heft.  Mit  22  Abbildungen, 
gr.  8.    Herabgesetzter  Preis.    3  Thir.  10  sgr.  oder  £<& 

•  :  Auch  unter  dem  fitel:  ••«' 

IMtehsad^utig^H  di^  Ntlnr  des  Mensrhen ,  der  Tbittre 
und  der  Pflan^eY)  u.  s!  w.  1.  bis  S.  Biitiil.  AKe  8  BUfk 
11  Thlr.  oder  ü.  19.  45  kr.  ^  .  « 

^{mmertnattn,  Dr.  1^.,  M  ^ar^cebi'roe  tn  U^ovlbmft-9t' 
MmQ  auf  ^flaUnt'  nnb  ®e(irg^fuiibe;  ein  (Min^lbiKf^  fürm« 
frnbe  uKb  eitle,  bte\ia^'^rbfrge  tiä^er  Ymnlrn  3a  (erm 

*"fc$en;  mit  iRa^iofqolioen  Aber  bfe  ^iaiffS^Mftittrt  bef etilen. 

•  3«  ^«rbinbund  nttt  ^esnWn  tatenmvm,  1.  nnb  2.  %J^Ü. 
mt  14  ^u)>faftafelii  «nt  1  STavIe«  e^^.  &  |^(.  4  Z^U.  ito 

ft.    7.     12    ftf.       r  • 

.    |3)cr  frftf  Sanb  »irb  finjfln  ä  2  Ü&Ir.  ober  fl.  3.  36  fr.,  brr  )^wciit 

'     mit  ber  ßaxtc  unb  brn  itupfern  ä  2  Zt^ix*  10  fgr.  ober  ß.  4.  12  fr. 

'  obßfgfbfh.   Ibit  Äortf  befonber«  fofict  1  t^lr.  lÄff  ft.  I.  48fr. 
»  ♦ 

X)er  jweite  ^anb  an(^  (efonber^  unter  bem  ^itel: 

Ä)f  ffrn,  Slnteitung  jttt  iöetetfnnö  be$  5)arjgebi'rgfö.  3n  9Set* 
.   binbunö  wit  Sreutiben  ^riHtöf^egeUn.    SKit  1 4  5ilnfi<^tfn  unb 

et»er  Itoiie.  ftr.  6*.  (avioimirt«      2i(r.  M'^r«  ober  fU  4. 

12  fr, 

©essen,  die  Wiederausrichtung  verworfener  Gänge,  Laijrr 
und  Fk)t2ie. .  ^ine  AbbiilHUiing      Gooigraie  und  Becgbau 
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Rpi  Fr  rd   Otte  in  tireir«wald  eiefibien  fad  ist  durch  alle 

liut^hhandiungert  zu  beziehen : 

Schlomilchy  Dr.  O*,  Professor  an  der  Uoiver- 

siliit  zu  Jena:  Handbuch  der  Differenzial  und  Inte- 
gral-Rechnung. Erster  Th^il.  DifFerenzial-Rechnimg« 
Mit  2  Kapfertafeln.   Lex.  8.   2  TUr. 

.  lUfeue  matbemmUsehe  Schriften. 

So  eben  erschien  bei  W.  Schmidt  in  Halle: 

Geometrische  Lehrsätze  und  Aufgaben  aus  ProL 
JacobiV  Anhäi^eii  zn  van  Swinden's  Elmneiiten 
der  Geometrie  mit  Beweisen,  Auflösungen,  Zusätzen  etc. 
Mit  10  Fig.-Taf.    24  Sgr. 

(Ist  wähl  füir  Jeden  Mathematiker  mientbebriich.) 

Wiegand,  Dr.,   Sätze  über  harmonische  Ver 
hältnisse  und  deren  Anwendung  auf  Lösung  geometri- 
scher Aufgaben^  mit  1  Figurtaf*   5  Sgr. 

Wiegand,  Dr.,  Lehrbuch  der  Algebraischen  Ansr 
lysis.    15  Sgr. 

Die  Leistungen  des  Herrn  Dr.  Wiegand  sind  durch  Einfüh- 
rung seiner  Lehrbücher  in  vielen  Schulen  und  durch  ReceDsionen 
froherer  Werke  bereits  tterkamt,  und  bofen  mr,  das«  obige 
Schriften  gleiche  Anfnahme  finden. 


Bei  A.  Forstner  in  Herlio  ist  so  eben  erschienen  und  in 
allen  Buchhandlangen  zu  hdbcn : 

Grundriss   der   Ph  y  s  i  k. 

Als  Leitfaden 
zum  Gebranche  fiir  den  UnterrUsht  . 
bearbeiti^t  voa 
Dr.  W.  A.  ftasi. 

Mit  Uoizschnitten.   gr.  8.   br.   132       18  Ögr. 
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Weinholz,  Dr.  W.»  Handbuch  der  pharmacea- 
tisch'inathemalischeii  Physik  und  Cheniie.  Zam  Selbst- 
Stadium  für  angehende  Chemiker,  Aerste  und  Apothe- 
ker. Nebst  einer  verschiebbaren  chemischen  Acquiva- 
lentenscalc  und  28  tabellarischen  Uebersichten,  sämmtlich 
mit  den  nöthigen  Erläuternngen  über  die  Einrichtung, 
Crebrauchs-  und  Nutzungsart  versehen,  gr.  8.  2  Jlthi* 

Die  Jenaer  liitenitarzeitung  1832.  Nr«  117.  IIS.  «a^t:  «»Der  Verfas- 
ser hat  ("inen  vi<renon .  buchst  iweckftlässigen  Weg  eingeschlagen,  die 
Mathematik  in  ihrer  Anwendung  auf  Chemie  and  Fhjsik  vorzutragen  und 
dabei  eine  HaDnichfald^keil  eotwiekeU,  da«t  «ehi  Zweck  gur  nieht  vner^ 
reicht  bleiben  kann.  Kuhn  darf  der  Verfasser  behaupten ,  dass  in  keinem 
jetzt  bcl<'tin!it  <^f' wordenen  Werke  eine  solche  Zusanifnen^tellung;  von  Hilfs- 
mittel^ zur  U4;rechnunc  der  Pharmacie  und  Chemie  sich  findet,  als  in 
den  leinigcn.  DaMelbe  isl  eme  irabre  Bereicherung  nneerer  Literatar 
ttiid  bann  nicht  genug  empfohlen  werden.  Ein  gründliches  Stadium  des- 
selben wird  die  schönsten  Früchte  tragen.  Auch  sr  iii  Aeusseres  rmpfiehlt 
es.  Druck  und  Papier  sind  gut.  Druckfehler  koninten  nur  weni<;c,  siou- 
entetellende  gar  keine  Yor.^  —  Die  Nnrnberger  Handhingszeitung  18S2. 
Nr.  25.  sagt  unter  manchem  ttndern  Rühmlichen  rotr  diesem  Buche : 
Gewiss  wird  es  vielen  willkommen  »p?n ,  indem  es  einen  Gegenstand 
behandelt,  den  man  in  Lehrbüchern  der  Chemie  und  selbst  in  analytischen 
Werken  gar  nieb'C  oder  unvellftöndig  findet.**  —  Becft*«r  Itepert.  1882, 
IL  8.,  sagt:  „Ein  solches  Buch,  wie  dieses,  wnr  wohl  für  Alle,  denen 
es  dem  Titel  nach  brstlmmt  ist,  selir  nothig,  insbesondere  den  Apothe- 
kerlehrlingen.*' —  Die  Altenburger  mcdicin.  Annalcn  1832.  sagen:  „Wir 
können  dieeee  Budi  als  ein  bdclwt  nutsÜche«  und  zeitgemanes  allen  Denen 
empfeblen ,  welche  in  der  chemiachen  flfathematik  als  junge  Pliarraa» 
ceuten  die  vcrsäuiute  Vorbereit niip^  noch  nachzuholen  haben  und  mn^^en 
besonders  die  klare  und  verständliche  Sprache  rahmen,  in  der  alte  diese 
«cbwierigen  Gegenstande  erleichternd  dargestellt  s}nd.** 


im  Verlage  der  Hofbuchhandlung  (Eduard  Leibrock)  In 
BrauQSchweig  erscheint  bis  zum  15.  Janl  d.  J.  voilständlg: 

Die  Prinzipien 

der  MydFostatik  und  Hydraulik« 

VoD  H.  Scbeffler. 

Zwei  Bände  von  circa  52  Bogen,  er.  8.  Feines  Velinpapier. 
Mit  fiber  200  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  In  0  Liefe- 
rungen a  8—0  Bogen.  Subscriptiofis- Preis  äLieferanff%  TIilr.=: 
1  fl.  12  Xr.  Rheini.  =  1  fl.  €.  Mze.=:80  €op.  Silber. 

Die  erste  Lieferung  dieses  ausgezeichneten  Werks,  dessen 
H'isseiischaftiiche  und  praktische  Bedeutung  Männer  von  Fach  nicht 
verkennen  werden,  liegt  in  allen  Buchhandlungen  zur  Ansicht  vor. 
Wie  dem  Inhalte  nach,  so  auch  in  der  äusseren  sauberen  Aus- 
stattung schliesst  es  sich  an  das  von  dem  Herrn  Verf.  bearbeitete 
Werlt  H.  Moiseley*s:  »Die  mechanischen  Prioeipien  der  Inge- 
nienrlninst  und  Architektur welches  in  2  Bänden  mit  über  500  in 
den  Text  eingedruckten  Holsschnitten  in  demselben  Verlage  eischie- 
ueo  ist. 


Ueber  die  Identität  der  Pyramidal- 
und  prismatiselien  Selinitte  mit  den 
Terwandto€haften  der  Colllneatioii  und 

Afilidt&t» 

Von 

Heim  Simon  Spitzer  . 

sä  Wteo. 


§.1* 

Möbius  stellt  in  «reiuem  baryceiitrisclieu  Calcui  zuerst  das 
Princip  derCoUineatton  auf;  er  sagt  darüber  Folgendes:  Das  Wesen 
dieser  neuen  Verwandtschaft  besteht  darin,  dass  hei  zvrei  ebenen 
oder  k«irperlichen  Räumen  jedem  Punkte  des  einen  Raumes  ein 
Punkt  in  dem  andern  Räume  dergestalt  entspricht,  dass,  wenn  man 
in  dem  einen  Räume  eine  beliebige  Gerade  zieht,  von  allen  Punk- 
ten>  welche  von  dieser  Geraden  getroffen  werden >  die  entsprechen- 
den Punkte  in  dem  andern  Räume  gleiebfalls  durch  eine  Gerade 
verhuuden  werden  können. 

Aus  dieser  ErMSning  leitet  er  die  Eigenschaften  dieser  Figur 

ren  durch  Rechnung  ab.  Andere  vervollkommneten  diesen  Gegen- 
stand theils  durch  analytische ,  theils  durch  geometrische  Arbeiten, 
aber  es  herrschte  darin  kein  eiirentlicher,  wahrer  geometrisrher 
Zusammenhang,  es  fehlte  das  Bund,  das  sie  inniger  vereinigen 
sollte.  Man  hatte >  um  mich  der  Worte  Steiner's  zu  bedienen» 
nur  eine  Snmmlung  von  aus  einander  Kegenden,  wenn  auch  sehr 
scharfsinrjigen  Kunststücken,  aber  kein  organisch  zusammenhSn: 
geades  Ganze  zu  Stande  gebracht. 

§.  2. 

irh  !iahp  versucht,  den  geometrischen  Zusammenhanrr  colfinear- 
veruandtei  T  iu;uren  zu  erforschen;  ob  es  mir  ^elungi^n,  mögen 
jSach  verstand  ige  entscheiden.  —  Wenn  man  eine  Pyramide 
durch  Ebenen  schneidet,  so  haben  {e  zwei  dadurch  ent- 
stehende Schnitte  eiqe  solche  Relation  gegen  einan- 
der, dass  jedem  Punlcte  des  einen  Scbnit.t.s.  ein  Punkt 
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des  andern  entspriclit,  defgeifSIY9"3a86  wenn  drei  Punkte 
dee  einen  Schnitts  in  gerader  Linie  liegen,  die  drei 
ihnen  entsprechenden  Punkte  des  andern  Schnitts  eheii- 
falls  in  gerader  Linie  enthalten  sind:  daher  entspricht  auch 
jeder  Geraden  des  einen  eine  Gerade  des  andern  Schnitts.  Man 
nennt  i^olche  Systeme  von  Figuren,  die  diese  Eigenschaft  haben, 
nach  Möbius/ collbear>  verwandte  oder  .collioeare  Figuren. 

§.  3.  ' 

Wird  die  Pyiamide  sanwt  ikren  Schnitten  auf  irgend  eine 
Eibene  projicirt,  so  sind  auch  die  Projectionen  der  Schnitte  coUi- 
n^ar  verwandt,  denn  iiael»'  den^  tileäRBiiiNi  der  Projectionslehre  cnt- 
.s[tncht  jedem  Punkte  Tni  Txaunie  ein' Punkt  flcr  Projcrtlon,  und 
wenn  im  Räume  drei  Punkte  in  einer  Geradem  Jie^ea,  so  liegen 
dio  VtmüQtwtiCii  dieser  driil  Punkte  auch  in  eii^i:  Geraden«  Ja, 
sogäf  zwef  Projectt<m«fet  l^ines  Schnittes  sfaffd  cmtineaf-^ermidt, 
denn  die  beiden  Projectionen  einer  Geraden  sind  im  Allgemeinen 
wieder  Gerade,  und  jedem  Punkte  der  einen  Geraden  entspricht 
ein  Punkt  der  andern.  Liegt  ein  Schnitt  in  einer  projieirendeu 
Ebene,  so  ist  die  Projectioa  desselben  eine  Gerade,  daher  kann 
auch  eine  Gerade  mit  irgend  einer  Figur  collinear-v^wandt  sein. 

§.  4. 

Man  kann  daher  bei  der  Entwickelung  der  Gesetze  der  coUi« 
nearen  Figuren  sowohi  von  den  Schnitten  der  Pyramide  als  ihren. 

Projectionen  ausgehen,  die  bei  den  erstem  gefundenen,  so  oll  es 
möglich  ist,  aut  letztere  ansdebfjei!.  iind  nnieekehrt.  Anf  diese 
Art  lernt  man  zugleich  den  iuuern  Zusainmenbang  der  räumlichen 
Chr&Bsen  und  ihrer  Projec^ohdn  besser  kennen* 

•         §.6.  -  ■ ;  ♦ 

Man  nennt  den  Scheitel  der  Pyramide  das  Goliia^tionscen- 
trum»  die  llorchschnittsßoie  der  Ebenen  beider  Systeme  die  Colli- 
neationsachse.  Dieselben  Benennungen  gelten  auch  für  ihre  Pro- 
iectionen.  Hier  kann  der  snc/irlh-  Fall  eintreten»  dass  die  CoUi- 
neationsachse  in  eitteA^un)^  y hergeht.  ... 

§.  d 

'Nach  diesen  Erkiiuungen  wird  man  i:n  Stande  sein,  zu  irgend 
]0iner  "  Geraden  ab  (Taf.  iX.  Fi^.  1.)  des  Systems  I.  ihre  ent- 
Sprect^ehde  AB  des  Systems  11.  zu  finden.  Man  lege  nftmHdk 
durch  O  und  ab  eine  Ebene ;  der  Schnitt  dieser  mit  der  Ebene  II. 

gibt  die  verlangte  Gerade.  Eben  so  kann  man  zu  irgend  einem 
Punkte  c  de«  Systems  l.  seiner?  entsjtreehenden  Punkt  C  des 
Systems  11.  linden;  mau  verbinde  nur  O  juit  c,  und  verlängere 
dietjcu  Strahl  so  laui^e,  bi$  er  die  Ebeu,eil.  im  ved^ngten  Punkte 
Ü  schneidet 

'  ,  !•  7.    .  •  « 

Je  zwei  entsprechende  Gerade  zweier  coiiitiear- verwandten 
Figuren  sehneiden  sich  ifi  der  ColliBe^misaGhse  rdenn  betraehten 
wirii^d  zwei  entspFeehende  Gmde«  so  liegen  sie  nach  dcott 


Vorhergehenden  iu  einer  JSfhine,  sie  müssen  sich  daher  schneiden. 
lilF  l)NMMeliiiMt8p«fiki  HM  ^hei,  w^H  er  d^f 'G«#a^en  des  etoten 

SystcMüs  angehört,  in  de^  Eb*«e  des  ^sten  S^^tfems,  und  weil  ör 
Äuch  der  Geraden  des  zweiten  Systemjf  an^rehnrt,  in  der  Ebene  des 
Jiiveiten  Systems;  er  trehört  filso  beiden  Ebenen  an,  daher  liegt 
er  im  Durchschnitt  beider,  d.  i.  in  der  Coilineationsachsc.  Es 
■^^'neidien  sieb  daher  auch  je  zwei  enteprechende  Projectionen  der 
'Geraden  in  einer  Geradc<n  ;  was  besoooers  fflr  die.  Geometrie  de- 
skriptive b^mcirlnüis^^  m  i 

:        •   .         '    •        I  .  t  •      ■  J         :  I  r 

»        .  «.  .  ....  .     r  '  .1 

Daraus  folgt:  Ist  in  Taf.  iX.  Fig.  von  zwei  Figuren  die 
eititf  d0rdiriben\^£'Cl>;  die  ColKdeafionsa'dlse^        und  eiti  der 

erstern  entsprechetfdie^  FVitikt  g^geh^,  Sö  laÜSt  sich  mit  LeicH- 
ti^keit  die  mit  der  ersten  collincar- verwandtif^  fclöss  mit  Hülfe  des 
Lmeals  construiren.  Man  verl;iii<?crc  nämlich  AD^  bis  die  Colli- 
neationsachse  in  1  geschnitten  wird,  so  ist  1  auch  ein  Punict  der 
Linie  ad  der  entsprechenden  collinear-verwandten  Figur.  Verbin- 
det man  1  mit  a,  so  ist  ad  die  der  AD  entsprechende  Gerade 
Verlängert  man  dann  AB  b«s '  zum  Durchschnitt  2  mit  der  Colli- 
ji^atiotisachse,  so  ist  2  ^Vieder  ein  PnT>fet  der  ab;  verbindet  man 
daher  '2  mit  o,  so  ist  ab  die  der  Aß  entsprechende  Gerade;  ver- 
längert man  £C  bis  3^  verbindet,  man  3  mit  b,  so  ethält  man  bc, 

Si'  f.  -    .  t  '.'  »  »•'.  < 

«  •         ■  .  '    .  •  . 

,.  •  . .  •    .  .     .    §f.  0.  •        •••  •       '      '  •  \ 

Unmittelbar  daraus  folgen  w^ieder  eine  Reihe  tn er kwiirdiafsr 
Sätze,  von  denen  ich  nur  folgenden  anführe:  Drehen  sich  die 
Seiten  eines  itecics  nm'A  feste  Punkte,  die  in  einer  Geraden  liegen, 
und  bewegen  sich  7i — •!  Ecken  desselljen  auf  eben  so  vielen  festen 
Geraden  j  welche  sich  in  einem  und  demselbnn  Punkte  O  durch- 
schneiden, so  bewegen  sich  auch  die  übrige  Ecke  und  alle  andern 
entsprechenden  Punkte  in  andern  festen  Geraden,  welche  mit 
jenen  den  Durchschnitt  O  gemein  baben.     .  :  i 

1  .       i  .  '...'.'.•'! 

..."      ■      ,    .  •        .        ^.    Ijfl.  - 

Unter  allen  Paaren  entsprechender  Geraden  zeichnen  sich  zwei 
besonders  aus,  man  nennt  sie  die  Gegenachsen.  Denkt  man 
sieb  nämliob  durch  die  Spitze  O  eine  Ebene  parallel  zu  einer 
derSbelÜefi  Elveaen  gelegt,  so  kamr  sie  di^  £beti<{  nicht  sehnel- 
den,  wohl  aber  die  andere,  zu  der  .sie  nicht  parället  ist;  und  zwar 
In  einer  Geraden  parallel  zur  (^oUineationsachse.  Die  dem  jedes- 
maligen Schnitte  (Gegenacbse)  entsprechende  Gerade  liegt  unend- 
lich entfernt 

§11 

man  ui  einem  Systeme  mehrere  parallele  Gerade  nb,  a'b', 
a^Ä",....  (Taf.  IX.  Fig.  3.),  legt  dann  durch  jede  derselben  und 
durch  das  CoUineatiooscentrum  £lbenen,  die  sich  in  einer  Geraden 
A^B^  scbneided,  die  za'den  paraiieten  Oeraden*  parallel  ist»  «od 

23* 
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wobt  man  den  Durchschnitt  Bf'  dieser  Geraden  mit  der  andero 
Ebene,  so  Ist  J?'  (in  der  Pei  sppkfn  lphrr»  unter  dei^i  ^Vrinicn  Be^es;- 
nungspunkt  bekannt),  da  er  nicht  nur  lui  Durchschuitto  der  Ebe- 
i\m  A"abj  A"n'b',  A"a"b"i.'.,,  sondern  auch  in  der  Ebene  11. 
iicj^t,  der  Durchschnitt  jener  Geraden,  die  den  parallelen  Geraden 
ab»  ä'hf  i  «"Ä*,....  jentsprechcn.  Aendern  diese  parallelen  Geraden 
ihre  Richtung,  so  ändert  auch  Ä'B"  ihre  Richtung,  sie  bleibt  aber 
iiiimor  in  flor  FJiotio  A"  B' ,  Man  sieht  daraus ,  dass  der  Ort 
der  Uurchsch  iiittsfi  im  kte  derjenigen  Geraden  im  System 
IL,  welche  parallelen  Geraden  im  System  I.  entsprechen, 
die  Gegenachse  MN  de»  Systeme  11.  ist,  oder  auch,  dass 
jeder  Reibe  paralleler  Geraden  in  dem  einen  Systeme  ein  Punkt 
in  der  Gegenachse  entspri(  ht.  Eben  so  ist  der  Ort  der  Durcb- 
schnittspunkte  der  Geraden  im  Systeme  I.,  die  parallelen  Geraden 
im  S\'s(enie  11.  entsprechen,  die  (ilegenachse  des  Systems  I.  Die- 
ser Satz  lä£st  sich  auch  sehr  vurtheilhatt  für  die  Projectioneu  dei 
Fyramidalscbnitte  übertragen. 

:  §.12. 

Wir  können  die  roHincaren  Fiejiiren  auch  noch  auf  eine  zweite 
Art  betrachten  Fs  sei  AßC{Td(.  X.Fig.4  )  die  Grundfläche  und  O  der 
Scheitel  einer  l^yramide;  denkt  man  sich  diese  Grundfläche  ABC 
als  fest,  und  die  Spitze  O  der  Pyramide  als  veränderlich,  so  wer- 
den dadurch  nur  immer  andere  imd  andere  Pyramiden  beschrielieiL 
Schneidet  man  sie  alle  durch  eine  Ebene,  so  sind  die  dadurch 
efitst.  fienden  Fii^uren  collinear-verwandt,  denn  es  entspricht  jedem 
Punkte  m  des  einen  Systems  ein  Punkt  wi'  des  andern;  und  diese 
waren  eigentlich  allgemeine  Üetrachtung  der  Geometer.  , 

§.13. 

Wir  wollen  hier  zuerst  die  allgemeinen  Benennungen  festset* 
Zeil,  und  dann  einige  Gesetze  dieser  Figuren  entwickeln. 

Der  Durchschnitt  der  Schnittebene  mit  der  Ebene  ABC  (Taf.  X. 
Fig.  4.)  ist  die  Gollineationsacbse,  auf  ihr  schneiden  sich  alle  eot- 
sprechenden  Geraden,  es  möge  der  Punkt  O'  sich  nach  was  immer 
für  einem  Gesetze  bewegt  haben,  die  Figuren  sind  einander  wenig- 
stens zu  ]e  zweien  eollinear-liegend ,  und  haben  daher  einen  Punkt 
(Collineatiot»sceiilriim) ,  wo  sich  die  Verbindungslinien  der  ent- 
sprechenden Punkte  schneiden.  Die  Beweise  oieser  Sätze  sind 
so  einfach,  dass  ich  sie  ganz  übergehe.  Legt  man  dnreh  O  und 
O'  Ebenen  parallel  zur  Schnittebene,  so  erbSlt  man  Im  DävehsdiDitt 
dieser  Ebenen  mit  .  der  Ebene  .^BC^die  Gegenachse. 

§.  u. 

Bewegt  sich  der  Punkt  O*  in  einer  Geraden,  so  haben  alle 
Figuren  nur  Ein  Collineationscentnim ,  die  Punkte  aa'a"a"'....  lie- 
gen in  einer  Geraden,  eben  so  bb'b"h"'„„  u.  s.  w.,  denn  sowohl 
AOt  A0\  AO" ....  liegen  in  einer  Ebene,  als  auch  n,  a', 
daher  der  Durchsehniff  lioider  in  einer  (Geraden,  die  durch  ditt 
gemeinschaftlichen  Puukte  aa'cl'. ..  beider  Ebenen  gebt. 


Digitized  by  Google 


349 
§.  15.  . 

Hinsichtlich  der  besondern  Lage  des  Collineatlonscentrniiia 
und  der  Colliueationsachse  kOnnen  folgende  Fälle  eintreten: 

1)  Es  kann  das  Collineationscentrnni  unendlich  entfernt  ^<An; 
dann  geht  die  Pyramide  in  ein  Prisma  über,  die  Durchschnitts- 
figuren stehen  in  einfacheren  Relationen,  man  sagt,  sie  seien 
affin,  oder  stehen  Id  der  Terwandtscbafl  der  Af&nKSt. 

2)  Es  kann  die  Collineationsachse  unendlich  weit  entfernt 
sein;  dann  sind  die  schneidendeo  Ebenen  paraUei,  die  Schnitte 
sind  ähnlich,  können  aber  aueh  eongruent  sein.  Die  S^)itze  de^ 
Pyramide  oder- ihre  Projection  nennt  man  hier  Aehniichlceitspaokt,  ; 

3)  Es  können  die  Collineationsachse  ilnd  das  jCollineatioDS* » 
centrum  unedtllich  entfernt  sein,  d.  h.  es  wird  ein, -Prisma  von 
parallelen  Ebenen  geschnitten;  die  Durehschnittsfigaren. sind  dann 

Dur  con<rruent. 

.  Aehniiche  Fälle  lassen  sich  auch  bei  der  zweiten  Betrach* 
tmgswebe  anföhren. 

§.  10. 

Wir  haben  bisher  die  collinearen  Figuren  in  der  Lage  betrach* 
tet,  wie  sie  unmittelbar  nwt  f^em  Pyramidalschnitt  entstanden  sind, 
oder  in  der  f^age  der  Projectionen  dieser  ihrer  Schnitte.  Man 
nennt  sie  so  eigentlich  coHinear  liegend.  Denken  wir  uns  nun  die 
Figuren  in  einer  solchen  Lage,  dass  nicht  mehr,  wenn  man  je  zwei 
entsprechende  Punkte  mit  einander  veiblndet,  sich  alle  Verbin- 
dungslinien in  einem  Punkte  schneiden,  so  ist  die  Frage,  wie 
öndet  man  da  zu  jedeni  l^ünkte  oder  zu  jeder  Geraden  des  einen 
Systems  den  entsurecheiitlen  Pimkt  oder  die  entsprechende  (ierade 
im  andern,  wie  kann  man  die  Figuren  wieder  in  iiire  ursprüng- 
liche Lage  brinffen,  oder  hauptsächlich:  welche  Gesetze  Huden 
zwischen  den  Elementen  beider  Systeme  statt?  Ich  will  hier  ein 
für  allemal  bemerken,  dass  die  Gresetzn,  elie  ich  hier  aus  einer 
Betrachtungsweise  ableite,  sich  aucii  auf  die  andern  anwenden 
lassen« 


Es  seien  in  Taf.  IX.  Fig.  5.  ABCD  und  abed  vier  einander 
entsprechende  Punkte  in  entsprechenden  Geraden  l)e'L(](  i  Systeme 
liegend ,  80  ist  vresjen  des  Strahlbfi.schels  OA,  OB,  0(J,  OD, 
der  voA  den  zwei  Geraden  ad  und        geschnitten  wird: 

ab, ad^  AB, AD 

lind  diess  ist  das  (xcsetz ,  das  zwischen  je  vier  in  einer  Geraden 
hegenden,  einander  ejitsjM sehenden  Punkten  herrscht,  und  das, 
wie  man  sieht,  auch  dann  noch  stattünden  muss,  wenn  die  beiden 
Systeme  irgend  eine  andere  Lage  haben»  denn  es  bingt  bloss  von 
den  Abschnitten  der  Punkte  abed  und  ABCD  ab. 
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§..  18. 

Sind  dah^r  vii^rJn  gerader  Linie  liegende  Ponkte  AB  CO 
(Taf.  IX»  Fig.  0.)  dcif  einen  Systems  und  drei  üinep  entsprecli^ode 
abc  des  andern  oyvstems  gegeben,  so  Icann  ms^  den  vierten  d  finden ; 
denn  in  obiger /Proportion  sind  die  i^^i  ^i^fften  CHieder  gegeben, 

und  es  sei  das  vierte  unbekannte  Glied  —j  —  m,  so  ist  voUkom- 

cd 

men  bestimmt.   Durch  ConstructiuD  tiudet  man  ihn  auf  folgende  Art 

Man  zirfio  zwei  Gerade  unter  einem  beliel)i:^fn  Winkol.  traffe 
auf  der  einen  die  Punkte  A'Ii'f^/)'  und  auf  der  andern  die  Punkte 
a'b'c'  aui,  A'Ji' —Aß,  B'V^BC,  OO'^^CD,  a'b'  =  ab, 

b*c'=bc  ist,  verbinde  b'  mit  Ä',  c'  mit  t',  den  DurcHscbnitt  O 
mit  JD^  verbunden,  schneidet  die  a'c'  in  d\  den  man  dann  auf  der 
gegebenen  Creraden  aufträgt»  so  dass  ctl=.c'd'  ist.  Behufs  des 
Beweises  ziehe  man  noch  OA' ,  Ro  hat  man  einen  StrahlbÜscbel, 
der  von  den  zwei  Geraden  A' D'  und  a'd'  geschnitten  wird ;  daher* 
findet  die  oben  aulgestellte  Proportion  statt.  Für  afiüne  Figuren» 
wo  die  Strahlen  aÄ,  bB,....  parallel  sind,  muss  sidh'noell  neb«^ 

dem  verhalten :^^=:^g=  ^7^=....    Man  kaini  daher  bei  afTineu 

Figuren  aus  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  ABC  des 
einen  Systems  und  aus  zwei  ihnen  entsprechenden  ab  des  andern, 
den  dritten  Punkt  ff  findep^  iind  zwar  ^p^^tf^Qtißj^  ^  foil« 

gende  Arten.  .  ■  ■ 

1)  Man  ziehe  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  ff.  wieder  zn  ei  Gerade  unter 
einem  beliebigen  Winkel,  trage  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  die 
Punkte  A'B'Ua'b'  auf,  Terbtnde  B*  mit  b^  und  aiehe  durch  C  eine 
Parallele  zn  Bfb',  so  ist  c'  der  verlangte  Pni^kt,  eder: 

  >  • 

2)  Man  ziehe  in  Taf*  IX.  Wie,  7.  ß.  zwei  pc^rallele  Crerade, 

trage  wieder  die  Punkte  A'B'Ca'/r  auf,  yerbi^ide  mit  <»■  ,  ^' 
mit  b'  und  C  mit  dqm  Durchschnitte  Q^  t^q  is|^.c!  dfr  TeHftnito 

Punkt.  .     ..  •  / 

Die  Beweise  beider  Constructionen  ergeben  sieh  aus  den  Gb- 
setEen  der  projeetivisoben  Beziehungen  ebener  S^hlbäschel. 

Schon  aus  diesen  GonstruetioneiiL  ergeben  sich  die  folgendea 
Sätze  i 

1)  Sind  zwei  Gerade  und  m  jeder  derselben  dr^i  beliebige 
Punkte  gegeben,  so  kSonen  diesf  Geradien  Immer  als^poUiqe^re 
Gerade  und  die  drei  Paare  von  Punkteo  als  entsprechende  colli- 
neare  Punkte  aogeseben  werden. 

2)  Sind  zwei  Gerade  and  in  jeder  derselben  zwei  beliebige 
Punkte  gegeben,  so  kOmien  diese  Geraden  immer  als  affine  Ge- 
rade und  die  zwei  Paare  von  Punkten  als  entsprechende  af&ie 
Punkte  angesehen  ^\("l(^en. 

Dena  nimmt  jau.u  in  der  einen  Geraden  noch  einen  beliebigen 
Punkt  «U,  nA.kaoD'mab  iten  entspiechenden  Pnidct  In  deF  andern 
Geraden  nach  dem  ITorhergehenden  finden.  }•* 
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Es  sind  fünf  Punkte  ÄBCDE  (Taf.  X.  Yis,  8.)  und  vier  ihnen 
entfiprecliende  Punkte  abed  einer  coUinearen  Fi&nr  gegeben,  man 
soll  den  Punkt  e,  welcher  dem  Punkte  E  coUincar  ist,  tindeo. 
Man  bilde  durch  Verbindung  der  Punkte  AB  CD  und  abcd  die 
beiden  vollständiiren  Vierecke,  ziehe  die  AE ,  die  die  FB  in  M 
schneidet,  vsuche  den  dem  Punkte  entsprechenden  Punkt  im  andern 
Systeme  {m) ,  verbinde  a  mit  m,  so  ist  diese  Verbindungslinie  der  Ot^ 
des  Punktes  e.  Verbindet  man  nun  z.  B.  auch  GjbS,  E,  wodurch 
man  A'^  erhalt,  und'supht  den  entsprechenden  «,  so  ist  auch  //n 
der  Ort  des  Punktes  e,  daher  ist  e  im  Durchschnitt  beider  Oerter. 

g.  21. 

«  .  ... 

Es  sind  vier  Punkte  ABCD  (Taf.  X.  Fig.  9.)  und  drÄi  ihnen 
'entsprechende  Punkte  ahc  einer  affinen  Figur  gegeben,  man  soll 
den  Punkt  fl,  welcher  den»  Punkte  D  aflin  ist,  finden.  Man  bilde 
durch  Verbindung  der  vier  Punkte  AB  CD  das  vollständige  Viereck, 
lio  erhält  man  die  zwei  neuen  Punkte  M  und  N,  suche  die  entr 
sprechenden  affinen  Punkte  m  und  n  in  den  Geraden  ab  und  bc, 
verbinde  m  mit  c  und  ft  mit  a,  so  ist  im  Durchschnitt  heider  der 
veri«ngte  Punkt  d. 

Es  können  daher  im  Allgemeinen  zwei  beliebige  Vierecke  als 
^olKnear  und  zw^l  heliebtge  Dreiecke  als  affin  aiigesehcfn  werdien. 


j.  22.  . 

Durch  diese  einfache  Betrachtung  der  Colliueation  und  Atä" 
nitftt  der  Figuren  als  Pyramidals^initte'  und  dm^h  diese  wenisen 
Sätze  Utk  man  im  Stande,  eine  zahlreiche  Anzalil  von  Aufgaben 

zu  losen,  und  überall  den  geistigen ,  geometrischen  Zusammenhang 
mit  der  grussten  Allgemeinhoif  zu  vereinen.  kSätze ,  die' sonst 
lange  Öevveise  bedurften,  werden  dadurch  von  selbst  klar,  das 
schönste,  die  Kegel-  und  Cylinderschnitte  erscheinen  nur  als  ein- 
zelne, spezielle  rate.  Wir  wollen  -om^  gleich  Ttouchen,  mehrere 
Avigßhea  mit  jEUllfe  unserer  gewonnenen  Sätze  zu  j<isen. 

1)    Es  sind  zwei  Systeme  collinear-liegender  Punkte  gegeben, 
man  soll  die  Clegenachsen  beider  Systeme  construiren. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  suche  man  zuerst  die  (  oUi- 
neatioiisachse ;  sie  geht  nach  §.  7.  durch  die  Durchschniitsnunkte 
entsprechender- (Seraden;  verlängert  man  daher  In  Tat  X.  Fig.  10. 
ab  und  AB,  ac  und  AC,  so  sind  M  sowohl  a's  N  Punkte  der-.  • 
selben,  daher  MN  die  Oollineationsachse.  Die  Gegenachsen  lie- 
gen imn  mit  ihr  parallel,  und  zwar  in  den  Durchschnitten  der, 
durch  O,  zu  jeder  der  beiden  Ebenen  parallel  gelegten  Ebene; 
zieht  mau  nuu  durch  O  z.  ß.  zur  ab  und  an  Parallelen,  und  verlän- 
gert sie  so  lange,  bis  sie  die  AB  und  4C  schneiden,  so  erhält 
man  die  Gegenachse  des  Systems  ABC  Eben  so  erhäit  man  die 
Gegenachse  des  Systems  abe. 
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2)  Es  ist  eine  Figur  des  einen  Systems »  die  CoUineations- 

achse,  das  rnllineationscentnim  und  die  Gegenachse  des  andern 
Systems  gei^ebeu.  Man  soll  die  mit  der  ^esjebenen  Figur  colli- 
near  •  liegende  Figur  durch  Construction  üoden.  — *  Es  sei  abcd 
(Taf.  IX.  Fig.  3.)  die  gegebene  Figur,  Pq>  die  (iolliaeationsacbse 
und  MN  die  Gegeuaehse  der  zu  bestimmenden  colUnearen  Figur. 
Wir  entwickelten  in  §.  11,  den  Satx:  Wenn  man  durch  A"  eine 
Parallele  zu  irs^end  einer  Geraden,  z.  B.  ah  zieht,  bis  sie  die 
Gegefiarhse  in  7?"  schneidet,  so  ist  dip>Jor  Funkt  B"  der  geome- 
trische ,Oj.t^  der  Uurchschn'ittspunkte  jener  Geraden  im  andern 
Systeme,  die  zu  ab  parallelen  Oeraden  entsprechen.  Wollen  wir 
daher  die  der  ab  entsprechende  Gerade  im  andern  Systeme  erhal- 
ten ,  so  ziehen  wii  durch  das  Collineationscentrum  eine  zu  ab  pa- 
rallele Gerade,  verlangern  dieselbe  bis  sie  die  Gegenachse  in  ß" 
schneidet,  so  ist  Jß"  ein  Punkt  der  zu  suchenden  Geraden.  Die 
ab  schneidet  aber  auch  die  Collineationsachse  in  einem  Punkte,  der  ^ 
ebenfalls  der  za  suchenden  Geraden  geh5rt>  weil  je  swei  ent-^ 
sprechende  Gerade  sich  in  der  Collineationsachse  schneiden,  es 
sind  daher  von  der  zu  sucherulpn  Geraden  zwei  Punkte  bekannt, 
doh^r  auch  die  Gerade.  Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  alle, 
den  Geraden  «6,  bd,  de  u.  s.  w.  colliuear  liegenden  Geraden, 
daher  auch  zugleich  dte  collineare  Figur. 

3^  Es  sind  atwel  collineare  Figuren  gegeben,  die  nicht  colli- 
near  uegen,  man  soll  das  Collineationscentrum  und  die  Collinea- 
tionsachse durch  Constrw^on  bestimmen.    Nehmen  wir  an ,  wir 

hätten  bereits  die  Gegenachsen  s^efiinden,  ziehen  wir  dann  aus 
einem  Punkte  B"  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  der  einen  Gegenachse  zwei 
Strahlen  ß"ai  B"ß,  so  werden  die  entsprechenden  Geraden  a'ö', 
uPlP  im  andern  Systeme  einander  parallel  sein  und  von  der  Colll- 
neatioDsachse  ein  eben  so  grosses  Stuck  «jS  abschneiden,  als  die 
zwei  Strahlen  abschnitten.  Um  daher  unsere  Aji%abe  zu  lösen, 
müssen  wir  zuerst  die  C>eL'enachsen  construiren,  das  geschieht 
auf  folgende  Art:  Es  seien  in  Taf.  X.  Fig.  11.  ABCD  uml  abcd 
coUinear- verwandt;  ich  ziehe  in  dem  einen  Systeme  ABCD  zwei 
Paar  zu  einander  parallele  Gerade  MN,  und  MPy  MP'^ 

und  bestimme  in  der  collinearen  Figur  die  ent$i)recb enden  Geraden 
(indem  ich  zuerst  zu  den  fünf  Punkten  ABCDM  und  ahcd  den 
dem  3f  entsprechenden  in  suche,  dann  eben  so  n,  p,„..);  in  den 
Durcitschnittspunkten  B,  S  sind  zwei  Punkte  der  Gegenachse 
enthalten.  Hat  man  auf  diese  Art  die  Gegenachsen  der  Figur 
ABCD  (Taf.  IX.  Fi?.  3.)  bestimmt,  so  kann  man  das  StOek  aß 
leicht  finden;  man  braucht  nur  die  parallelen  Geraden  ab,  a'o' 
liher  die  Gegenachse  dipses  Svstems  zu  verlän'^ern.  üm  noch 
B"a  zu  fmden,  denken  wir  uns  die  Rhene  I.  parallel  zu  sich  selbst 
fortbewegt,  oder  bloss  eine  Gerade  P'^i'  parallel  zur  Gegenachse 
gezogen,  so  sieht  man,  dass  aß:  a'ß' s:nt^:€^B" ,  woraus  man 
cxB"  fmden  kann.  Trägt  man  uB"  nun  tod  B"  aus  auf  und  zieht 
die  Parallele  aor  Gegeoaehse,  so  erhält  man  die  Collineationsachse. 
Sucht  man  im  andern  Systeme  rmr '.i  die  Collineationsachse,  legt 
dann  beide  Systeme  über  einander,  dass  sich  beide  CoUineations- 
achsen  decken,  und  zwar  so,  dass  sich  die  gleichliegenden  Geraden 
iD  einem  Punkte- derselben  schneiden;  so  sind, die  Figuren  colli- 
near -liegend.  Das  Oollineationscentnim  Ündet  man  durch  Verhin- 
dung  entsprechender  Punkte. 
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lelr  will  nur  noch  erwfihnen»  dass  fast  alle  SStae  aus  St  ei* 

11  er 's  systematischer  Entwickelong  der  Abhängigkeit 
(geometrischer  Gestalten  von  einander  sich  unmittäbar  auf 
die  collioear-¥erwandteD  Figuren  anirenden  lassen. 


Heber  einen  allgemeinen  IielirsatK  der 
Statut  und  ttber  einige  seometrisclte 
und  statische  Sätze  Ton  der  Pyramide 
und  den  edüsen  Körpern  ülberliaupt. 

Von 

dem  Herausgeber. 


» 


Ich  wlU  stteml  den  folgenden  Sats.  beweisen: 

Lehrsatz, 

Wenn  beliebige  KrSfte  im  Räume  unter  einander 
*  im  Gleichgewichte  sind,  so  sind  immer  auch  deren  Pro- 
Jectionen  auf  einer  jeden  beliebigen'  Ei>ene  unter  ein- 
ander im  Gleichgewichte. 

Beweis. 
Die  gegebenen  KrSfte  seien 

J^»  i\»  -^a*  ^f""> 

die  Coordinaten  ihrer  AnprllbpUDlrte  In  Beziehung  auf  ein  beliehi- 
ges  rechtwinkliges  Goordinatensystem  seien 

'^>^>z;  »fVifh^y  ^9*2^s>2s;  ^»ya>^>"«; 

und 

j5»  y;  «I»     yi?  «^s»  fc»  y«;      A'  yt;-. 


seiet!  tlie  auf  )ie|cmiite  Weise  g^aoinmaen  B»8tiniinWBg»wlnkel 
ll^rer  HichtuDgffi. .  ■  >  .  i   •  . 

Ist  miD 

die  Gleicfaung  einer  beliebigen  Ebene,  und  werden  durch 
£f  ^*  £i9  Is»  V2>  £i'  &*  %'  £i>*— 

die  Coordinaten  der  Projectionen  cTer  Punkte 

(afys),  (a^i^iZi),  («iy»sa}»  (^sjfa'a)  

aul  dieser  Ebcue  bezeichnet;  8o  ist,  ^veun  wir  <ler  Kürze  wc^cu 

3)  {   AA^   ^  CJ^ 

^-^"A-^  ^^•-^  + C*'  «"-*~^2+Z?2_j.  c'«' 


-  .  » •  »> »  1 


II*  8,  W. 

BeMl9bqen  wir  iinn  die  Projectionen  4er  Krilfte  • 

auf  der  durch  die  Gleichung  1)  charakterieirteD  Ebene  respective 
durch 

n,  J7x,  14,  n^,  n%  

und  di«'  ^KP  nicht  üh ersteigenden  Neii^unijsAvinkel  ihrer  Richtungen 
gegen  die  in  Rede  stehenoe  Eigene  respective  durcFi. 

*•  *i»     4^  **>'—;. 

so  iet 

4)  Ilzz=.Pcots,if  Iii  =  l\  cos     n^^P^cosi^,  1/3=:  A3  cos i^,.... 

Bezeichnen  wir  aber  die  auf  gewuhnliche  Weise  gaaommeim 
Bestimmungswinkel  der  Richtungen  der  Kräfte 
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n,  JJt,  fi^,  Ot»  Mk^^'-' 

darch 

so  ist,  wie  ich  in  dor  Abhandluog  An  liiv.  ThI.  VI.  Nr.  XXXVIIL 
23)  und  24)  gezeigt  habe,  wenn  wie  dort  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wild': 

(^2_|_^2^  (^2)  cos  ct—(A  cos  tt -f  g  cos  ß  +  CcQgy)^ 

C^)  cos  I?—    cos  tt-f    cos  ß  -f  6'cos  y) 
6)    ^cosi//  =  —  ^^j,=^__  , 

U«43g«-t-rg)'cosr^Mcog«4-^cos/?+  rcosy)C 

•' 

7)  cosi^ 


und 


nod  ebeoM»  för  die  andern  Kräfte. 
AJso.iet 

■  ■  A 

cos icos 9 = cos a  —  ji^ßi^^ ( J cos a ^  /> cos p  +  Ccos y), 

■  '  .JT 

costco»^=cos/S — y^j:j5qr^(^cos«+ cosj5+  Ccosy), 

c 

cost  cosx=cos  Y—j^n^jp^c^i^  CO«  « + ITcos/S  -|-  Ccpsy) 

iM  >  wie ,  map  «uttjeUt  leichter  Heebnung  findet : 

.  .  cosi(^jCQSi;t-^?j<5os9?) 
C  ^  -    l"-  • 


+  C(w  cos  — y  cos  «)  i 


n 


SM 

CO«  i([coB  q> — ^  coH '/) 


x\l8o  Ut  offenbar  iii  einer  bekauateo  Beseichouog : ; 

9       .  ■  ■ 

2^cüs;^=^/>cosiS-^q:^-^(^2;i>pos« 

'  -  c 

uüd 

9) 

C 

=  ^a-l-^^ü»  ^   -^^(^  cos  y — 2  cos    -f  B£P(z  eosu-^a:  cosy)  | 

+  C2!P(a?  coa /J— y  cos«) ! 
—  4«  4-  (ASPcos  ß  -  B£P€oe  u) , 

£n(ii  cos  X  ~  £C08  ^) 

£n  (jicos  9—4  cos  x) 


^  ^2 ^ ^  ^i^AUPi^cosf-^x eo5/S) -f  cosa^ ;rco8y)  ) 

^  +  6-£P(a?cosjS  — yco»a)  j 

Well  nuD  nach  der  VorausMtzuog  die  Krftfte 

Pf  P\»       -^jj  P^$*,*^ 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  so  ist  Daeli  den  Gntnd- 
lebren  der  Statik  beiunnäicli 


m 

SPcwttsiO^  2Pcosß=zO^  XPcosyssO; 

2P(a:  cos  ß — ycoscif)=0, 
ZP(y  cos  y  —  2  cos  ß)=0, 
£P{zcoBu  —  ;z;cos}r)=0. 

Also- {«t  nach  <leiii  Obigen- auch 

£nco3<p=^Q,  2:i7co8^=0,  £IIeo8%=zOi 

ZJI(J  cos  9p — ^cosx)  =  0; 
und  nach  den  Grundlehren  der  Statik  sind  folglich  auch  die  Kräfte 

II,  Hl  f  ijj f  jjji  f  n^t  •••• 

unter  ein^^ider  im  Gleicbgewicfate ,  >vie  bewiesen  werden. aollt^.  • 
Wenn  man  die  Projectionsebene  at8  Ebene  der.o:^  annimmt; 
so  erfordert  der  Be^vf»i^  fips  nbiojen  Satzes  weniger  AufwaiKl  von 
Calcul  wie  vorher;  derselbe  ist  jedoch  hier  alisn  htlicb ,  nament- 
lich auqh  des  Folgenden  wegen,,  in  möglichst  gcus^er  Aligcnicinr 
heit  geführt  worden.  v  -  - 

§.2. 

Für  an  einem  und  demselben  Punkte  wirkende  KrSlle  iMat 
sich  nun  aber  auch  der  folgende  Satz  beweisen: 

Lehrsatz. 

Wenn  an  einem  und  demselben  Punkte  beliebig  viele 
Kr?ifte  wirken,  und  dpr<^n  P  r  o  j  ect  i  o  n  ?i  auf  zwei  belie- 
big en  sich  schneidenden  Jt heuen,  jed's  dieser  beiden 
Systeme  für  sich,  unter  einander  im  Gleichgewichte 
sind;  so  sind  jederaeit  die  gegebenen  Kräfte  s^Jbst 
unter  einander  Im  €r lelch gewicht«. ■  .  « 

;  B  e  w  6  i  s. 

Wir  wollen  alle  im  vorhergehenden  Paragraphen  gehrauchten 
Bezeichnungen  auch  jetzt  beinhalten,  und  nur  annehmen,  ^mni 
die  Kräfte 

sämmtlich  an  einem  und  demselben  Punkte  wirken  sollen«  Sind 
dann  .    '  i 

+  Cz  +  />=0, 

die  Gleichungen  der  beiden  sieh  schneidenden  Ebenen,  von  denen 
oben  im  Satze  die  Rede  gewesen  ist;  so  ist  nach  $;  1.  8): 


9ä6 

B 

C 

und  auf  ganz  ähnliche  Art  für  d'u)  zweite  Projectionsebene  in  einer 
leicht  durch  sich  selbst  verständiicheo  Bezeiäbung: 

Weü  nun  nach  der  Voraussetzttnij  flif  Prnjprftorion  r!er  ije^e 
beoen  Kräfte  ätif  einer  jeden  der  beiden  Proje<  tionsf  Ijorjen  unter 
einander  im  Gleichgewichte  sind:   so  ist  nach  den  (irundlehreo 
der  Statik 

2JIcosq>=0,  ^iiFcos^sO»  SUcoax—O 

-Sil'cos<3p'=0,  -Sil'cos^'=0,  2?il'cos;i'=0; 
also  nach,  dem  .Obigen 

■  ■         '  A 

'  B 
0^£Peoaf^ ^^_^j^_^^(A£Pcoää-tB£Pco8ß  C£Pcwy) 

0  s=  £Pco9  ^/a^^^^|/i;  ZPcos  2;/^cos  ß^C  £Pcmf), 
woraus  sieli  ieidilf  ditf  ülelclMii^ 
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BZPcoHyz^C^P  eos/S, 
C£PcosaaiA£Pcosf 


und 


*    '  B'£Pci^BY—a£Pe^ßi 

C:SPco^u  =  A'^PcoaY 

•  Nimmt  mau  nun  die  etste  der'Mden  durch  die  Glei* 
chungen 


I  "  4 


rlrarnktcrisirten  EUeneii  als 'Ebene  der      tat,  mä^'OSenhta  ver^ 

stattet  ist;  so  ist 


und  folglich  iiacli  dem  Obigen  offenbar  •  .  ' .  •/! 

also  ferner  nach  dem  Obigen 

Weil  nun  aber  im<]i  der  Voraussefzuag  die  beideU  Ih'ojection^f-'^ 
ebenen  sich  schiieitlcn  sollen,  so  kann  offenbar  nicht  zugleich' 
il'ssO,  ^=0  sein,  und  es  ist  also  tfaefi  dem  Vorhergebeoden 

£Pq68y^0,  ,  . ». 

Daher  ist  jetzt 

£Peo8a=z(^t  <SP«>8^«=0,  £Peoff=0'y 

und  nach  den  Grundlehr^n  delf  Statik  sind  folglich  die  au  einem 
und  demselben  Punlcte  wirl^enden  KrSite 

illii  );•    -'!..  .      >  ri.i: 

P,  P^f  P^f  Pb9  Pi^f*»*»  ■:"n..'.i' » » 

unter  einander  im  Gleichgewichte ,  wte^  beivieseft  werden  sollte. 

•  *  4  •  «  i  r  ,  t 

.«  '  "  all       '  **  !'  ' 


e  W< 

lässt  sich  ferner  der  folgende^batn  btweifen: 


Für  auf  eine  eanz  beliebige  Weise  im  Räume  wirkende  Krfifte 

dei  ' ' 


L  e  h  t  9  a  t 

Wenn  {Gräfte  auf  eine  beliebige  Weise  im  Kaume 
wirlcen  und  deren  Pr^jectloneli  auC  drei  sich  in  einem 
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Punkte  schneidenden  Ebenen,  jedes  dieser  drei  Sy- 
steme für  sich,  unter  einander  Im  Gleichgewichte  sina; 
so  sind  jederzeit  die  getcebenen  Krälte  selbst  unter 
einander  im  Gleichgewichte. 

Beweis. 

Wenn  die  Gleichungen  der  drei  sich  in  einem  Punkte  schoei- 
denden  Ebenen 

sind;  so  gelangt  man  ztilr5rder8t  ganas'  %viS  dieselbe  Art  wie  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  zu  den  drei''  fdgenden  Gleichangen: 

£Pcosci=0^  2;Pcos/J=0,  £Pcoay=:zQ, 

*Weil  nun  aber  nach  der  Toraussefzung  die  Projecfionen  det 
gegebenen  Kräfte  auf  jeder  der  drei  ProjeetioDsebenen  für  sich 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  so  ist  nach,  den  Grund* 
lehren  der  «S^tik  bekannuich 

2717(1  cos  ^ — ricosq))=0, 

2  JI (ly  cos  X -- t  <^08       ==:  0  , 

sowie  ,  femer  in  einer  Idcht  durch  sich  selbst  verstSndlicheii  Be- 
seidinang; 

,    /       .?iZ'(4'cosy— i3'cos9')=0, 

ZJT  (V  cos   -  f  cosy)=0, 
Zir  it  cos  9' — r  cos  jt*) = 0 

und 

(4^cos^"  -  V'cos  90  =0, 
'  XJI^Vcosf— r  cosO  ==Ö, 
i  JI*  (5*  cos  y'' — 1"  cos =  0. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  vorher  schon  gefttodenen 
Gleichungen 

2;Pcosa=:0,  SPeoBß^^p,  ÜPctmy^O 
ergeben  sich  aber  aus  §•  1. 9)  leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

coBy — zcosß) ß SP(z  cos  et— cos y)  )  _ 
'       .  .  'i-C£P{aiCii»ß'-^ffC09€^'i  (i-T:  *. 

A'ZP(^cxi8Y—ieoap)  +  S'£P(zc6Eii'^xb68y)  )  ' 

j+  OSP  (.T  cos  ß  — y  cos  «)'  * 
*4''^P(ycos)'— 5COSj^)  +  2^"^.f  (zcosß — orcosy)  j  ^ 

+.C^^i>(arcosi3— yoos«)} 
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Aus  fler  ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt,  wenn  man  wie 
im  vorhergehenden  Paragraphen  ' 

setzt,  auf  der  Stelle 

nnd  die  beiden  letzten  der  drei  vorhergehenden  Gleichungen  wer- 
den Äulvrch: 

A^ZP(y  cos      %  cos  f) + Bf£P(z  cos  er— 4?  C08y):s0 ; 
woraus  sich  ferner  leicht 

• 

{JfBr—B'A")  2P(^coay^zeoBß)  =0, ' 
ersiebt.  Wfire  nan 

A'B"^B[A"=,0,  . 

so  würden  die  Dnrcbscbnlttslinleu  der  zweiten  und  dritten  Projec- 
flonsebene  imt  der  ersten,  deren  Gleichungen 

A':c-^£'2f-tJJ'=0  und  ^"a:  +  Ä'>+/)"=0 

sind,  sieb  offenbar  nicht  schneiden ,  wie  es  doch  unter  der  gemach- 

ten  Voraussetzung  nothweTullg  erforderlich  ist.  Also  ist  nicht 
A'£^'-J^A''s=iO»  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  fol^ücb 

SPiycosy — zcosß)=0, 

SP{zcoS€t — a:cosy)=0,       '  '  , 

5 

  r 

Daher  haben  wir  jetzt  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 

XPoos«r=0,  2:/>cosi3=0,  2;/^cos}r==0; 
2?P(a;cos  —  y  cos  «)  =  0, 
SPiifcwy — scosß)  =  0, 

2P(z  cos  a  —  j:co.s  j)  =r  0 ; 

aus  denen  sicli  mittelst  der  bekannten  Grnndlehren  der  Statik  auf 
der  Stelle  ergiebt,  dass  die  gegebenen  Kräfte 

P,  Pit  p2t  P99  P4f*» 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sind«  wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.4. 

Aus  §.  1.  und  §.  2.  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  der  folgende 

Satz  :  *  •  '  .:a  .  t>. 

TbeillX.  84 
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Das  Gleichgewicht  beliebiger  auf  einen  und  densel- 
ben Punkt  wirkendet  KrSfte  wird  dadurch  TolUtändis 
bedingt,  dass  die  Projectionen  dieser  Kräfte  auf  zwei 
beliebigen  sich  schneidenden  fibenea^  jedes  dieser  beiden 
Systeme  für  sich,  untereinander  im  Gleichgewichte  sind. 

Eben  so  eririebt  sich  aus  §.  1.  und  §.  3.  der  folgende  Satz : 

Das  (« 1 1  i chgewicht  zwischen  auf  ganz  beliebige 
Weise  im  Uauiüe  wirkenden  Kräften  wird  dadurch  voll- 
ständig  bedinety  dass  die  Projectionen  dieser  Kr&fte 
auf  drei  DeliebigeD  sieh  In  etnem  Punkte  schneidenden 
Ebenen,  jedes  dieser  drei  vSysteme  ffir  Siek,  Ubter  ein- 
ander im  Gleichgewichte  sind. 

Von  diesen  Sätzen  kann  man  öfters  bei  dem  Beweise  anderer 
Sätze  mit  Vorth  eil  Gebrauch  macheu,  wie  im  Folgenden  an  einem 
Beispiele  gezeigt  werden  soll. 

Wir  woUen  uns  jetzt  ein  Dreieck  AiA^^A^  im  Räume  denken 
und  die  CoordinaAen  seiner  Ecken  Ai,  A^,  A^  resj  t  ctive  durch 
y  yi"  -1 ;       '  ?hf  ^?  ^3»  2^3»  %  bezeichnen;  so  sind  bekannt- 
lich die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  äeite  AA^ : 

hOti+a:^),  iiyi-hyi).  U^i+^a). 

Durch  diesen  Pnnkt  lege  man  ein  dem  primitiven  Systeme  paral- 
leles neues  Coordiuaten.«:ystem,  so  sind  die  Coordinaten  der  Ecke 
^3  in  Bezug  auf  dieses  System  nach  der  Lehre  von  der  Verwand- 
Inng  der  Coordinaten:  '   ^  ' 

und  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Schwerpunkts  des  Drei- 
edcs  sind  folglich  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Df^iecks 
AxA^A^  in  Bezug  auf  das  in  Rede  stehende  neue  Coordinaten- 
System  offeniiar 

i(a:8— «(^i+^a)!»  i {3^3 -3(3^1  f^js)!,  U^g— U^i+^a)}- 

Also  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Dreiecks 
AiA^A^  in  Bezug  auf  das  primitive  roordinatensystem  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

■2  {yt  +3^2)  + 1 1^3  -  4  {yi  1^2)  1 , 

d.  i. 

i(a:i+asfc+a%),  i(yi+|fsi+y»),  HH-\r,H^Hh 
was  auch  sonst  schon  bekannt  ist. 


uiyiii^Cü  üy  Google 


3«3 

«-  a. 

Man  habe  jetzt  eine  beHebige  »iseitige  Pyramide,  deren  Grund- 
IlSehe  imd  SpHase  respectiTe  AiA^3A^....,..An  und  O  sein  mSgen. 
Die  Grundfläche  nehme  man  als  Ebene  der  :vi/  an,  nnd  fbeseicfine, 
dies  Toransgesetst»  die  Coordtnateo  der  Ecken 

Aj^f  A^^;**An 

respective  durch 

die  Coordinaten  der  Spit/e  O  aber  durch  |,  fj, 

Wenn  wir  nun  die  Gleichung  der  Seitenfläche  AiA^O  durch 

bezeichnen,  so  ist 

Aa^z  +  By^-l-D=0, 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Suhtraction 

A  (xi  —.Ts)  +  B(i/i  —2/2}  ^  0, 

oder 

—  dp» + (yi  — ^2 

folglich,  wie  man  hieraas  leicht  iindet: 

Weil  nun 

oder 


ist,  so  Ist 


oder  auch,  wie  man  leicht  findet, 

84* 


1=0, 
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I 

oder  «iidlieb  auch 

die  Gleicbimg  der  Ebene  AjA^O» 

Die  Coordinateo  des  ScBwerpunkts  des  Iheiecl«  AiA^O  aind 
nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

Die  Gleichungen  einer  beliebigen,  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Linie  seien 

y  -  Kyi  +3^2+1?)  =  ^  -  iß- 

Soll  nun  aber  diese  Linie  auf  der  Ebene  A^A^O,  deren  Gleiclum«; 
vorher  entwickelt  worden  ist,  senkrecht  stehen»  ao  uiuss  nach  den 
Principien  der  analytischen  Geometrie 


sein,  und  die  Gleichungen  der  in  dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks 
AiA^O  auf  dessen  Ebene  senkrecht  stehenden  geraden  Linie  ^ind 
folglich  nach  dem  Obigen: 

y—Uyi+ya-N) 


Folglich  ist  die  Gleichung  der  Projectiou  dieser  Linie  auf  der 
Ebene  der  a:y,  d«  L  auf  der  Gmndfl&che  unserer  Pyramide: 

oder 

M     2f2  .  .. 


Hiernach  sind  also  überhaupt  die  Gleichungen  der  Projectic 
In  den  Schwerpunkten  der  Seitenflächen 


ionen 

der 
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unserer  Pyramide  auf  den  Ebenen  dieser  Seitenflächen  senkrecht 
i  stehenden  geraden  Linien  anf  der  Grundfläche  der  Pyramide  re- 
spective : 

n  a.  w. 

Bestimmeu  wir  nun  die  Ooordinaten  der  DurciiscliDittspnnkte  der 
Isten  und  2ten,  2tenund  3ten,.,..,  (ii--l)sten  und  nten, 

ftfen  und  Isten 

Projection;  so  erhalten  wir,  wenn  der  Kürze  wegen 

Fi=  (yi— ^aXsfa-yaXys— yi) 

+  ^aC'i^a*-'^!)  (^3  +     +  ^) 

+  ^3  (^4—^«)  (^4+^2+  ^ 

^3=     (3^3-^4)  (y4-y5)(yö—i^3) 
+  ^3  (^4-^6)  (^4+^6  +  1) 

n«  8« 

+ y«    — )  (^i + ^«^-i + Ö 
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I 


+3N(«|-^{«k+«ii+{) 

+ ^»öfs— yi)  (ys+yi 
+ *8  '(^4-^5)  (y* +.^5 + v) 

+  ^5  (3(3—^4)  (3^3+^4+1?)  » 
U.  8.  W. 

■ 

+ ^  (2ri  -y«^)  öri-f3ri»^i +1?) 

1=      (^2-^3)  +^2(3^3— 2^1)  +  ^3  ryi-^2) 

— — fe— cTg)  — yjj  (^3— o:, )  —    (xi  -x^ , 

U.  8.  W. 


Digitized 
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gesetzt  wird»  für  diese  Coordinaten  die  folgenden  Ausdrücke 

Fi' 

U    8.  W. 

Für  die  dreiseitige  Pyramide^  d.  I.  für  n=3,  ist; 

+ ^  (*a ^1 )  (-^3  +  ^ + Ö 
+ («i^a^  («^i +*»+ö » 

+3fe(j^a'— ^4)  (^3+^1+1) 

-fi=  (i/3~yi)(:!fi-y2)(V2—yz) 


Cerner 


(^a'-jrsXya+ys+v) 

+  (ya— ^i)  (3/3  +Z^i  +  ^/ ) 
+  «8  CVi-ya)  (2/4+^»+«?)» 

+«i(ys-yi)  (y3+!/i+^) 
+  ivi—yi)  ivi  +;y2+*?) 
+ «1  (y«— (^1+^3+^?) » 
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und 

=—?/i  («Pa— -n)— ?/'2(^— ^i)  -^3  (^1— -a^a)» 

JSTsSÄ  a^(yi-3rtit)+^i(3i!>-^3)+^«(3fs-9i) 

Also  ist  in  diesem  Falle  offenbar 

F,  =  Fj  =  F„ 

und  es  eisiebt  sich  dab^  jetzt  der.  folgende  merkwQrdige  Satz  ¥on 
der  dreiseitigen  Pyramide  oder  dem  Tetraeder: 

Die  Projectioneo  der  auf  drei  SeitenflSchen  einer 
dreiseitigen  Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren 

Srh^vorpiinktcn  senkrecht  steheTidnn  £^eraden  Linien 
auf  der  vierten  S ei te  11  fläch e  schneideo  sich  jederzeit 
in  einem  und  denn  seihen  Punkte. 

Dass  sich  die  vier  aut  die  Seitenflächen  (uner  dreiiseitigen 
Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren  Schwerpunkten  errichte- 
ten Perpendikel,  —  im  Allgemeinen  wenigstens,  — ■  nicht  selbst 
in  einem  und  demselben  Pumcte  schneiden »  ISsst  sich  aus  den  im 
Obigen  entwickelten  Formeln  und  Gieichoii^en  leicht  ableiten« 

Wennr  man  die  obige,  hier  absichtlich  in  etwas  grösserer  All- 
gemeinheit geführte  Ivechnung;  ^^leich  vom  Anfange  an  bloss  auf 
den  hesondern  F;ill  der  dreiseitigen  Pyramide  einschränkt»  SO  wird 
dieselbe  kürzer  und  einfacher.  .  ^ 

Wir  wollen  uns  jetzt  vier  auf  den  Seitenflächen  einer  dreisei- 
tigen Pyramide  AiA^A^A^  in  deren  Schwerpunkten  senkrecht 
stehende  KrSfle  d^en>  und  annehmen,  dass  niese  Krfifte  sSmmt* 

lieh  nach  dem  äussern  —  (oder  auch  nach  dem  iiinem)  —  Räume 
der  Pyramide  hin  wirken.   Die  auf  den  Seitenflächen 

A^A^A^,  ^j^^s//^,  AiA^A^y  AiA^A^ 

senkreeht  stehenden  Kriifte  seien  respective 
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Beieidmen  .wir  die  spitaen  Neigangewinkel  der  Seiteuflliclieii 

A^A^A^,  A^A^A^,  A^A^A^ 
gegen  die  Seitenfläche  AiA^A^  respective  durch 

•        •  • 

h»  ^>  h» 

90  sind  die  auf  den  Seiten 

A^A^,  AiA^9  AiA^ 

des  Iheiecks  ^tJ2^3  senkrecht  stehenden  ProjectioneD  der  Krftfte 
Pi,  P^t  Ps  auf  der  Seitenfläche  A1A949.  offenbar  respeetive 

/^sinti^  P^%\Tki^^  P^&wki^ 

und  die  Projection  der  v  ierteu  Kraft  P4  auf  derselben  Seitenfläche 
Terechwindet   Bezeichnen  i^ir  ferner  die  Huhe  der  Ecke  über 
•der  Seitenfläche  A^A^^  durch  U^^  eo  ist  offeoiMff 

AA  A  A  ^i,A  A  _^AxA^.H^ 

AA^A^^:=i\A^.l,,-^^  2siQ^*' 

und  wenn  wir  daher  jetzt  annehmen,  dass  die  vier  auf  den  Seiten- 
flächen der  Pyramicie  senkrecht  stellenden  Kräfte  sich  unter,  ein- 
ander wie  die  Seitenflächen,  auf  denen  sie  senlcrecht  stehen,  ver- 
haiten;  so  ist  *  '  . 

n  .  n     n       A^A^   A1A3  AjA^ 

Pi  sm  f, :  Pa  sin    :  P3  sin ^  =s  A^A^  lAiA^iAiA^, 
d.  h.  die  drei  Projectioneu 

Pjisinti,  Pasint'a,  P^siai^ 
aH.r  der  Seitenfläche  AiA^A^,  deren  Richtungen  auf  den  Seiten 

A^A^y  Aj^A^s  A^A^ 

des  Dreiecks  AiA^Am  senirrecht.  stellen  «ncl  nach  dem  vorhergehen* 

den  Paragraphen  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden, 
vrrli alten  sich  unter  einand<>r  wie  die  Seiten  des  Dreieclui  ^i^^^^ , 
auf  denen  sie  senkrecht  stehen. 

Wrnn  aber  drei  Kräfte  in  der  Ebene  eines  Drrirrks.  deren 
Richtungen  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  senkrecht  stehen  und 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  sich  wie  die  Sei- 
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ten  des  Dreiecks,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  unter  einander 
verhalten  und  sämintlich  nach  dem  äussern  —  (oder  nach  dem  in- 
nern)  ~  Räume  des  Dreiecks  hin  eerictitet  sind^  so  sind  diese 
dtei  Kräfte  jeders^t  unter  ehtander  im  Gleichgewichte.  Ist  nSin* 
lieh  IQ  Taf.  X.  Fig.  12.  ABC  das  gesehene  Dreieck,  auf  dessen 
Seiten  JBC,  AC^  AB  die  sich  in  dem  Punkte  Ö  schneidenden 
Richtungen  der  Kräfte  P«,  senkrecht  stehen,  so  ist  nach 

der  Voraussetzung 

P«:  A:Pe==:  BCiÄCiAB  =  a:6:c; 

aUw*  weil  bekanntlich 

■ 

a :  6  :c    sinil  :alD  ^:«iD  C 

ist: 

Pa :     :        tdiiil :  sin  jff :  sin  C 

i 

Bezeichnet  mnn  min  a1>or  die  Fon  den  Richfuncen  der  Kräfte 
Pb,  Pc  ;  Pa,  Pc  ;  Pa,  Pk  eingeschioaseiieu  Winkel  respectlTje- 
durch  et,  ß,  y;  so  ist 

A^a^lW,  B'k'ß^lW',  C+y=tlW 

und  folglich 

Sintis  sin  «5  aVuB^sinß,  mnCssmyi 

also  nach  dem  Obigen 

Pmi  Pi :  jP«    sin  ff  :shi  jS :  siny. 

Bezeichnet  man  aber  die  von  der  über  den  Punkt  O  hinaus  ver- 
längerten Richtung  der  Kraft  Pa  mit  deu  Kichtiiügen  der  KräCie 
und  P9  eingeschlossenen  Winkel  durch  1/;  und  9),  so  ist 

also  sin/?=8in9,  sin}f=sini/;;  und  folglich  nach  dem  Vorher 
gehenden     ^  . 

,   /*o ; -Pa : /*c  =  sin cc Isings: sin  1/;. 

Macht  man  mm  Pb=  OBi ,  Pe^  OCi  und  zieht  durch  Bi  eine 
Parallele  mit  OCi,  welche  die  gerade  Linie,  in  der  die  Richtung 
der  Kraft  Pa  liegt,  in  A'  schneiden  raap^,  durch  C*  eine  Parallele 
mit  OBi,  welche  die  gerade  Linie,  in  der  die  Richtung  der  Kraft 
Pu  liegt 9  in  A'  schneiden  mag;  so  ist  nach  den  Principien  der 
Trigonometrie 

OA'  t  OBi  =  sin  tt;  sin  9 , 

O^'' :  O  6^  =  sin  a :  sin 

Nach  dem  Obigen  ist  aher 

>  » 
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also 


OA 


'  sin« 


OA": 


folglich 


OA'  =  O  = 


Daher  fallen  die  Punkte  A'  uaAAf  in  einen  Pnnkt,  den  wir 
durch  Ai  hezeichnen  wollen,  zusammen,  und  es  ist  ()Ai=:Pa. 


lelogramms  ist,  so  folgt  aus  dem  Satze  von  dem  Parallelogramme 
4er  Kräfte  nnmittellHur,  dass  die  drei  Kräfte  Pa,  Pb,  Po  unter 
eioander  im  Gleicligewiclite  sind,  wie  beliauptet  wurde. 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zuflammen,  so  ergiebt 
•fl^eb  auf  vnlli^  unzweideutige  Weise,  daiss  die  Projectionen  der 
vier  auf  den  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  PArTamide  oder  eines 
Tetraeders  in  deren  Schwerpunkten  senkrecht  stehenden ,  sämmt- 
lich  nach  dem  .iussern  —  (oder  anch  nach  dem  innern)  —  Räume 
der  P^rumiiie  hia  uurichteten^  und  sich  wie  die  Seitenflächen,  auf 
denen  sie  senkrecht  -stehen,  unter  einander  yerhaltenden  Kräfte 
auf  jeder  der  vier  Seileniä«äietr  der  Pyramide  unter  eini|ad«r  int 
Gleichgewichte  sind,  woraus  sich  mittelst  des  in  §.  3.  hewiesenen 
Satzes  unmittelbar  ergiebt  ,  dass  die  vier  in  Rede  stehenden  Kräfte 
jederzeit  selbst  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind.  Also  hat 
man  den  folgenden 


Die  vier  auf  den  Seitenflächen  eiuei  dreiseitigen 
Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren  Schwerpunk- 
ten senkrecht  stehenden,  sämmttich  nach  dem  äussern 
oder  sämmtiieh  nach  dem  innern  Räume  der  Pyramide 
bin  gerichteten,  und  sich  wie  die  Seitenflächen  der 
Pyramide,  auf  denen  si  e  se  n  k  rech  t  s  f  e  h  en,  unterein- 
ander verhaltenden  Kräfte  sind  jederzeit  unter  ein^n* 
der  im  Gleichgewichte.  *)  '■  ■  ^ 


Da  sich  eine  jede  Pyramide  In  lauter  dreiseitige  Pyramiden 
«erlegen  lässt,  so  ergieht  sich  zuvorderst  mittelst  ganz  leichter 
Schlüsse  und  der  bekannten  Gnmdeigenschaften  des  Schwerpunkt« 
auf  der  Stelle,  dass  der  im  vorhergehenden  Parf^g^raphen  bewie- 
sene Satz  von  der  dreiseitigen  Pyramide  überhaupt  für  jede  Pyra- 


*)  Dieser  Satz  rührt  Ton  Gergonne  her  und  ist  i^on  demteHiea  in 
den  Annale»  de  -  math^matiqaet  imres '  et  a]i]|Aiqo^0i.  T.  X.  mi^gedicilt 
worden. 


Lehrsatz. 
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•  miile  von  jj^anz  beliebiger  Seitenzahl  gilt.  Weil  man  ibcr  lerner 
sich  jedes  Polyeder  aus  lauter  in  einer  gemeinscbaltlichen  k>pitze 
zusammenstosseDden  Pyramiden  bestehend  denken  kann,  so  ergiebt 
flieh  Mich  auf  der  Stelle,  dass  der  in  Rede  stehende  Satz  ganz 
allgemein  ffir  jedes  beliebige  Polyeder  gilt.  Man  hat  hierbei  nur 
TU  beachten,  dass  je  z\vei  nnf  er  selben,  zwei  Pyramiden  anffehö- 
rendeo  Seitenfläche  senkrecht  stehende  einander  gleiche  und  airect 
entgegengesetzte  Krnlte  sich  gegenseitig  aufheben,  woraus  dann 
alles  Uebrige  ferner  ganz  von  selbst  und  durch  die  leichtesten 
Schiasse  iolgt,  was  welter  aossuföhran  iilgUch  dem  Leser  Uber* 
lassen  werden  kann. 


lieber  eine  in  der  Wahrgdieinlieli- 
k^ltareetannns  Yorkomntende  analyU« 

sclic  Aufgabe. 

Von  den 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Sehlo milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Bei  der  Untersuchung  über  die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori 
wird  man  bekanntlich  zu  der  Aufgabe  geführt,  den  Gränzwerth  zu 
finden,  welchem  der  Ausdrodic 

i  |d"»(l-^"  +  (2^)'"(l— 2d)«-|-(3d)-a-3ö)"+..«.. 


...... +(ifc—ia)»(i-ife—id)« 

worin  nahe  koimnen  kann  als  man  es  verlangt,  sobald 

man  die  ganze  positive  Zahl  k  unausgesetzt  wadisen,  also  S  un- 
begränzt  abnehmen  lässt.  Sind  nämlich  v  und  w  die  einfachen 
Wahrscheinlichkeiten  zweier  entgegengesetzten  Ereignisse  A  und 
B,  von  denen  bei  m-^n  Teranchen  A  mmal  und  £  nmal  einge- 
treten ist,  so  haben  wir  Cv^te^  als  Wahrscheinlichkeit  fär  das  zu- 
sammengesetzte Ereigniss  des  mmaiio^en  Vorkommens  von  A  und 
des  wmaligen  von  B.  wobei  C  den  Binomialkoeffizienten  (m-f-w)», 
7=z(m-\-n)n  bezeichnet.  Ist  nun  v  a  priori  nicht  bekannt,  so  steht 
ihm  noch  der  Spielraum  von  0  bis  1  offen,  und  man  kann  al^o. 
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wenD  mm  «ieh  die  Blnhelt  in  is.gleidie  Theite  getheilt  denkt  uad 
j^=a  setzt,  för » der  Reihe  oach  *         '  ' 

•  nehmen,  woiwi«  wegen  e+«»=l,  also  w=l— »,  fol^,  '^^w.S? 
das  fragliche  zusammeogesetzte  Ereigmss  die  verdcbiedenen  WÄlir- 

'  scheinlichkeiten 

C(2d)«(l-25)«,  q35)"»(l-3ö)»,.... 

statt  finden  kunneiu    Diess  giebt  als  mittlere  Wahrscheiidichkeit 

1  öm(i-Ä)»+(2d)"»(l-iöj"+  (3d)"«(l-35)»+  .... 

Soll  aber  jeden  zwischen  0  und  1  liegenden  Werth  annehmen 
können ,  so  düiien  wir  es  nicht  blos  sprungweis  =d,  2tf,  3d  etc.  set- 
zen, sondern  wir  mflssen  es  stetig  von  0  bis  1  liehen  lassen, 
d.  b.  wir  müssen  die  Intervalle  jener  Sprün-e  iintf>r  jede  noch  so 
kleine  Grdsse  hinab  vennindett.  Da  m^diesem^aUe  Ä  ms  Un- 
endliche wächst,  so  können  wir  statt  jrzj       J  schreiben,  und 

da  C  von  k  nicht  abhängt,  so  reduzirt  sich  jetzt  die  Aufsuchung 
der  mittleren  Wahrscheinlichkeit  auf  d>e  anfangs  genannte  Auf- 
gabe.   IMeselbe  ist  sehr  leicht  zu  lOsen,  wenn  man  das  Tbeor^ 

Limd{/(a)  + /(a+ Ä)+/(a+2d)  +  ....+A«+^f)i 

voraii.'^ setzen  will,  weil  sich  dann  die  gesuchte  Gränze  auf  den 
Werth  des  integrales  '     /  ' 


0 


reduzirt,  der  ohne  Schwierigkeit  entwickplt  ^verdpn  knnn :  ist  man 
aber  beini  Vortrage  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  geiiolhmt,  aut 
den  Gebrauch  der  Integralrechnung  zu  verzichten,  so  entsteht  die 
Frage  wie  nian  auf  eieraentarem  Wege  den  numerischen  Betrag 
iener  Gränze  auffinden  könne.  Hier  scheint  nun  Condorcet  der 
elnzi&e  au-  sein,  der  die  Frage  beantwortet  hat,  aber  leider  auf  eine 
im  hlchsten  Grade  unbefriedigende  Weise  %  und  diess  veranlasste 


Ist  ih5)^il—h§)^  ircend  eines  der  Glieder  der  eingeklammertea 
Reihe  und  zur  Abkürzung  A?=S,  so  ietet  Condorcet  vorWBSf  den  die 
Samnie  der  A— 1  Torhergebcadan  Glieder  auf  die  Font 

A%"*^  1  (1^ä)«  +  Ä35"»+2  (1— «)n-i  -f  (1— + 
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mich  urspn'infrÜch  för  mein«  Vorträge  die  folgenden  Betrachtungeii 
auszuführen,  die^auch  soost  vielleicht  einiges  Interesse  haben. 

I 

i. 

Ver8iic1t«B  wir  «unSchst'  dte  GiSnie  2n  bestimnic«,  weichet 
sich  der  Quotient 

r 

nlhert,  wenn  wir  die  ganze  positive  Zahl  A  ins  Unendliche  hin- 
aus wachsen,  du  ebenfolls  positive  nnd  ganze  m  aber  constant 
lassen« 

Da  1"»=1,  ^=(1+1)«,  3»as;(l+2)»»,..,.  ist,  so  haben  wir, 
unter  Anwendung  des  Binomiiütheoremes  6ir  ganze  positive  Expo- 
nenten 

2*=l  +  ini.l  +  wia.l^-f-wf3 . 18  + ....  -f-THro.l"», 
3»=1  +  »ij .  2+  ffia .  22  +  1M3 . 23  + ... .  -f  m„ .  2"», 
4«=!  4-«!  •^+»^•3^ -3»+.... 

(4+1)«=:  1  + 1»!  •  A + 1% ;    +  »13 .    + ....  +  nt«  •  A». 

Addirt  man  Alles  mit  der  Bemerkung,  dass  7/im=;l  ist,  so  hebt 
sich  beiderseits  die  Summe  1"*  2**  -f  4-  A"* ;  bezeidlnet  man 
noch  l«+2"-|-*—  +  A»  mit  Su,  so  bleibt 

(Ä  + 1)°» = Ä  + 1  +  wti    +  m^S^ +«..  +  ««-4  Ä»^^,  - 

oder  m+'l  fiir  m  gesetzt: 

(Ä-|-1)«»+*=Ä + 1  +  »i  +  1^  2  + — TTO —  '^+-— 
woraus  folgt 

*..«•.  +        I  Wim— 2  Äni— 1 


worin  A,  B,  C etc  unbestimmte  Koeffizienten  bedeuten,  gebracht  -werden 
hfane  ^Lacroix  trail^  öl^ment.  dn  caicul  des  probabilit6s,  croisiöne  Mtio» 

page  153.).  Solche  p;-ati/  unmotivirte  unti  aus  der  Luft  g^egriffene  Hypo- 
thesen dürfen  sich  atjor  Ii«  ut  xa  Tage  nicht  mehr  im  Gebiete  einer  ,,ex"> 
akten^'  WLlsenschaii  btickea  lassen. 
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Uli  die  iu  der  PftTeothese  Hteheiuleii  Urüssen  sSmmtlicb  positiv 
»ind,  so  folgt  liieraiM  nnmittelbw 

l(A+l)^'-</*+l)  [ .  (2) 

Ferner  ist  offenbar 


d.  i. 
folglich 


Sm^  l«+»»+*»-f ....  -h*» 

Su<h.h^  oder  ^<Ä«+*5 

1 


1 

1 

Unter  defi  Koefibienteo  1»  inn,  tMi..........  ^f^^«^  iot  al«9r 

gewM  eloer  der  grSsste;  setzen  wir  den  Werth  desselben,  der 
heissen  möge;  statt  aller  anderen,  sö  ist  nach  dem  Vorigen 
um  sb  mehr, 

'       f    **   •<   "  ■  - 

+  if»!  Sj+  Jm^Äs  +  -|-  TTim—ii  Sm-^ 

d. 

•  ^         ■  r 

oder 

Setzen  wir  diess  statt  der  eing^idammerten  Reihe  in  No.  (1),  so 
flubträliiren  frir  saTiel,  es  bleibt  d«nnach  zu  wenig  Übrig  und 
also  ist 

AmB-  d«D  Ungleichungen  (S)  and  ®  e^ebt  Mdi  mm  imebi  Dm- 
•Ion  mit  (A+l)»+» 
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Die  Differenz  der  Grössen,  zwischen  denen  «^m : (A-fl)"*'^^ 
nämiicb 


lässt  sich  aher  für  beständio^  ^vachsende  A  unter  jeden  beliebigeo 
Grad  der  Kieiobeit  herabbringeu ;  denn  es  ist 

Lim ^^^^^^^=0  für  iii>l, 
=1  für  »»=1; 

und  also«  da  uir  m  nicht  Ivl*iner,al8  die  Eiobelt  Delimeii»  der 
GrSnzwerth  der  fraglichea  Differenz 

* 

=Lim         1—0)  oder  =Lim j^U— 1|, 

d.  i.  in  jedem  Falle  =0,  weU  ffr  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn 
ancfa  k  wächst.  Die  Grossen  rechts  in  (4)  und  (5^  rücken  also 
einander  immer  näher  und  nähern  sich  einer  und  der  nämlichen 
Gränze.  Ihr  gemeinschaftlicher  («ränzwerth  ist  daiiu  auch  der  von 
Sm''{h  f  1  weil  diese  Grösse  nicht  ausserhalb  jener  Werthe 

faiien  kann.  So  finden  wir  nun ' 

^  ,  .  S,n  1 

Lim 


oder  ' 
Da 

i«t,  60  folgt  iiieraiis  nocli 

i.+2..+>+....+/;.»^_i 

Das  auf  diese  Weise  gewonnene  Lemma  können  wir  nun  aogleick 
»ir  Llisnng  noserer  ucsprünglichen  Aalgabe  beontzen.  . 

IL 

Verwandelt  mau  jedes  Glied  des  xVustlrucks 


$77 

nach  dem  BniomialfhoorpTno  für  j^anze  positive  Exponenteo  in  eine 
Reihe,  so  nimiut  derselbe  die  Form  an: 

d«  i.  bei  Addition  in  yertikaler  Richtong 

no8^\  l^  -I-  -2"»  f  3"»  +  .... 


Setzt  man  noch      j  und  dividirt  mit  k,  so  wird 

i|d*a-a)"+<2ö)«(i-"2^)^-K3Ä)^a-^)»+-...  . 

.... +(X=Td)«(l— XI3ö)» 

+   "JKH  


Lasf=!OTi  ^y'iT  mm  ^-  ins  UncTfdMclie  wachsen,  so  erglebt  sich  der 
Gränzwerth  jede«»  auf  der  rechte d  Seite  stehenden  Gliedes  nach 
Formel  (6),  indem  man  A*=A— J  setzt,  wo  nun  h  ebenfalls  unausge- 
setzt zunehmen  muss;  die  Reih^  rechts  geht  dabei  in  die  folgende 
fiber : 

welche  nun  cicn  p^esuchtcn  (iränxwerth  darstellt. 

Es  lässt  sich  aber  noch  mehr  thun;  man  luinn  nämlich  diese 
Reihu  und  sogar  die  allgemeinere 

^worin  a  eine  beliebige  Grösse  ist,  auf  folgende  Weise  sunnniren. 

tt 

Es  heisse  2»  diese  Summe«  so  ist  durch  Multiplikation  mit  1  +  - 
Tbeil  IX.  ^ 
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Hier  lässt  sich  die  zweite  HorizoDtalreIhe  rechts  auch  so  schreiben : 


7i 


1     i^j       1     2iia  .    1  3»3 


o+l      a-f  2  **"  a+3 


weil  fio— Hl =0  und  tiniiier  ^^=:(ii^l)^lst  Sowifdnan 

nach  rso.  (11) 


,  («-l)o_(n-l)i  .  (^^-1)2 
a+1      a-l-2  a+3 


NhiiTTif  üiaii  die  unter  einander  stehendwi  Grössen  zusamqien 
und  berücksichtigt«  dass  immer 

flip^-f  mp:ss(w-f*l)9»  also 

oder 

«p  -  («—  ij-i  =  (n- 1)^ 

ist^  so  wird 

_(«--l)o    (»-!),  .  («-2),     («-1)3  . 
-     a         ö+T+T+l  ö+F*  

d.  i.  nach  No.  (10) 

(1 + 1)  r.= r«^  od«  r.«  iW- 

Mittelst  dieser  Reduktionsfoimel  findet  man  leicht 
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(«+»)(a+«-l)-..(«+l; 
"  1 

und  weil  nach  (10)  ^o^~  >st,  vemiuge  der  Bedeutung  von  Tn' 

a     a+ 1  +  5+S         *  a  -I-  n"*"  a  (a+ 1)  (a+2)....(«  +  n)' 

Nimmt  man  n~m^\,  so  erlrilt  man  Hie  Summe  der  Reihe  in 

(9),  und  da  diese  tlen  Gränzwerth  der  rechten  Seite  von  (S)  darotellt 

1 

8o  wild  jetzt  fär  ' 

J/im  ^{d"* (1— d)« + (20)"» (1— 2d)n + (adj^Cl— 3^)» ~ .... 

....  +  (i^d)-a-^^)"  }^  ,  (12) 

~(m+I)  (ot+2)....(?»+»+1) 
womit  unsere  Aulgabe  voÜMSndig  gelOst  ist.  ' 


Allgemeine  Reductionsformel  ffir 
^ewlme  Ibestlminte  Integrale. 

Von  den 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch  - 

SB  det  Vnlrertfltfil  td  Jens.  ' 


,  Das  bestnnmte  Integral 


worin  a  und  h  ein  paar  wesentlich  positive  von  Null  verschiedene 
Grossen  bedeuten  mögen,  lässt  sich  auf  folgende  Weise  umwan- 
deln.  Zueisl  hat  nan  identiseh 


S5* 
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b 


wovon  man  sich  leicht  durch  die  Bemerkung  fiberzeugt,  dass 

ist ;  setzt  man  daher  uoter  dem  Integralzeichen  jeaen  der  Einheit 
gleichgeitenden  Faktor  zu,  so  nimmt  &s  Integral  folgende  Form  an: 

b 

Führt  man  eine  neue  Veränderliche  y  der  Art  ein,  dass  ax-'—^y 
ist,  so  folgt  * 

und  wenn  die  Werthe  xp=ap  und  ^=0  angenommen  hat,  so  int 
entsprechend  «=r-f-oQ  und  y^^^  geworden.  Demnach  geht  das 
Integral  unter  r^o.  C2)  in  das  folgende  über: 

henkt  man  sich  jedes  dieser  Integrale  in  zwei  andere  von  y=—  ^» 
Ins  y=0  und  v,on  ^=0  bis  y=QO  zerlegt,  so  bemerkt  man  gleich, 
d — 


sein  mnss«  weil  die  Funktion  F(y'^)  für  negative  y  die  nSmlicbe 
ist,  wie      positive  y*  Hieraus  lolgt  noch 

f^^F{y^)dy^^J'^  F(y^)dy,  (4i 

Da  femer  die  Funktion 

^^\\ri^-\ry^ 
die  Eigenscliaft  hat:        y)=— so  folgt  leicht 
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und  hferiBiu  iHeder 


Purch  Substitution  der  in  (4>  und  (5)  gefimdeDen  Remdtate  redu- 
^irt  sich  unser  laftegi»!  in  (o)  auf 

Vergleichen  wir  jetzt  die  erste  Foim  des  Integrales  lo  (1)  mit 
dieser»  so  haben  wir  die  Gleichvng 

Setzen  wir  noch 

/•(s)=/(2a64-2), 

so  foigt 

und  mithin  erhalten  wir  zuletzt 

+  f(?ab^-f)dy.  (6) 

Da  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  offenbar  viel  einfacher  als 
das  auf  der  linken  ist,  so  kann  die  vorstehende  Gleichuns  als  Re* 
daktionsformel  dienen  und  lässt  in  dieser  Beziehung  manche  inter- 
essante Anwendungen  zu,  von  denen  ich  hier  besonders  eine  näher 
betrachten  ^vili. 

Sei  w  ' 

/OD  4«  1  /*• 

1       '  /»•  ' 

Der  Werth  des  Integrales  rechts  ist  aber  bekanntlich  ?^y.^*)uad 
folglich  haben  wir  jetzt 


«)  Archiv.  ThL  V.  S.  90* 
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e-  («^'  +ii)öa?Ä:li^  «-5*ö*.  (7) 

Dieses  Integral  ISsst  sieb  wieder  benutzen,  um  eebr  rasch  den 
Werth  von 

«) 

zu  finden.  Blan  hat  nSinlieh  immer 

1      / « 

also,  wena  man  A;=«*+m^  und  s=::r'^  setzt: 

Durch  Subfi»tLtution  dieses  Ausdrucks  in  No*  (8)  ergiebt  sieb 
cos/Smöw. ^^^^=2y^'^  cos/Jiiai«y^*a?ir-(« da; 

/»OD  /»« 

=52/     /  cofl/Ji«.a?.e-«'**.c-«'*'ö»ar. 

0  t/  o 

Kehren  wir  die  Reihenfolge  der  Integraüonen  um,  indem  wir  erst 
nach  u  und  dann  nach  x  integriren»  so  ist 

Hier  lässt  sich  der  Werth  des 'nach  ti  genommenen  Integrales  mit 
Hfilfe  der  bekannten  Formel 

leicht  angeben,  indem  man  x  für  y  setzt.  £s  wird  so 
d.  I.  nach  Formel  (7)  för  a=:a, 


y"*^  cos ßudii      n  ^ 


Durch  partielle  Differeoziation  dieser  Gleichung  nach  ß  ergiebt 
sieb  noch 


■ 
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1^«  (lfl> 


und  diess  sind  die  beiden  Formf'ln,  welche  MO  oft  Ift  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  gebi;iäucbt  werden. 


ftuid  In  Anal^i  Blatlieiiiaifca  Taleant 

Signa  lUa        IdOgöiao}^  Sina?,  Cosa?, 
Aresina?,  Arecosac?,  disanlsilia. 


Auetore  Dr,  E.  G*  Bjorling, 

«4  Aoad.  VfiaL  D4N!eiui  Malh.,  «d  Qjma»  Anu.  .Xieetor  IHadL  deiigi. 


(£x  Ulis  Acaä.  SdenL  Stockholm,  anno  i84S,) 


Illustr.  Cauchy  signorum,  de  quibus  b#'ic  quaeritiir,  plcraqne 
certis  dumtaxat  ipsarum  et  ^  et  ^,  Baseos 't  6  vaioribus  ex  Ana-« 
lysi  esse  tolleoda  statuit,  nempe 

Signum  d^,  quoües  pars  realis  ipsios  x  negativa  sit,  nisi  eodem 
tempore  y  realis  et  quidem  valore  niimerioo  integto 
fuerit  aut  =0; 

sign.  Log&(^))  noTi  sohim  P)  quoties  pars  realis  ipsius  x  ne- 
gativa sit,  sed  etiam  1^)  quantitateo?  quäUbet,  dum 
pars  realis  Baseos  6  negativa  est; 

atque  signa 

Amos*^  1  *  realis  numerice  >  1  i'uerit. 

Signi  iilius  a:U  damnandi  qaussa  fluplex  haec  edita  est  *).  Om- 


*)  Cauchy,  Anal.  Algebr.  ncc  uoa  Exerc.  d c  M  a  i  lic  in.  T.  I.  (1826) 
2.  —  Quo  licel  in  loeo  ntroqne  realU  tanlummodo  coniidtrata  dl 

per  ae  tarnen  plane  Apparat  sifcno  jC',  dam  f  realis  est,  damnato  abrogatvm 
lioe  «juoque  esse  siguum  pro  y  ImagiuariA:  —  if!  quod  praclcrca  cx  co  con- 
stat,  quod  Cauchy,  uhi  in  du  Calc.  Di  ff  er.  (Lc^.  ^1.)"  signnm 

hoc  pro  if  imaginariu  definitum  sistit,  solas  eas  X|  quibus  positiv» 
cedal  pars  realis  ^  commemorai. 
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Tilum  «(MÜcet,  qua«  complectitur  un!vori?:ale  iHucl  Signum  ,  qiiaii- 
titatum  nulla  —  dum  pars  realis  ipsius  cv  iH^giifiva  <^st,  iiec  simul  y 

Suaiititas  realts  uumerice  integra  aut  0  —  digiia  quae  peculiari  quo- 
am  sigoo  flisjtiuguatar  visa  est.-  Nec  id  noliim;  sed  si  forte  ad- 
missum  forct  hoc  sigoum,  etiamsi  pars  realis  ipslus  x  negatllTa 
esset;  et  quideiu  ita  ut  sigriilicationein  ilUus  pro  hoc  casu  ex  de- 
ßnitione  ipsius  ((a:))y  aequali  modo  ac  sigiiiiicatiouem  ejusdem  pro 
parte  r^^ali  a:  positiv^  deduci  placuisset;  non  posset  fieri  quin  an- 
ci])itis  huic  sigtio  an  m  casu,  cujus  heic  mentio  est»  adsigaatl  seusüs 
rei  merito  judicarentur  Geometrae. 

Tum  signi  ideoque  ipsius  etiam  Log  ^(a:)  —  dum  pars  realis 
iprios  s  negativa  est,  etiamsi  Basis  6  realis  ac  positiva  fuerit  dam- 
naodi  caussa  duplex  fuit  ead^^  qvafli>inodo  citavinms  Quibus 
autem  adductus-  ratioDihu»  priAseps  ille  Geometer  sigmmi  hoc 
TjO<r  ^,(.1?)  —  q  11  a  e q  V  n  p  s  i  t  r  q n  a  n  f  i  t a  s .  dum  pars  reiüis  Jiaseos 
b  ße^tiwa,  est  —  interdixerit  Analysi,  id  quidein  in  opere  prae* 
claro  „Le(;oj»4*  du  Caic.  Differentie!"  (Le?. Xi.)  iuit  explica- 
tüin.  la  .eo  scilic0t,  ut  plaoe  apparct,  po^itae  sunt  liae  raliooes, 
quod  jam  antea  signuni  öy  pro  negativä  tpsius  Ö  parte  rei^i  fucirat 
abrogatum.  '  •  '  - 

Quae  tandeni  ftt^il  Cauchy  |)erilK  eaussa  signorum  Arcs!ii:ir 

et  Arccos  a:  (a,-  reali  numerice  >  1)  cxciudendorum ,  his  fere  verbis 
obiter  explicari  licet.  Postquani  in  ,,Lec.  du  Caic.  Differ. " 
(Let,-.  XI.)  ambo,  quae  in  si^inis  Arcsin((.r))  et  Arccos((a:))  com- 
prehenduntnr,  quautitatum  agmina  exhibuerat  Auctor,  deinde  osten- 

dit  agminibus  hisce  —  dum  imadnaria  est  x=a^ß  V  —  l  («  et  ß 
realibus,  ß  band  =0)  —  suani  iitriquc  inesse  quantitateiii  praeci- 
pue  notandam  et  qaidem  ita  comparatam ,  ut,  si  ponatur  x  reafis 

(  'Vrcsin  a  ) 

(=:«)  et  numerice  ^1,  in  j Arccos«)  demum  quanti- 

tatibus  praecipun  nofändis  sis^na  Arrsin.r  et  Arccos^  a^dlcenda 
esse  censet    Quo  pacto  comparatis  aequatiooibus 


prout  ß  positiva  est  aut  negativa  quantitas. 


Arcsiq  x=^^±€l  V^-l 
Atceosx = ^  dbOiV  — 1 

L^*^ji»^»£l|.  certas  denot.  quantitates  reales], 

OaucTiy  admonet,  si  in  eis  ponatur J3=0  (ideoque  ae  realis  =«t)» 
fieri  ut  £1  et      in  0  abeant  atque  ff  et       in  Arcsio  a  et  Atc- 

eosa,  quotles  «  numer.  ^1  «it,  at  vero  dum  «  numerice 

>1  ponitur,  fieri  ut  expresslonum  Cl  et  Di  suus  euique  cedat 
valoT  quidam  haud  s^O:  quo  ex  eventu  fatali  sufficienteln  sibi 
datara  esse  censet  rationem  excfaidendorum  in  hoc  casu  ex  Ana- 

lysi  signorum  Aresin .r  et  Arccos^.  8cilicet  in  hoc  casu  (^=0,  « 
numer.  >  1)  T expression  J:S,"  ait,  ,,admettant  non  plus 
une  seule  valeur,  mais  deux  valeurs  egales  et  de  si- 
gnes  contraires,  le  second  membre"  (aequationum,  de  quibus 


*)  ViU.  locam  modo  dt«  operis  Exerc.  de  matk^nu 
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heic  qnaeritur,  iitriusque)  „cess(x  d'etre  completemünt  d^ter- 
miue.  On  doit  donc  alors  s'«|.hstcnir  d'employt'r  la  no- 
tation  Aresin  .r**  (pag.  l'-^^>.  I^e<,'-  «"r  le  Calc.  differ.)  et 
„Iii  liütatiuii  Arccoso;''  128.  ibid.).  *)  . 


VeromenimTero  qiris  est  qui  non  videat,  quanti  sit  discrimi- 

Iiis  ex  Änalysi  vel  unicum,  nisi  aliter  fie'rl  neqiiit,  tollere  «iignum! 
Certe  nobis  quidem  hac  ipsa  circumspectloTie  commotis  in  TnpTitem 
venit,  Tit  rem  datA  occasione  diligentiori  cuidani  examiiü  snlijice- 
rcmus.  Quo  taclo  ut  primum  nobis  fuerat  expioratum  interdic- 
tis,  quorum  siipra  mentionem  fecimus,  haudquaquam 
opus  esse  Anaiysi,  id  nobis  curae  habuimiiSy  ut  rem  ommbns 
liberatam  dubiis  ezposituri  essemus.  ^  Quem  tarnen  in  finein,  non 
ornTiiiK)  potuimus,  qtiin  ad  ipsa  principia  doctrinae  qnarititatifTii  Tuia- 
giiiarlarura  regressuri  essenuis,  lacunas  expleturi  nonniillas  vi  rjuae 
nisce  principüs  hucusque  indeüuita  quodanimodo  relicta  erant,  eadem- 
que  profecto  band  minimi  momenti  perfecte  determinaturi. 

Ünde  factum  est,  ut,  quae  io  maoibns  est«  disquisitioni  proposl- 
tum  fuerit  principia  docfrinae  Quanti ta^um  Matbeseos 
Aiiafyticae  (realiiim  aeque  ac  imagin ariar um)  apto  re- 
runi  ordiue  et  quidem  adeo  certe  ut,  quid  in  gern  va- 
leant  Signa  illa  iu  tituio  conscripta,  perfecte  coastat» 
breviter  exponere. 

Quae  cum  ita  sint,  ante  omnia  juvat  referre  neutiquam  nolüs 
in  mentem  venisse,  ut  postquam  ea,  quae  a  Cauchy  inde  tauto 
cum  studio  artificioque  singniari  exstracni  fnerint,  demoliti  fuisse- 
mus,  nos  quidem  tundamento  cuipiam  novo  noTum  superstmere 
aediiicium  conatnri  essemus.  E  contrario  id  nobis  habemn?  pro- 
positfim,  ut  incolnmi  qwod  disposuit  Cauchy  aedificio  adponamus 
pro  virium  modulo  novi  atiouantulum  fnndamenti,  cui  postea  super- 
struatiir  (si  fors  ita  ferat)  alia  quaedara  domus  priori  ab  latere  ad- 
juDgenda,  —  vel  potius  omissis  ambagibnsr  Salvts  usque  deOnitio- 
aibus  Caucbyanis  signonun,  de  quibus  agttur,  ubicumque  Iis  nti 
per  illiistr.  Cauchy  bucusqup  ücltum  fuerit,  nos  postquam  ratio- 
iii))us  rite  suliductis  inveninuis  nihil  omnino  impedire,  quominus 
caeteris  etiam  in  casibus  conservata  haec  signa  ad  usum  Analy- 
seos insignem  vertantur,  id  nobis  hoc  tempore  injunximus  nego- 
tium ut,  quibus  baec  signa  bis  ipsis  in  casibus  jure  vindicentnr 
quantitatibus»  breviter  (quoad.fieri  poterit)  ac  perspicne  C3q[»onatar. 


•)  Admoncre  hcic  iavai.  Illustr.  Cauchy,  quamquani  hoc  loco  »igiui 
lila  hvisXtiX  et  Arccos^  abrugauda  esse  ccuset,  aniea  tarnen  aLio  quodnni  loeo 
(Anal*  Alf^^br.  png.  896.  «t  937.)  ead«m  hiieo  «igna  et  qaidem  eo  ipsola 
caau,  cujus  sni^ra  monlioiioiu  fccimus,  Analysi  concessisse  adhibeoda.  Veroill- 
tarnen  ^if^ni fi«  aliunom ,  quÄ  ^>r.ic(lila  trnc  stilrral  haec  «ii^iia,  male  sibi  con- 
atare  haud  iatct.  Foraitau  haec  ipsa  est  incuriu  ,  cui  dcbcatur  cjuod  postea 
ptomulgavit  magniu  ille  Geometra  intardictain :  c^jns  praeierta  (vii  infra 
pati  lni  )  in  lacunA  quadam  argumentationi»  rcsidet  culpa. 

**)  Etenim  fieri  non  potesi  ,  quin  Iiis  ipsis  lacunis  ratiotiibnsquc  »ihi 
liaud  perfecte  constaatibu«  tribucuda  sit  yulpa  eorum,  quae  supra  commenio- 
ravimus,  intetdiclonim. 
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Cui  licet  exposltioni  haud  omnibus  opus  fuerit  sigillatim  pcr- 
ducendis,  quae  rem  spectent,  rätiociniis  atque  arirnmentis;  tnnien, 
ut  ne  abruinperetur  inepte  fiium  oratioiiis ,  iion  potuimus  quin  cun- 
ctas  plerUoue  in  locis  sibi  proprias  majoris  certe  momenti  formu- 
laSy  eanimdemque  licet  permiimuB  ex  scriptis  ilbstr.  Oauchy  jam 
perbene  nofas,  adponendas  curaremus.  Praetcreavel  maximi  mter- 
tbit,  ut  cuique  Sectioni,  quaenam  definitiones  Analyseos 
leges(|ue  antepositae  ilii  postularentur,  nominatim  loret 
praescTiptum ,  eum  videlicet  in  iinem  ut  saivi8,  quae  in  prae- 
cedentibus  Analyseo«»  partibus  statutae  iuisseot,  legi- 
bvii  Dovas  hek  omni  absque  ctmtroTeisU  et  ambigottate  aadi 
Beeret.  *) 


Quid  in  Anaiyai  valeant  signa  lUa 

1 Tanger,  Cot^i-,  Soc^r,  Cosec  x 
Ai€t^.rj  Arccoto;»  Arcsec^r,  Arccoaecx 

defioire,  id  auidem  Iis,  quae  dissertatloni  huic  oroposita  sunt,  in* 
timo  sane  conaeret  nexu:  nec  possumos  quin  noc  loco  fateamur 

iis,  quae  de  „fii  n rt  i  o n  t  bn  s  hisro  r omp  r»  s  iti  s tradidit 
Cauony,  haud  pauca  (eademque  majoris  ad  rem  momenti)  habere 
no8  adjicienda;  sed  haee  tanien  et  alia,  ne  justo  prolixior  evadat 
diäsertatio,  in  aliud  tempus  differenda  censemus. 


*)  Ex  eo  tftmea  (nt  facil«  patet)  minims  consecfoitar,  oplatfi  no«  in 

systemate  Analyscos  oporler^  notionps,  quae  keic  inferuntur,  iis,  quae  aiite- 
pOftitac  e.sse  postulantur ,  immediatc  succederc.    Sic  ex.  gr.  nil  impedit,  quo- 

Diinus  pcrfocie  deüniatur  5ignam  iiiud  0^,  p  reali  (x  re>U  ueqao  «c  imagi» 
aariA),  edvntl  uttlXa  proraiw  Kaie  Seetioni  pra«iiiiiu«  fpret  doetrioM  a«ri«ram 

infiailarnm  partionla»  —  id  qnod  rcTarft  «ic  fiari  poaaa  «ommonatrant  1* 
«i     Cap.  ].  auliaeqttenti«         ex  eo  tamen  minüna  coiueqoitur  nagare  aoa 

ea,  quae  in  liisce  55^*.  occurrant,  doctriiiac  illi  serierum  (realibus  certe  tcr— 
ni!m<i),  Gaacbj  ip«o  auclore  (Aaal.  Abgebt.  Chap*  VUX»),  }are  ease  poat- 
püaeuda. 
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CAPUT  I"»". 


Quid  in  Analysi  valeat  siguum 

(1)  , 

Quid  valeat  hoc  eigiium  x  reali  qualibet  eodemque  tempore  y 
qnanftülfe  reali  talt«  cul  cedal  iralor  munedcos  integer  aut  0,  nec 
noo«^  Nnmemm  (quantitatem  positiFam)  danatante  atqne  y  rea- 
lern  qiiainlibet,  id  cognitum  iiale  jure  postulator.    De  caetero  ut 

Sraecise  definiatur  locus,  quo  nos  beic  positos  esse  fiDganms,  in- 
icare  juvat  in  §^».  1.  et  2.  subsequeotibus  postulari: 

qiiatuor  illas  operationes  Arithmeticas,  renlibiis  applicatas 
quantitatibus,  una  cum  üs«  quae  ad  radices  INumeronuiL  poaitivas 
eorumque  Potentlas  (Exponeiite  reali  quälibet)  pcrtineant; 

2)  cleraenta  1  ri2:onometriae  planae  (vid.  Cauohv,  Aiial.  Al- 
gebr.  INot.  I.  pag.  425  —  435«  una  cum  ,^Pr^limiuaires''  ibid. 
pag.  11— -13.). 

§.1. 

De  QumtUatiöm  in  genere  prolegomencu 

l.  MQuantitas  realis^'  nobb  erit  „Namems  (quant. 
poaitiTa)  aut  negativa  quant.  aut  z^ra.'^  —  „Quantlta« 
in  geoere'*  v^l  ,,Qiiantitaa  Aoalytica'*  yel  etiam  verbo 
,>Quantitas**  expresslonein  compiectitnr  quamcumqne  formae 

«+/?V  — l  {cc  et  ß  realibus);   ipsi  cc  nomen  cedit  „ptkfB  reali» 

qnantitaüs"      Co^mciena  Ipaiua  V^.*' 

Imaginaria  Tocatur  qnantitaa,  cni  Ce^flicieng  ipaiiig  V— »1 

handO  sit;  e  contrario  formiila  unaquaeque  a  +  V— 1,  cai  ß^O 
alt,  aoli  ff  aequivalere  ideoque  reali»  eaee  quantitaa  cenaetur. 

Notio  illa  MModulns  quantitatia^'  satis  cognita  est  Ex  . 
detinitione  ipaa  »«quantitatum  aequaiinm*'  recä  consequitor 
fieri  non  posse,  quin  moduii  quantitatum  aequaVium 

aequales  ipsi.sint,  et  2**)  eam  sofani  =:=0  es  so  quantita- 
tem, cui  modulus  —  0  cedat.  Tum  ex  ipsa  deiirntioTio  notio- 
nura  „Siimmae",  „Differentiae",  ,,Producti  (üignitatU)** 
et  „Quuti"  patet,  quid  valeat  Signum 

(1)  a!»BCu(a+/3V^^)iF, 

dum,  a:  quantitat«  qu^libet,  y  reaüs  est  quantitas  va« 
lore  iiumerico  integre  (=J:m),  scilicet 
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;r"*=^;r. ...(»}  factoribus) ,  a;— "*  ss^. 
nec  uou  dum  ^=0  est  (certe  uiäi  siiuui  a::^0  fueritj*},  scilicet 

2.  Quon'iam  (ut  satis  constat)  quantitatem  a-^ßV^ — 1  quam- 
libet  (modulo  =zq  posito)  formulä  illä 

(2)  ^(Cose+V^Sinö) 

ezprimi  licet,  $  realon  denotante  quantitatem,  quamviscumque 
el|gi  placuerit  ex  iiSj  quarum  Stuus  et  Cosious  formulis  iUb 

satisfaciant ;    patet     •  • 

l^)  dum  CK  positiva  est,  licer^  »Argumentum''  6  coop- 

tari  T=Arctg^»  ideoqne  tuoc  loco  ipsius  a  +  V  — J  sabsiitiü 
istam  , 

(2')   .  •  .  ;   .  ^(CosT+V^SiDT); 

2^)  (iuni  ß  nfigativa  est,  licere  ö  cooptari  t  +  ä,  ideoque 
tunc  ioco  ipsiuä  c(  +^V^  substitui 

(2")  e[Cos(T+»)HhV^Sin(T+«;)]  seu  -  ^(Cost+ V^Siarj; 

atque  3**)  dum  «=0  est  (ideoque  quantitas  ipsa  formae  /?V^  —  1) 
licere  Ioco  illins  ex  arbitrio  substitui  vel  (2')  vel  eo  qaidem 

pacto  ut  littera  ill4  t  inteliigatur  +  ^  priori  in  casu,  posteriori  autem 

prent  positiva  eet  ß  ant  negativa.  L Icebit  Igitar  conten- 

dere  ambas  illas  aequationes 

«-|-i3V^=db^  (Coe*    V^-i  Sintr), 
(quarum  ilia  .positivis  cc  quibuscumque,  negativis  haec,  valet)» 


..*}  Quod  altiuct  ad  signum  illud  0^  (p  dald  quantitalc  jgeneris  cu)uscuiu- 
qoft),.  hock  loco  (ne  gutta  suporsit  dnbiialionb)  semel  omnino  indicare  jova- 
bit>  ^oniam  hoc  si(nam  in  Analyii  nnsquam  occurrit,  niii  uM  limes»  ia 

quem  convergat       quantllate  X  ipsi  (tone  remporit  proposilA)  in  0  courtT" 

genta,  ■igniiicelar ,  nos insequcntihus  ubiciimquc  de  signo  jC^  erit  quaostio 
(certc  <•>•( cptn  casu  illo  unico  y  =:  1)  —  vorba  illa  ,,ccrte  nisi  X=0  fnp- 
rif  suUitiieilecla  velle :  cujus  praelcrea  rescrvatiouis  memoriam  ^uihus 
d««et  locia  revmandam  cnrabimiia« 
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etiamsi  «3=0  faerit,  permanere  legitlnaveo  quidem^aeto 

ut  littera  iiht  t  tuno  limcs  ipse,  in  queiu  Arcti'—  valore 

ipsius  a  numerico  iiHlefinite  decrescente  convergit, 
intelligatur,  quippe  quonumi,  teadente  cc  in  zero  ex  plaga  posi- 

tivä»        ip^i  aoDt  liinitos  hujas  Arctg^  (prout  poaitiva  wtß  wai 

negativa)  et  quidem  vice  verad        tendeate  a  In  0  ex  plaga^  ne- 
gativA, 

Ex  liU  porro '  coiiaequitor  ^  qaaequae  alot  «  et  ^  quantitates 
reales  (certe  nisi  ambae  =0)  ^  lore  ut>  ,p  realem  denefftnte  qaim- 
titatem  vaTore  numerieo  iategro  aat  0»  Semper  valeat 

(4)  ...  ai'=(«  +  /3V^^)i'=^J»(Cos^ö  +  V^— ISioiiö),  . 

e  realem  denotante,  quamviscumque  eligi  placuerit  ex  iis,  qaamin 
Sinus  et  Cosinus  aequationibas  (3)  sen  ooaditioni  Jinic  : 

(5)  .   .   <.    a  +  /JV^=^Ca86  +  V^SinÄ) 

^atisfaclant;  eaiiHjuc  ipsam  ob  rem  couteiidi  licere«  prout  a  po- 
sitiva  Qbt  aut  negativa,  valere  •  i 

(4')..«a*=(«+i5  =  (Cosp*+V^Sinpr), 

anibasque  simui  aequatlooes  liasce,  dum  «=0  est«  eo  quidem 
pacto  vt  HtterA  z  tunc  limes  ipse,  in  quem  Arctg^  fialore  ip 
sius  a  numerico  indefinite  decrescentc  convergit,  iot^llig^tur,  ideu- 
qne  db^  in  snperiori»  at  in  inferiori  -F^»  proajt  positiva  est  aat 
negativa  ß.  •  . 

§.2, 

De  Badieibui  et  PoteniHs  {Eocponente  renii)  quanMaHt  - 

cujmcumque. 

Obs.  ^antitaa  ipsa  liaad  — 0  esse  «appooitar.  (Vid.  Kot  pag.  388.) 

  J 

1»   Si  coDvemt  (ut  rever4  fert  consuetudo)  signo  ((a-fjSV  — 1))", 

i  n 

breviter  ({x))^  sevi^x,  eam  intelfign^formubm  generalem,  qiiaein 
86  cunetas  simui  continet  ipsius  ^  Radiees  ordinis  (n  nnmero 
integre)»  * 

m 

tum  sigtio  {{x))^  eam,  quae  in  se  m^^»  Dignitatem  (m  numer. 
int.)  nninscujus(|ue  barum  Kädicum  oontinet, 

m  1 

et  slgno  ((«))-•  inteliigi  ^; 

((ar))« 
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pcobari  licet,  bmviler  denotaate  qMtttitatem  reatom  fenaae  mai 
-f-^  (m  et  n  num.  int.)«  aemper  habail 

(6)  ...  *   ((a:))^  =  9/^(Cosfi6+V^SInft0)((l))^ 
0  denotante.  (ut  supra)  atqae 

(7)  ((l)y*=5:C082ifc;t35j:\^^Sia2ifc/*35, 

Talore  ipsius  k,  praetpranam  qnod  niimerus  erit  integer  aut  0,  in- 
determinato  relicto,  sed  tarnen  pro  certo  statui  licet  tributis  ipsi 

2ä*  ex  ordine  om?)ihus,  qiil  inter  0  et  «  (inclusive)  versantur,  du- 
meroruni  parium,  valoribus  (0  inclus.)  reverd  exinde  cunctos, 
quorum  capax  sit  membrum  illud  (7)  posterius,  comparatos  esse 

valorea.  £t  qnidem  ai  fiierlt       i.  e.  Talor  ipaiaa  f*'  trameiicua» 

fractio  irreductibllia  (m  et  it  tntcr  ae  primi«  n^l)f  cundi  Iii  va- 
lorea  sunt  nanero      eodemque  In  caau 

(8)  ((i))-^=((i))«=(a"»))«. 

Ne  ipsi  quidem  positione  singulari  vaioris  ipsius  fi  nuinerici 
integri  aequatione.s  istae  (6)  et  (7)  irritae  evadimt;  praeterea  in 
hoc  casu,  ut  ex  aequat.  (4)  patet,  ((ar))"  in  ipsam  a:^  abit.  Tan- 
demque  sl  convenit  signo  ((o:))^  —  (cui  equiuem  signo  in  Anaiysi 
nnllna  hncusque  fuit  aenaus  tributua)  —  eam  intelligi  formnlam,  in 
quam  membrum  (6)  posterius  posito  fK~0  abit,  ideoque  ((«))^=sl 
sxa:^;  exinde  jam  nobis  venia  conaequitur  atatuendi  vetaa  penna- 
nere  aequationes  lllas  (6)  et  (7),  qnaeqiiae  sit  quantitaa 
irealis  ac  rationalis. 

Qnod  ad  singiTlarem  ilfani  positioTiem  arSK^l  attinet»  Keitum 
est  imd  cum  ed,  quam  dat  aequatio  (6)> 

(9)  .  .  .  .((— l))/'  =  (Cos/A;j+V^^16mft7t)((l))/', 
banCiiiaitave  aeqnatlonem 

(9')..*.  (('-l))/'=Cos(2ü+l)|*»±V^^Sin(2i5;  +  l>»  ^ 

ex  eäque  cunctos  (numero  u,  ubi  plurimum)  ellccre  valores  tribuendo 

«ncceasive  Ipsi  (2A;-|-1)  orones,  qui  IntwO  et  n  (inclnsive)  Tersan- 

ffi 

tur«  numerorum  imparium  valores.   Et  quidem  si  fuerit  —  (valor 

ipnins  (i  nnmericus)  fractio  nreductibiUa«  enacti  hl  n  Taleittadivetai 
sunt  eodemque  in  casu 

(10)  ...  .  ((-!»*  »=«[-1]-))-.      ..  .. 

Dato  jam  onicuiqne  eanim,  quae  in  signo  {(a:))f*  —  „Ex po- 
lte*' (  .  . 
mine  »»f* 


nente*'  ji  reali  ac  rationali  —  eomprehendontar«  quantitatum  no- 
•Potentiae  ipaiu«  a^'S  ex  aequat  (o)  lex  habetur 


Digitized  by  Google 


'  301 

■ 

notabUis  teta :  Cunctas  si  vis  comparare  quantitatis  cujus- 
dam  fi-potentias,  suffieiet  ut  eariim  unira  qnaelibet  in 
^»•potentias  unitatis  ex  ordine  oinnes  iiiultipli  cetur, 
seu  (ut  eam  aÜter  pronuntiari  licet) :  Uoica  ^  -  potentiarum  quau- 
Ütatls  X  quifibet  per  (n))f^  multiplIcaU,  quid  Taleat  generale  iliad 
sigDum  ((^))^  habebb.  ^ 

2.  In  aequatione  generali  (f>),  uti  siipra  estmonitum,  ^  quam- 
iibet  assurai  licet  qaantitatum  reaiium,  quarum  iS'in.  et  Cos.  legi  (5) 
satisfaciunt.   Eoriim  tarnen,  quae  sequuntur,  Tel  maxtmi  interest 

ut  jaiu  ad  formam»  quae  aequationl  huic  (6)  illato  ibi  z  (i.  e.  Arctg  — ) 
contingat«  probe  attendatur. 

Dum  cc  positiva  est,  qnoniam  tuuc  d  cooptari  licet t  ipsum 
(§.  i.),  aequationl  (ß)  inde  fonaa  coutingit  ista 

((Ä?>y=^(Co»jit+V^SinftT)((l))i« 

=((ri)^(Cosf*r-fV^^SiDiiT);  ' 

ditin  verö  «  negativa  est,  quonbtn  tunc  $  eoopforl  licet 

=:^(Cos  nt+  V~l  Sin  ^xX(—l))fM 
=((-e)>*(C0SfiT+ V -5Sin<*r); 


*^  Bittae  qtMtlibet  ^-potoitiftrain  ipsius  X  ex  membro  (6)  posieriori  acu 
«X  fomaU 

comparautar ,  aptum  »i  tribneria  ipsi  A  ttMlorem  rftognlwrem.  Sit  k'  talU  (qaem 
placnerit  potissimam).    Contendo  jann  forc  «t  uaa.  -vel  altera  forii^iilacam 

per  ((!))/<  multiplicata ,  productum  sU  ((4?))^  U  qiiod,r«T«ri  p«t«f  ex  «Oy 
quod  loco  ntrituque  ambarum  baroni 

Q/*  (Cos  ft6 + V-^Sin  ^)  [Cos  2*>r±ldl  Sin  2Ä'/*7rJ  ((!)>» 
M«  (quod  idenft  Talet)  banun 

(f/*iCo6ft(j^±2kn)i-  iTHi  Siü/4(ö  ±2*»)]  ((1)>«, 
seil«  iptA  8jbf  «odcm  ligBO  ntroMqna  affectft,  snbstitnl  licet 

qaippe  qnoalam  Ifttwa  6  (nti  snpra  Mt  monilmn)  deaSgnatam  irolmnus  anmm 
qnem  potiatiia«m  placuarit  «Ii gl  qumm  Sin«  al  Ca««  ipii  (&) 

aaüafactnut. 
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atqiip  dum  a  =  0  est,  qiioniam  tiinc  ß  cooptari  licet  afliitrio 
vel  T  vel  z-{-7t  (eo  quidem  pacto,  quod  in  i).  1.  erat  commemora- 
tum),  una  harum  (6')  et  (6")  valet  aeque  ac  altera  ^  eo  quidem  pacto 

ß 

ut  Utterä  T  tuDc  Itmes  ip8e>  in  qvem  Arcig  ^  valore  ipsiu«  a  nu- 
merico  iudefioite  decrescente  cooTergit«  intelügatur,  —  b.  e> 

lu  aequat.  {&),  at        ^         V^^^^  positiva  ^it  aut  Degati?a  ß, 

Cunctos  81  quis  irohiertt  elksere  yalores  diyersos,  quoramcapaz 
sIt  membrum  aequat.  (6')  et  (d^)  uimmquodque,  sufBciet  (ufi  sapra 
est  monitum)  ut  ip5l  2A;  in 

(7)  .  .  .  .  ((!))/*=  Cos  2^6^*31  dbV^—l  Sin  2Ä7iÄ 

snccessive  omnium,  qui  ieter  0  et  denominatorem  Taloris  fi  nnmericl 
'  (inclus.)  versantur,  numeroniia  parinm  valorea  tribaantor,  atque 
'     ipvi  ^-^l  im 

(9')  .  . .  ((— l))^*=Coß.(2Ä  +  l)f*»±  V^Siu(2Ä+l)fW5 

^  auccess.  omnium»  qui  eosdem  iotra  limites  veraantar,  numerorum 
imparium  valores  tnbaantar. 

3.  De  Pötentiis  Principali  bus.  Ex  ft-potentiis  quanti- 
tatis  X  unam  prae  caeteris  et  quidem  nota  illÄ  seu  a:"  insigniri 
juvabit.  Cuinam  potissimum  tribuatui  hoc  si^nuui,  decreturos  nos 
onmiain  piimo  meminisae  oportet >  quianam  Uli  aenaiia  in  aingula>- 
ribus  partium  Apalyseos  praecedenljimi  casibus  jam  fuerit  trlbotus, 
actiicet 

1^  ^  Numerum  denptante,  Signum  ^  illi.ipai. Numero,  qui 
fi-pofentiam  hujua  x  oonficit,  iuit  reservainm; 

* 

'  2^)  X  quantitate  quMibet»  dum  ipai  fi  vator  eontigit  nameficaa 
integer  aut  0,  aigne  ' 

ai  faer4t  a  p.eaitiva,.  resferyata  erat  aequatio 

/lip  rero  «  negativa«  aequatio 
(110  •  •  •  a^=^^[Cosf4(T+^)  f  V^Sm/*(T+;r)J 

=:^(C0Sf*«+V^Sinf*T)(- 1)** 

=  (— e)M(Cosfnr  + V^SinfiT),         '  # 

scilicet 

(~  1)^  =  Cos  ^435 +■  Sin  ftTt, 

,    .■>...••  ,  ' 

atquOj  al  ^0=0  fuerit»  una  harum  aeque  ac  altera  aequatio  (eo, 
quod  supra  dicebatur^  pacto)»  seu  breviter 


4 
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(U"> ....  (/3V:=3>«=(vm«o»^±v::ssta«^), 

prout  positiv  a  erat  ß  mit  nci^ativa, 

Qüoniiu  cum  ea,  qtiae  ad  quaatitatem  x  parte  reali 
haud  negativ^  iustruetam  attineiit,  in  lege  töthaC| 

(12)  .  ;  ,   .  ir^»  =  ^(C0S#tir+V^Sm/tr), 

scilicet  T  —  dum  «==0  est  —  denotante  db^  >  prout  |3positiva  est 

auf  noj^ativa,  contiiientiir;  jam  ])atet  omnino,  (|u<>  conciliehir  defi- 
iiitio  üigni  a:/^  (dum  pars  realis  ipj>ius  :i:  haud  uesrativa 
est),  pro  fi  reali  quilltbet  eadeiuque  rationalt  ^  iu  ipsa  (X2;  adqui- 
escere  Jure  optimo  licere. 

Quod  ad  a;  parte  reaü  negativst  instructam  attinet, 
qaoniam  in  hoe  casu  praeter  (110  «ullft  adatrieti  snmtia  lege  prae- 
cedente,  patet,  quo  concilietur  liuic  casul  definitio  aigni  tvM  gene- 
ralisy  lieere  in  ipsk  bac  (11')  adquiescere. 

Quae  jam  definitae  sunt  ambae  jef'f  ni  ez  membro  aequationum 

(6')  et  (6'')  securido  constat,  eae  sunt  ft-potentiae  ipsius  :c,  quae 
positioni  /c=zi)  in  expressiono  (T)  ipsius^ ((!))"  generali  Üebentur. 
Ha©  ipsao  sunt,  quarmii  iitricjue  noinen  „ft-poteiitia  ipsius  x 
principalis"  seu  „valor  i psius  ((a;))"  principalis"  —  (al- 
tera nenipe,  dum  a  haud  neganva  est»  altera  dum  «  positiva) 
nsque  erit  reaervatuin.  Ita^ue »  fi  qu&libet  reali  ac  rationali,  faabentur 

(13)  •   •  •     I  (-l)j»=Co«;i3t  +  V^Siiifi»; 

.atque  ia  genere,  prout  a  haud  negativa  «st  aut  negatiTa» 

(14)  .    .   .  -a;/'=(i:^>"(C08fMf  +  V^SinfiT), 

scilicet 

(15)  ....  (— p>«=5^J»(— l)^=t^«(C08fMr  +  V^Si 

eo  quidem  pacto  ut>  dum  a=ü  est»  litterd  ilid  t  tunc  limes  ipae» 
in  quem  Arctg^  valore Ipsius  «numerico  indefinite  decreaeente  con- 

vergit,  intelUgatur  fi.  e.  i:^,  prout  ß  positiva  est  aut  negativa)» 
verbo  igitur 

(16)  ....  (jSV^l>  =  (V^^>'UCos^f  i\^-16m^f), 

pruut  positiva  est  aut  nei^ativa  ß. 

Observ.    Dofenflnni  s:iffp  osse  videtur  quod  de       heic,  ubi 
de  fi  reali  ac  raüuiiaii  quacumque  ageretur,  non  idein  plaue^ 

TheU  IX.  26 
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I 

ul)i  antea  de  fi  iiiinierice  integrd  (0  iiicliwive)  illata  erat  mentio, 
licuerit  contendi :  valere  (inquam)  ambas  illas  (14),  prout  of  posi- 
tiva fuerit  aiil  negativa,  atque  pro  a~ü  unaiii  aeque  ac  al- 
terani  eo,  quod  supra  dicebatur,  pacto  ut  littera  t  in  hoc  casu 

Umes  iDtelligeretaf  ipse,  in  qaem  Arctg  ^  valore  ipeius  «  Dttinerico 
indefinite  decreBceofe  convergat»  h.  e.        in  auperiorl  (J4)  at  vice 

vers4  iuleriorl,  prout  positiva  fuerit  aut  negativa  ß»  Quam 

scilicet  si  temere  pronuntiavisseraus  assertionem ,  id  jure  (dum  ß 
fiegativa  est)  nobis  vitio  esset  vertendum^  quod  uno  signo  ciadem* 

que  {ßV^iy  tlualms  —  certe  nisi  ^  forte  integra  namerice  antO 
Uiissot  —  disparibus  bisce 

et 

tributo  confusionenf  nos  saue  graviorem  Anatysi  indiixis.scii]u.s. 
Quid  autem'?  Quandoquidem ,  ut  ex  verbis  nuvissiniis  plane 

apparet,  quantitatum  illarum  o;/*  seu  (a  -|-  /3V  —  1)"  suum  utraque  in 
'  limitem  eonvergit,  decrescente  valore  ipsius  a  nnmerico  indefinite» 
certe  dom  ß  negativa  est  nee  fi  valore  numerlco  integre  aut  0; 
Donne  rei  melins  fuisset  eonsuitum»  si,  queniadmodum  de  signo 
Oy  in  noivi  \):\'^.  388.,  sie  qnoquo  de  signo  ipso  (ß\''  — 1)."  statuisse- 
mus  iure  (inquam)  ut  in  Analysi  nustpKim  acUiiberetur  hoc  Signum, 
nisi  quo  limes  uraquum  bignilicaretur  ipso  ,  in  quem  imagninria  ea, 
cujus  tunc  mentio  sit,  quantitas  .i"  parte  auä  reali  in  ^  decres- 
cente indefinite  convergatf  (quo  ex  Statute  id  nobis  praeterea 
commodi  esset  profectum»  ut  in  sequentibus  nnlli  opus  foret  signi 

{ßSf—  l)"  mcntione  speciaii).  Vervmenimvero  tali  quodam  ded^eto 
Analysi  vet  pessime  Ibre  consultuni,  ex  eo  solo  patet,  quod  in 

Analysi  saepenumero  fit  ut  haec  formula  jS  V  — 1  separatam  deno- 
tat  suique  quasi  juris  quantitatem  (ideoque non  tnnc  teniporis  limi- 
tem modo,  in  quem  iinum  ve!  alternm  genus  quantitatum  a-^-ßS^ — 1, 
valore  numerieo  ipsius  «  indejiuite  decrescente,  convergat);  ex  quo 
<ionsequitur  Aii  iKseos  nou  miuoris  Interesse,  ut  notio  Üla  „po- 
tentia  ipsius  pV  —1  principalis"  [seu  quid  valent  signum 
ißS^'^y]  defmiatur,  quam  ut  certa  sit  stabili->qiie  vis  sigui  ipsius 
{a-\'ßSr—-iy^»  sive  positiva  sit  sive  negativa  quantitas  a. 

Quum  jam  in  eo  erauuis  lieic  supra,  ut  definiretur  hoc  Signum 
ißS'  —  1)^  —  [vid.  aequatioTiern  (It»)]  — ;  nuM  ex  antecedentibus 
■praeter  aetiuationem  (11''),  (  audemque  non  nisi  de  ii  nuraerice  in- 
tegra aut  0  cou^titutam,  adstricti  eramus  lege  praecedente.  He 
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Ifptax  lusä  irl  solnm  nobis  fnisse  relictum  negotium  videbatar,  ut 

loi^em  haue  (U'O  qualibet  reali  ac  rationali  ratAin  esse  defer- 
remiis,  praesortini  quam  tali  ex  cdito  id  insuper  commodi  redun- 
davit,  ut  aequutioiium  illarum  (14)  altera  certe,  scUlcet  i 

(a  +  jjV^>*s=^(Cosf4t+V^Sinf*T),  • 

iegitiina  evinde  noD  floldlll  pf O  «  ffO^iHvä  0tA  pVo  liaud'  nega- 
tiva reddita  sit  • 

(06  (tiMi  re  plura  in  Nöt.  I.  6ub  finem  Dissertationis.) 

« 

£x  aequationibns  (6')  et  (6")  cum  (14)  coilatis  perspicitur  omni 
ID  casu  haberi 

(17)  ((ar))^  ?^^.^^)^* 

id  quod  praeterea  {am  cognitum  erat  ex  ea,  quae  in  fine  art  1. 
praeced.  exposita  fuerat^  lege. 

Et  quidem  ex  (14)patet  baberi,  dum  u  AegatWa  est,  Semper 

(18)  x"  =  (-*f>«(r-i>",  . 

nec  tamän  sempier,  düm  tt  band  tiegaüta est. 

Nota. 

£o  ID  easuy  quo  sU  ,,Exponens''  iUa  firactio,  cui  cedatNume- 
rator  unitas  n  num.  int.),  potentiae  Uli  prinelpali  an  hoc  quo- 

n 

3ne  slgonm  nomenque  .^Radix  eX  qnantitate  x  ttü  g^a- 
ds  principaiis"  reservata  c^^unt* 

Nosmet  hoc  modo  definltft  sigpilicatlone  notnlae  V^»  scilicet 

■  JL 

ea,  quae  de  hac  nötiit4  in  partibus  Analyseös  praecedentibus  (seil, 
dum  X  Niiinenis  est  nee  non  —.1)  statuta  sunt,  ueutiquam  iaedere 
patet  ex  aequat.  (14)  et  (15).  Radix  ex  INumero  quodam  prin- 
cipalis  (ut  apparet)  ipsa  est  ea^  cui  nomen  in  Eiementiä  cegsit 
y^Radlx  numerl  pbsitiVa.^  '  ' 

4.   Quibus  peractis  jum  constat,  quid  in  Analysi  valeat  äignum 

'    -r^,   ■ • 

certe  dum,  x  quantttate  qaftUbet«  f«,  realis  est  atque  ratiooalis^ 

Irrational!  ft  nullos  omnino  in  praecedeotibus,  excepto  casu  illo 

öin^ulafi  ]5=0  et  «  pnsifiv.i ,  triüiitns  fnit  scfT^iis.  JLicet  ip^ihir 
abhiiir,  omni  absqne  praeccdentirttii  tiox;1,  sigrtuni  iHnd  ?  "  in  hoc 
etisMu  pasu  (it  iirationaU)  membro  secundo  aeqnatlpuiun  (11)  et(110-— 
seu  ipsius  (14)  —  aequivalens  statuere,  quippe  qüoniam  hoc  zA- 
missp  ä^quat.  ipsa  (11)  identica^.dum  i3=0  ponitnr,  evadit  .Quo 
factlo  jAto/qnid  Valept  signnni  '  "  ^  >  *  . ü 

26* 
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quaequae  ^ii  ^  quuutitas  renlis,  ^»eri'ect^  est  dptermi^ 
natum.         ?  . 


((^))"  in  Arialysi  noiidum  tributus  luit  ^erisu^. 

Omnibus  jani  eis,  quae  de  Potentiis  quantitatum  hucusque 
statuta  fuerunt,  priiicipii»  in  uoum  coUatis  meinorabile  hoc  compa- 
ratur 

l^heotema. 

Siqnidem,  a=a  + j3  quantitate  qüälihet  (certe 

haud  =0),  a  et  ß  realibas« 

p  realU  sit  aumerice  integra  ant  0,  ' 
Ii  realis  quaeliliet, 

0  realis y  quam  [lotissimum  plaeuerit  eligi  ex 
iis,  quarum  ;Sin.  et  Cos.  aequationi  (5)  satis 
faciunt, 

TÄArctgJ; 

Semper  ob tin et'  , 

(II)  ,   .'■  .   ((a:)y  seu  ((^[Cosö  +  V^JSinö]»" 

= ^J»  (Cos  f»d + Sin  ^i^)  ((1))/* 
•  (Cos^  +  V^Sin^); 

iiec  bon  serapet«  prout  a  positiva  e'st  aüt  negatiTa« 

(III)  ÄP=(db^[CosT  +  V^Simr])P 

x=  (i     (Cospr-f  V^Slnpt), 

(IV)  ...  .   ((.r))^  =  ((+  Q  [Cos  T  +         Sin  r]  ))^ 

= ((±  ^»^  (Cos  fiT+ V^^Sin  ^T) , 

et  quidem,  dum  ci=0  est,  superiori  aeque  ae  inferiori 
uti  licet  signo,  eo  quidem  pacto  ut  ütterd  z  tunc  limes 

ß 

iateliigatar  ipse,  in  quem  Arctg  ^  valore  ipaius.«  nu- 

7t 

merico  decrescente  indefinite  convergat»  h.  e« 
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superiori  uteris  sigau«  at  i^^^  dum  iuferiori,  prout  posi- 
tiva  est  aut  negativa:/}; 

tum  Semper  aequatto  obiinet 

<y)  .  ,  .  .  Äj«=(±rtCo8T+V^iSinT]y* 

=  (i     (Cos  ftt     V^— 1  iSin  fti), 

eä  quidem  subjectä  conditione  ut  superiori  utaris  signo, 
dum  a  positiva  est  aut  %^xo  (quo  in  easu  novissimo  Ut* 

TT 

ter4  illft  t  Ilmitesdb2'  pi*out  positiva  est  aut  nega- 
tiva, iiiteüigaDtur),  iuferiori  autem  dum  negativa  eai  a; 
sßilicet 

(VI)   ((?))"=  P^«!))", 

(vu>.  .  (-e>»(a))^=«/'((-i))", 

porro 

(IX)  (Ct))/'  =  x«((1)>»: 

adeo  «t,  cuncfas  si  vis  obtinere  quantitatis  ciijusdam 
|ii-p  o  tentias,  sufficiat  ut  princi  palem  lllius  ft-potenf  iam 
per  omnes  ex  ordiiie  ft-potentias  unitatis  muitiplices; 
de  uiq  ue,  <1  u  m  a  negativa  est,  .  ... 

De  caetero  meminisse  juvabit,  noo  soium  esse 

(XI)  .   .   .   ((l))«=Cos2;tfAÄdb V^Sin2;t|[t7r, 

(XII)  ((-!))'•=('- l)'*((l))^=(Co8f^»+V^lSinfMf)((l))^ 

(XII')  .  .  .  =Cos(2Ä  +  l);A7c±\rriSin(2/:+l);*7t, 

in  quibus  ^  (indeterm.)  breviter  „numerum  int.  aut  0'* 
denotat; 

sed  etiam   fore   ut,   dum      rationalis' est  quantitas 

in 

=  +  aut  — —  (m  et  n  Dumeri  int.),  pro  certo  statui  liceat 

trib  litis  ipsi  2il' in>  (XI)  successive  omnibus,  qui  inter  CK 
et  n  (inclusive)  versautiir,  numeroriTm  parium  (0  in- 
eins.)  atque  ipsi  '2/  + 1  in  (XII')  successive  omnibus, 
4|ui  eosdem  iuter  itiaites  versantur,  uumerorum  impa- 
rium  valoribus  tevetft  ounctos  (et  quidem  uum er o  ti, 
ubi  plurimos),  quorum  capaces  sunt  ((!))''  et  ((•^1))'*,  vä- 
lores'ez  membr.  p  oster«  (XI)  et  (Xll'y  esse  com  parates;; 
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tan  (lemii  u  e .  ubi  l'uerit  —  ii  actio  irred  uctibilis  (m  et  tt 
'  n 

inter  sc  i)rlmi,  ctinctos  hos   utrinsqiie  ((1))"^^  et 

(( — 1))/*  valores  ipso  esse  uujuero  ?«,  eodeinque  in  casu 


m 


(XIII)  .  .  .  ...  ((!))*  *=((l))i. 

(XIV)  .    .    .  '.  ((-l))-S=((l-l]'»))i. 

De  RtfdMbiis  quantitatvni  ffea>H'uifi.<    Tbeotvniäti  coik 

venieoter  pritjßCQdenli  jtotidcra  sunt  aut;i  u titatU  cujus^umq  u  e 
(rciilis  apqno  nr  iniägiiiariae)  oniinis  Radices,  quot  contineat 
„Iudex"  (tmnuM-ns  ordlnls  7i)  unitutes ;  practerea  aequatio  illa 
(LX)  indicat,  ctiiH^tas  si  uiaceat  mi  ordinis  radices  quantitatis  com- 
parare,  sufücere  ut  radix  -  ipsa  ^principaßs  (ejusdem  oidiDU)  per 
omaes  aacceseiFe  anitatia  raaicea  n\i  ordiaia  multipücetur.  Ita4|qe, 
.dum  A  NDmerum  queiadam  denbtat,  babenttnr 


(IX')  <^  et 


id.  quod  ^am  insuper  (Vi)  et  (Vli)  indicabaot 


Sin  vero  placet  ambas  hasce  'Vl^J:^  ipsä  (b.  c.  radice  pria- 
cipali  ex  valore  numeri^o  quantitatis  sexi,  quam  vocant, 
Arithmeticft  ipsiua  radice  vel  potius  eo  ipso  Numero, 
qui  radlcem  nti  ordinis  A  copficit)- exore^aM  babare;  aequafio* 
nes  iliae  (VI)  et  (VII)  suppeditaat 

WA^((l)r-VA 

(IX")   j  et    '  ' 

f  i      "     «  I  i» 

\      W-A  =  ((-1))'.VÄ. 

(jiias  equidcm  bis  fere  verbis  interpretari  licet:  Ciiucfas  si  plaroat 
comparare  7«ti  oid.  radices  ex  quaiitilate  reali,  suflicit  ut  Arithine- 
tica  »Ii  ord.  radix  ex  valore  quantitatis  immerico  per  omnes  suc- 
eeaaive  ejuadem  ordlais^  ra()ice^  e;x  vipj^tate  pi^sitivft  ailt  negativ^, 
prout  quaatitaa  insa  propösita  positiva  eat  aut  negativa,  maltiplice- 
nir.  Praeterea  nae  ip^a^  sunt  aequätiones  novissimae,  ex  quibua 
rectä  conaequitur  lex  iUa  aotissiaia,  in  omoibus  ioqaam  mi  ord.  radt> 

eufm  ax  B  um br 0  A  imleam  VA,  dum  n  impar  eat,  at  daas  J:  %/A 
n  pari,  es8arealea;:'ex  aegativä  autem  quantitat^  ( — A)  iinl- 

n 

cam  — V4j  J"iu  n  impar  est,  at  n  pari  ne  unam  quidem^  esse 
realem. 
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Nota.  Probe  est  uotandtim  numquam  lieri  ut  V — ^= —  V  A 
Bit  (dnm  n>l):  i\h,  utpote  qiiae  principalem  ip9iu8  cooficit 
radicem«  aemper  imagiDafia  eal  quantitaaf  scUicet 

V  -  ^  as  Vi4  •       1         .(Cos-  +         SiD^) ; 
baec  aatem  Semper  realis.  *) 


*)  Fieri  quidem  potetit  ui  graTiter  ferenda,  primo  »altem  intuilu,  videa- 
tur  Ucentia  realem,  dum  ex^iiiitit,  quaatiiatis  ucgativae  radiccm  dcnominatione 

n 

,,radici9  priucipalis"  signoqiie  Y  simplici  fraudf^ndi  :  seu  (quo  uno 
omnta  complectAmur  verbo)  fernere  forsan  videbitur  ar.  pracpropere  actam, 
qaod  in  /«-potentiiii  qaaalitalis  X  (parle  reali  negatlTA)  non  ea  poiisaimnm 
ornata  foeril:  denoiiiinatioiie  „pritieipalit**  »ignoqiie  ill*        ea  ^aqnam) 

qoae  realis  ipea  evadit,  dum  ^  reali»  est  el  f$  fornift  •^,11  impari  (seil,  n 

n  ^ 

pari  iiulla  eatuui,  quae  in  '^-^A  contineulur,  realis  est).    Yenuntaineu  ex 

CO,  quod  ^-potentiae  ipsius  X  (parte  reell  negativa)  omnes  datae  snat  formal^  • 

((xyyß=^  (Cos/»«+        Sin  i»r)|[Cos(2H'1  }fm±V^  Sin  i^k^^^^)fmJ, 

palet  quod  diximus  ollcndicalum  aliter  evilari  non  posse,  nisi  JTA*  cooptaretur  ' 
ea,  cuju»  (ßk-\-l)fi  integro  sit  ralore  .nnmerico  —  dam  ita  ücri  polerit. 
Qaod  vero  lalis  nunquam  exsistit,  nm  forte  facrit  fjt  rationalis 

ac  valore  uamcrico  fraciionis  t  ui  cetl  ü  imparis  numcri  iJpti'  tninalor ,  pro- 
plcrca  patet  omaiiio  arhitrio  iiiliil  itliud  esse  relictum,  quam  ui  vel  sigao  Xt^ 
complarcs  et  quidem  aliae  aliis  ^-Vuipribus  propriae  subjlciautar  notiones  — 
(id  qnoA  reverA  ai  foret  admissom,  -pcrlcttliim  ett  ne  ex  lioc  ipso  in  Can- 
cdyaii  XI  m  illud  indHcereinur  cousiliinn  ?,icrni  hujus  iFM,  parte  reali  ipsins  T 
ncgati\£\,  ex  Anilysi  prorsw»  tollendi)  —  vel  eliam  eft,  quam  tos  supra  in- 
ivimuSf  raiiune  (quamvis  primu  for»aa  conspeolu  specicm  qvaindaDi  prae  se 
ferat  offenaionis)  definiatiir  iioo  sl^nm.  Utram  eligatnr  potiasimnm,  id  fa^  , 
eile  cüiistat  ralioiie  Ualutä  cmolnnieuti ,  quod  Analysi  coatia{;at  ex  defiailione 
ita  comparalft,  nt  in  omncin  fj,  qiiadrct  (realem  imnio  noii  minuK  ao  ima^'ma- 
riam^.    ^ec  id  solnni  3    alia  est  quaedam  iusuper,   eadeuique  ad  iiunc  usquc 

diem  (qaod  jare  licet  iniraTi)  »eglecia,  gruTissImi  s^ne  ad  wem  dlrimeadam 

momentl  ratio  ea,  quam  indieant  leges  iUae  in  nnm.  3*^).  3<^)  et  4*^)  6. 

relatac  :  quippe  quibus  iiiopinatum  fcrc  arclissimumque,  quo  infcr  sc  coliac- 
rent  vinciilo  socielalis  ambo  quantitutuui  geuera  ea ,  quae  uos  hcic  sieais 

illia  Xf*  (quin  immo  arM+'V^— l ")  et  Ix  ^  negativa  sit  x  quA  parlem  realem 
nee  ne  —  intelligenda  stataimas,  est  iudicatam.  QnA  demaui.  pcrspcctA.  socic- 
tate  primo  quidem  patet,  quemadmodom  in  quantitatibos  iig«o  ^(xy)  com- 

prehensis  null^m  omnino  si^no  Ix  notandam  realem  (dum  x  lugitlva  est 
parte  reali)  deproUeadi  liccbit,  sie  quoqne,  dum  in  eo  res  agtinr  ut  cx 
agmiue  quantitatum  ((^))^  eligatnr  xt*^  id  saue  levioris  esse  momenli  qQOd 
forte  ittter  ((jP)y*  ilias  qaaepiam  ezsislat,  cnl  pro  ^-valore  qnodain.  spe^li 
forma  ccdat  realis;  tum  vero  deinccps  Itaud  jtracterii,  si  ralione  illÄ  forsi- 
tan  pracoplaliX  dolirininarctur  Xf*  (pfo  X  qu;\  partcm  realem  uegaliva),  pro-  - 
fecio  forc  ut  iucassum  atnret  quod  modo  diximujt  \iaculum  societalis  uua 
cum  omoibus,  quae  ex  inirA  hm  conjanctioiie  peodent,  legibus.  Aoalysi  vere 
eali|iar4Uus. 

P'eeterea  jvre  licet  contendere  jam  signo  ipso  — y  A  effectum  esse,  nl  reali 
»Ui  itti  ordiuis  radici  ex  («*il)  salis  coatigerit  remuneratioiiis« 
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5.  Idiomata  potentiarum  principalium  praecipua. 
Ex  ae^uatione  (1)  theorematis  praeceUentis  recta  cousequitur  fore 
ut,  cujusTis  stnt  generis  quantitates  w ,  a'2,-"-^n,  si  modp 
reales  fuerint  ac  numerice  integrae  ant  0  istae  J9»  pi» 

P2,  pn,  ratac  sint  qnae  seqiiuntur  leges  (quarum  practerea  auc- 

toritas,  d  Numeros  denotant,  ex  Elementis  jäm 

co^ita  est)  i 


{ 


(:i^)Pis=:^Pi  j 
ideoque  ettam  =::(ücPi)p,  i 

SDP  .x^ .  j?^...«  Xfi^—  {fcxiX^,.,*Xn^  atque      =  * 


Sin  vero  reales  equidem  at  ceteroquiii  Indeter^m  i-. 
nataerellctae  suppoDaptur. Exponeotes  f»,  fi«  fi,....fi;  non  nisl 

certis  subjectis  cooditionibus  leges  valent  eaedem  (quamvis  sie 
^quoque  in  genere  üs  uti  liceat,  vt  satia  oonstat»  dum  Kttmeri 

sunt  W,  Xx9*»»mXn^* 


1®)   Haec  tarnen  aequatio 
(19)  .^^.....^  =:r    "  ^ 


n 


nnmquam  non  valet,  ideoque  non  minus  aequatio 

(20)  ^=xf- 
atque  in  specie  haecce 

(20')  

I)  e  m  o  n  s  t  r.  Nam  >  parte  reali  ipsius  x  baud  negativä«  aequatio 

(V>  dat 

ß  ^^^^ 

Et  (iiiidcm»  negativd  ipsius  x  parte  reali,  aequ.(V)  cum  (Vlil) 
conjuncta  dat 

X^3^  »^tm 


e'*^»^"*^S.lcos(,i+f»+....+rtt  ) 

,  '      "  [.(-1>«(-I)\„.(~t)». 

+  V~lS|n(j»+ft+  +fA)T  \ 
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l  e.  quoniani  er  (13),  ut  patet,  (-1)"  (—1)» .(— 1)«=  (—1)    ^       "  est, 

£.  1>. 

2^)   Aequatio  illa  % 
(21)  {x^)f^=a:w^ 

▼alet  (ft. et  f»  quibuscumque)  certe  qnoties,  parte  reali 
ipsius  X  iiaud  ne^ativft,  prodnctum  illad  fiT  limitibus 

baud  excedat  (r  denotante,  utl  asssolet);  ■  . 

Demoiistr.  Est  eniin  in  hoc  casa  (parte  reali  x  iiand  nega- 
tivA)«  secundum  (V)j 

^(Cos  fiT    V^—lSiii/tr),  i 

nec  non»  quontam  beic  fix  limitibus  Ulis  ^^haudexcederet^eadem 
ex(V) 

{xi^)!^  =      (Cos  fftf*T  +         Sil!  ftjtt)  =ar/*jj. 

Q.  E.  D. 

Nec  minus  valetjiäta  ae(|  iiatio,  auoties,  parte  reali 
ipsius  .r  negativ^,  productum  illuu  fi(7-|-n;)  limitibus 

haud  excedat  Nam  parte  reali  x  hegativä  ex  aeqa.  (V) 
et  (VHI)  babefc     .      '     «  .  . 

jEM=  ^  [Gosfi  (t-I- 9P)  +         Sin  f»(v + 9)0] » 

TT 

nec  non,  quoniam  heie  f&(T-i>9p).  Umitibmi  pus  dbö  ^^^^  exceferet, 
eädem  ex  (V) 

(i^)Yc=:jrte[CoSft^A(T+»)+V^Sinft|:t(T  +  jc)], 

quac  qinJem  in  hoc  casu  (negat^vä  ipsiiis^r  parte  reali)  roverrl  v^- 
iorem  couQcit  ipsius^^f ,  secundum  (V)  et  (VlII).  —  Q.  E.  D.' 

Quilmsnam  praeterea  in  f-isihus  rata  sit  nec  nc  aequatio  illa 
(21)»  l*»  et  ft  realibu»  indettTiuLDatis  reiictis»  id  opus  Don  heic  est 

exponi :  quippe  quod,  ubi  forte  sit  opus,  perfacili  Semper  ncgotio 
licet  discerni.  Dp  raetero  in  §  4.  sequenti  (pug.  411.)  universalem 
magis  ac  vrrf  notanduni  casuuni,  in.  quibiis  valeat  ista  aequatio, 
cbaracterem  iu  medio  pri^teiendum  curauimus.  Quadrali  hoc  idcm 
In  aequatlonem  :    >  • 
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quae  quidem  certe  (iit  ex  modo  allatis  patet)  vim  habet  Icj^itimani 
1^)  quoties,  parte  reali  ic  haud  negatiyä,  iüorum  f&r  et 

fft-r  neutrum  ümitibus  db^  excedat,  atque      quoties,  ne- 

jjutiv  a  ipsius  x  parte  reali,  productorum  ft(T+^)  et  /it(T  |-;r) 

Dcutrum  limitibii.fi  ~ 
3^  Aequatio  iLIa 

valet  (fi  qualibet)  certe  quoties,  reftlillti«  ips^ruin 
X,  xi,,..*xn  partibus  haud  negatWis»  summa  illa 

'  ♦    <      *  • 

•  •  ^      '         *  -  •       .  I  « 

(24)  +  + 

Hmitibus  ±^  haud  excedat:  —  ubi  videKcet 

T=Atclg|-,  i?|  =  Arctg T»=Arctg—; 
atque  •         "  . 

^=:a+j5V^,  ;ri  =  ai+A  V^^,...a:n=«i,+/JttV^• 
Demonstr.   Quod  enim  partes,  reales  ommum  x,  :ri,....«*n 
haud  negativae  sint,  ideoqae  {ff,  9;^».».^ 'moduloiff  deootantHnis) 

j? = ^ (CosT  +  V^^Sin t),  ^i=ei  (Cos  Ti  +  V^J  £iiQ 

...» Jfti=:      (COST«  +  V"— 1  Sin  T„),  ' 

ptopterea  secundum  (V)  habetur 
i.  e. 


quippe  quonlam  smiiiiia.  Üla  (24)  Hmitibus  db  2  haud  excedere  po- 

Sita  erat. 

Q.  E.  D. 

Qnod  ad  specialem  illam 

attinet;  facile  patet  satisfactum  ek  esse  coiuliiiuni  heic  supra  cx- 
positae,  quoties,  realibus  ipsarum  x  et  Xi  partibus  buud 
negatiTis*  pars  ipsa  realls  producti        band  negativa 
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8  it.  *)  ^  Est  alias  in  super  oasus  singularis,  quo  Tatet  Uta  (23') 
is  inquam  ubi,  parte  roafl  x  positiyÄ,  ^  ipsa  1 
fuexit:  etenim  tuac  secuodum  (X)  habetur 

(SS'O       .   .   .  \  (-l)'*=s(-a?y». 

Quibusnam  praeterea  ea«5ilHis'  r:^ta  sit  nee  ne  nequatio  illa  (23), 
(i  indeterminata  relictä,  id  opus  nou  heic  est  exponl :  qüippe  quod, 
ubi  forte  sit  opus,  perfacili  Semper  negotio  licet  discerni.  De  cae- 
tero  in  §.  4.  sequeoti  (pag.  412.)  uniTersalem  magis  ac  vero  notan- 
dnm  eastfum,  quibns  Tlueat  ista  aequatio,  eharacterem  in  niedio 
proferendum  cmbimus.' 

4^)   Aequatio  iila 

«,.......5^=0)' 

\'alet  (|x  quälibct),  cert<^  qiioties  haud  negatlvae  sint 
partes  reales  tum  utriusque     et  xi  tum  Quoti  ipaiiis 

^.  Etenim  si  ita  fnent»  ex  C^')  liabetur  af(^y=afß^f^. 

Exinde  coQsef||uitur,  aequationem  iiiam 

1 

-1  =^  ideoque  sssjt-^  «eeundm  (W) 

valere  (ft  quälibct),  quoties  haud  negativa  sitparsrea- 
lis  ipsius  x.  E  contrario  ista  a  e  quati  o ,  dum  n  c  <;  ativa  est 
pars  realis  ipsiuä  a; ,  iieutiquam  valet  (uisi  tortc  ft  nume* 
rice  integra  aut  0  fuerit) :  tuoc  eoim  habetur 

at  vero 

aH"=:(-.a:)-/'(-J)-^,  secund.  (X);  ;     \  ,  . 


quoniam  heic  -^x  positivd  est  parte  reali;  et  quidem  iuaeuuaies 
sunt  (— «t  (- 1)-".       forte  Sinfiff=?Q  fnerit. 


.  *^  'l'wic  en^m  fieri  non  potesi  ut  suinniH  tf-f'Tt  limitihnii  iiiis  4:  — 
encf^alt  qwppf  quoniam  ^Xra  hos  limiiea  auUns  omniuo  arcus  ezaisUt, 
«ui,  «unmiae  quidem  daai^um  quanundam  t  et  Ti  limitibn»  ]i«od  exce- 
denlitim ,  .coehiii«  cedat  hend  negallim««  i  ; 
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De  si^o       '-^  numero 9  j^^valore.quplibet.  .  ,  . 

Observ.  Postulantur  abhinc,  praeter  ea  auae  in  hac  l)i«ser- 
tatione  jani  snnt  pf^rtractata,  seqiieritia  nota  :  1")  Doctriria  logarith- 
inorum  (realiumj  Numerorum  jMimaqiie  doctrinne  serieruin  ipfini- 
tariim  (termims  realibus)  priacipia  ea,  quae  in  Anal.  Aigebr. 
Chaf).  VI.  ezposiiU'Gaucbv,  —  (itaque,  ut  paiicis  complectar» 
summa  operis  Ulms  Anal.  A^ig4hr,  Chap.i— VI.)  — »  adjectä  fuuc- 
tionum  illarum  Sin.?;  et  Cosa:  evolutione  socundum  difjnilates  ip.^ius^r 
(realis)  *).  atqun  ('hap.  Vfll.  §§.  1—4  **)  opens  ejusdeni  iie^ 
Tion  ex  rhap.  IX.  (de  seriebus  terminoinin  uiiatrinariMniiu)  ea.  quae 
paginae  289  iiomiiiatimque  bis  veibis«  „(Jeia  pose  öi  l  ou  »S(*:c.''  ***) 
praecedunt 

Quid  in  Analysi  vaileat  ^oc^gnum 

(1)   a*, 

quaeque  sit  :z;  quantitas  (reaUs,  ioquam,  aut  imas^inaria),  m o d o  sit 
realis,  ex  praec^dentibus  jam  cont^tat.  .  Reliquum  est  ut  inve- 
niatur,  qij^snam  huipf  signo  in'genere,  i.  ö.  talis  qui  Expon^otiy 

cuiübet  =fi-{-v\f — 1  (ji  et  V  tealibtis)  quadret,  poUs^^nt^m  ^bua- 
für  sensos«  Eandem  heic  persecuturis  viam,  qu&  in  partibns  Ana- 
l^'seos  praecedentibus  perventom  fuit  ad  sensum  OS  pro  y 

r'eali  determmandum,  tiobis  primo  quidelii  injunctum..  edt  negotium 

ut  Signum  hoc  j^H-vV^,  dum  as  Numerus  est  =tA,  seu  brevi* 
ter  sigDum        /  . -  ' 


^"^  Gauchy,  ut  aalis  coustal,  ham:  rem  in  doctrina  dcmam  summationi» 
•erieriim  terminU  iAiagiiiariia  instrnctarnin  collocavil.  Quae  si  neeensari« 
essel  dilnlio»  ex  eft  re  «olA  (at  facile  pfite^)  id  ^oMs  impcAlmenti  moraftque 

forct  oMatum,  ul  ea  quae  jam  reliqua  s^nt  si{iii.i  (j"^  iLind  in  cfpuere, 
cactcra(}uc)  dcfitiiri  corumquc  idiomata  cxplicari  uon  oimüiio  liccrct ,  nisi 
viam  persecuturi,  quam  Caucliy  munivit,  praemissa  poslularcmns  Tere  onmia, 
quae  in  Anal.  Alg.  Cha^.  IX.  |.  2»  poat  pag.         seqanntur,  eamqne 

ip«am  ob  cauflsam  f"^»  iliäm  5.  Chap.  Till.  ibid.       At  vero  qnandoqtiideia 

functionnm  illarum  Siua"  et  Cos  X  (xrcali)  socundum  di?nilatcs  ipaius  J*  ex- 
plicandarum  Icjsem  facili  nc^otio,  \i  (|ui(lcni  ^iroblpin.ilis  iti  pac.  114.  Anal. 
Algebr.  propusiti,  sauciri  licet  (cui  tamea  rei  Jioc  lu« o  tempus  impeudere 
•ati»  foiet  ineptum);  not  quid^y  h4c  re  iiisLOliap,  VI.  Anal.  Algdbr. 
-viiiditatA,  jam  nunc  morA  disieciA  nil  impedfl  quominn«  adsigna,  de  quibna 

agitnr  [JT^,  Logj(j'),  Siu.r  clc]  completc  defiuienda  jirogredinmur. 

**)  Nos  lanir?!  oa  .  quae  modo  äupra  iu  arl.  5,  §i  no.stri  2di  allala  suul, 
iu  lucum  pagiuaruiu  213—246.  1»  Cliap.  THI.  substiluenda  esse  ceusere, 
per  »e  palet. 

***)  Quod  ad  ca  quae  bis  verbla  snccedenlia  §aiu  2uin  Chap.  IX.  coufi> 
ciuiit  (summalionem ,  inqnam,  sericrum  quarumdam  {rrmiais  im.^ei aarii» 
inslructarum) ,   nec  noa,  ü>  po&tulstur  praemissits)  §\%m  ipftom  2uiu 

Cliap.  Vm.  attinet,  tontnm  abe«t  nt  praemillenda  nece»«e  sint  haec  omnia  U«, 
qtiae  ad  tigna  de  qnibits  beic  agltar  defiihlenda  eoruinque  explicaada  idiomata 
pcrlinpanJ  (id  quod  iam  modo  pupra  monuimu«),  ut  potius  iu  sy^femato  ipso 
Analyscoa  poütponeuda  esse  liuec  omnia  lis.  t^uae  opusculum  Iioc  nostrum 
conalitnnnt,  jure  ewe  concedeoditm  tldaatuK'« 
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(26)   .i**.+»VTT  nkia  J» 

(leteriuiiiemus.  Quä  tarnen  iu  re  «atis  cagnit4  paucis  taotummodo 
heic  opus  est  verbis. 

Non  solum  jure  lfdtum  'sed  ex  aDalogiä  etiaia  praefiDitum  esse 
npparet,  ut  ^-vatore  quolibet  statuatur  definitio 

•  (27)  .  .  •^=i+V+~r.2 +T:2:a+^- 

ideoque  in  specie,  e  dewkt  Basin  sy^tematis  Neperiani»- 

•■     ■  » 

vi  quanim»  ^-vaiore  quoiibet,  habetur  relatk> 

(2^  JS=^€^^. 

Porro,  quae  ex  lila  consequttur,  aequatio 

(29)  .  .   .  .  .  .  .   «8f.e»i  =  <?H-». 

nee  non  latior  Uta 

(30)  ....  Av.Ay  Aya=^  Ayiyrh-Hn 

quoDiam  ratae  sant  valoribus  ipsanim      yt       ff»  quibpseumque 

(realibtiR  aeque  ac  imagiiiariis) ,  exinde  rect/l  farlllimoquc  usque 
negotio,  vr  (j[uidem  lc|^is  iUius  fuin  tiüiuim  Sin  r  et  Cosj^-  (:v  reali) 
secimdnm  disrnitates  ipsiu«  a:  .explicandaruin,  deducitur  iiotis^iuia 
fUa  lormae  üuitae  relatio  ...  V 

(31)  ..  .   .  eH-i't^=fi^«(Cosv+V"HfSinv) 
nec  non  latioi  ista 

(32)  ...  ^^+''1^^=^nCos[WJj+y^Sin[i/M])j     ;  . 

quä  ex  noTissimA  demnm  patet  omn{no  Numeris  A»  vli,.*....^ 
valere  istam 

(33^  ...  .  Ay,Aiy..,.Any  —  (:AAi...,An)y,  " ''  '  :'  '  ' 
quaequae  wt  ^  quantitas  realia  aat  iaiaginaria.  >  f 

■  •  '    I  aa 

Nota. 

Ex  eo  ipso  quüd  aequatio  (31),  0  qiialiliet  reaii ,  äuppeditat 

,    e^1^^=Co8d  +  V^Sinö, 

id  cffUhsHorv  nt,  loco  aequationum  Theorematia  illius  in  §.  2.  relatt 
breviorea  eamqiie  ipoluii  ob  cäuasam  aaul  {ilenrnique  .connmodiorea 
aobatitiii  liceat  hasce: 
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* 

(34)   .  .   •    0*  seu  (^e^V^^)Ffcr^ei»^V^, 

tum,  prout  positiva  est  aut  negativa  a, 
(U')  ....  ^P  =  (±^e"^^)^'=(±e)''«^^^^»  ' 

(35')  .  .  .  ((»))^=((dblMr«V^))J«*=:((dbp)!^«<^^^, 

atque,  pro  «  —  0,  Kn]iprius  aut  'niferiiis  ex  arbitrio  Signum  (pacto 
illo  solito);  pono,  prout  a Jbaud  ^eg^tiva  est  aut  negativa» 
potentiae  principali 

^      ■  .  • 

(36)   .   ,   .  arf»=(d:p«»V"-»y*=(+9)Mc^*«V-i; 

tandemque 

(a?)  ((l^/^täAiUJ^^  atque  ((— l>"((l))/'=e±(^*+i),«;ti^-=^, 
(38)    ...    .  (— l)M=r€^«1^=i  =  («»V^>'./  ^ 


4. 

1.  Antequam  ea,  quae  uotulae  iUi  (1)  latissimo  sensu  acc«ptae 
(t.  e.  tü^,  <][iii  ad  X'  et  v-yälores  quoseumqiie  pertineat)  de* 
termlnaDda<l»  inserviäDt«  adgredimur,  id  nobis  injunctum  est.negp* 
tium  uf  ,  qtfA^  proxime  antec^dentibus  intinko' co^juncla  siuit  'iiieni» 
praecipua 

De  Logarltbinife  QuaDtitatum  NätvralibiiB 

prioicipia  praemittantur. 

ProbUmm»,.  luveni^re,  q.uaatitatea  ea^isi  uniTef^as, 
qnlbtts  cdtiditioni  buic  '  ' 

(e  Basin  denotante  systemi^lid:  logatithmohtmliiatiiraliiDii,  «Tet  |S 
quantitates  reales)  fiat  saHs;  seu,  qaoa  idem  valet  modalmn 

V^a^-i-ß^  denotante  ac  6  4j[taiitUbtem  teftiefli,  quW  ^KiKiiflMltt 
eligi  placuerit;  cujus  Sin.  et  Cos.  ipsi  (6^  satisfaciant) :  In  venire 
quaptitatis  eas  z  umv^fOiM,  qmbua  conditioni  fiat 
satis  huic 

J'  ",  •         ■'        ■'  •    «  ■  '  • 

(39')   ....  «•=^(Cosö+V~lSind). 

•  Tali  (si  exsintatj  quan^itati  unicuique  forma  cedat  neceset.  If^ 
liaec  u  ^vV^^l  ipt  et  t)  realihtts)^  IdeiNiuft;  b»fö  «eqHAÜonls  nvnt- 
aimae  banc  licet  Substitut : 
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•  *  '        '  •  "         •  :■ 

m  J  ««=^,  i.  e.  11=/^, 

Quanim  ex  pnori  (40)  jam  primo  quidem  patet,  si  qaantitas 

illri  proposit  'i  a ß  \ — 1  =  0  fuisset,  nullam  omnino  ex- 
siätcre  quaii  ti  t  at  (fhiitam)  r,  qud  Hat  satis  proble- 
mati.  At  cetera  quin  seniper  —  ut  läcillinmm  est  expertu  — 
problemati  revera  lit  satin  unaquäque  qiiaiititatuiii  ili  formiila  . 

(41)  ....   .  zt=z{Q-{-(6±2kny>r^, 

queiiivis  placuerit  ipai  i&  tribuere  uumeri  mtegrl  (0  inclus.)  valQ];6iii» 
compreheosarum. 

Quantitatuni ,  quihns  nequutiotii  {39)  fiat  sati«?,  iinaqnnequn  ap- 
pellabitur  „e- logarith inus  quidani  (item  logarithmus  natu- 
ralis) ipsius  a-^ß\^  — 1 *)  :  et  quidem  formula  ea  universalis, 

quae  iu  se  cunctos  hos  continet  ipsius  « -f  ^  V  —1  seu  jc  (breyi- 
ter)  log^ithmos^  signo  ilio  li^x))  intelligenda  erit.  Unde  aequatio 
illa  '  .:. 

(42)  ....    /((a?))=/^  +  (6+2Jfe»)V^  *: 

denotante  (uti  supra  est  monitum). 

Ex  gr. .  Quoniam,  dam  x  est  1,  ^  cooptari  liüet  0>  at^ue^  dum 

X  est  —  1 ,  ^  cooptari  licet  vt\  .  ...  . 

er  aequatione  (42)  patet  esse  '•  ' 

.  (43)    .  /(a))=±2A-«V*^,       '  ■ 

imagioarüg  omoibus  unico  =0  ttMpto,  '  ■  ' 

/((- 1))=»  V::-"! + i  ((1)) = ±  (2>n-  V^^i, 

imaginarüs  omnibus. 

Xicebit  igtiur,  looo  aequaliQiiw  (4i^^,  bae.iilft    . :  •! .  >  ,i;   -  , 

(420      ^((^))=/^+/((l))+<?V^=/(r^))+dV^-H[>  , 

quae  quidem  iodicat,  cunctos  quanlitatiä  cujusdam  e-ioga- 


..   *)  Nosmel  hac  detinitione  nnllo  modo  ea,  in  pftriibus .  AnaLjkOM 

pracccdoniibiis  lo^ariüuBi«  Nnw«rovutB  oatimliba«  •t«tui«  tnnl,.  l«e> 
4«re  plane  apparet.  • 

Iioco  vocnbali  „tf-legarithmi»»*'  explkathu  dieitur  logarithmus 
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rithmos  eo  modo  comparari  licere.  tit  eoriim  unico  — 

auem  poti s  s  i  mu  m  elig  i  p lacue rit  —  ad  da 1 11  r  / ((!))  i,  e*  ad- 
antur  successive  c-lo  s^arithmi  onines  iiiiitatis. 

Nota.  £s  his  patet,  reaü  quäliiiet  (x  haud  2^0),  Semper 
obtinere 

(45)  «^(*))  =  {{x)y. 

Nam 

=  ((ar))A<,  secnndum  (3$). 

^.  Dum  a  positiva  est,  qnornam  \m\o  ()  cooptati  Ucef  % 
(§.  1.  art  2.),  aequatioDi  (42^)  inde  forma  coDtingit  Uta 

(46)  ....  /((:«:))= +  /((!)) +tV^~1  =  /((«)) +  i^V^ 
dum  tt  negativa  est,  quoniam  tünc  B  cooptari  licet  t-hsr, 

(46^)  .  .  .  =/^+/(a)) +  (*  +  ») 


atque»  dum  «=0  est,  una.  valet  aeque  ac  altera  aequatio«  ee 
quidem  pacto  ut  litter&  t  tunc  iimes  ipse,  in  quem  Arctg^  vtdore 
ipsius  a  niimerico  indefinite  decrescente  convergit^  intelUgatur,  b,  e. 

TV  ' 

^g-  in  (4ßl),  at       ia  (46') ,  prout  positiva  est  aut  negativa  ß, 

.«Prineipali  ipsius  ^((a?))  valore*'  seu  „c-loj^arithmo 
quantitatis  a:  principali*'  eum  ipsum  iotelligi  juvabit,,  qui 
secundo  membro  aequationis  (46)  conyenienter^  dum  et  positlya 
est  aut  zero,  et  secundo  membro  aequationis  (46')  dum  nega* 
tiva  est  «,  positioni  k  =  0  m  exprossione  (43)  ipsiiis  /((!))  gene- 
rali debetur.  Principali  huic  loirarithmo  Signum  Ulud  l(a;)  seu 
erit  reservatum.  *)   Habentur  itaque 

yia)=o, 

(47)  .  .  .  .  .  \n_i^^„^^. 

atque  in  genere»  dtfm  «I band. negativa  e-st^ 

(48)  /a?  =  /^  +  tV"^, 


*)  Nosmcl  Iiuc  modo  deliuilii  sigoificalioae  notulao  lx(x-y  nlot  e  quo- 
libet)  reTerft  enm,  qnem  Iniic  siguo  pro  Numero  A  In  Elsmentis  jam 
vindiourniit ,  sensum  in  int«gro  reliquitse,  id  satis  patel  ex  eo  quod  aeqnado 
(48),  quac  siguiticalioncm  hujus  ix  pro  X  omni  qna  p.Tricm  realem 
positiv^  iudlcal}'  ia  Jioc  casu  siitguiari  iüeutica  ovadit.  Frincipalis 
igiinr  Knmeri  cujusdam  tf-logarilhmue  i«  ipse  est,  eni  ia  Blementia 
nomen  cesait  ,|«-lof;arithiiia<  tiameri.<*  v 
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8€iOc«t»  fli  ffseO,  Ktterft  t  infelligaliir  (ut  supta)« 
dum  Vera  a  negativa 


«eilicet  —  o,  dam  a negativa  e.^t,  aüoqvin-f  9.  Ideoque,  secandnm 
(46)  et  (40%  omni  in  casu  habetur 


Et quidem  ex  (49)  patet  haberl»  dum  a  negativa  est,  Semper 
(51)    .....    te=/(— ar)-|^/(-l), 
nee  tarnen  Semper  alioqnin. 

► 

I9ota  ].  Aeqnatio  (50)  lodicat  positivae  cuiqae  quanti- 
tati  unicnm  esse  e-logarifbmum,  prineipalem  iaqnara»  realem; 
negativae  autem  ne  unum  quidem. 

Nota  2.  Ex  aeqa.  (49)  patet,  f»  rcall  qoällbet  (a  band  z^o), 
Semper  obtinere 

(62)  e/^=ixK 


--^(«HTRirZi  5-  ^«M»+T)V*-i        secund.  (36). 

Nota  3.  Jamque  ex  aequ.  (52),  quippe  qufl  iiidicatur  esse 
ulx  unus  ^-loirat  ithniorum  ipsius  a;f*,  consequitur,  vi  legis  iUius 
infra  aequat.  (42^)  expositae,  esse  ^ 


tur  —  conjuiicta  arguat  Semper  esse 


(48')  ....  /x^/^-f  (r+?c)V*-l=/^ +  /(-!) +  «V^ 


Nam  (49)  dat 

scilicet,  dnm  ä  hand  negativa  est, 

—^(/^TiT^)  =  ^«M'V"^  =  ar/*  secuod.  (36), 
atque,  dum  negativa  est  «> 


Thea  IX 


27 
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ex  hac  tamefr  caveadmn  e»k  neliihHl  oa  (ftneatdir  cdnvhittlo,  sie  quo- 
que  in  genere  esse 

nriacipalem 

*        •   •'  J  '  '        '  •    '  • 

Ubi  demum  utc  prindpalem  ipsius  xf*  losarithmum  eonfidat,  id 

infra  erlt  expucatum.    Aequatione  \[\ä  (S3;  Id  canetat  solummodo, 

r  qiKuitif  if  nn>  oBinlum  ex  parte  alterä  suam  eniqne  ex  alterd  parte 

aequivalere.  '  *     *  ' 

3.   Idiomata  r-loj^arithmoriim  princi])alium  praeci- 

pna.    Quae  logarithniU  (realÜms)  Nu  nie  roriim  .r,  Xi  Xu  pro- 

pria  8unt  solitisquc  bU  comprelieusa  aequatioiiilius 

= filx , '  (fi.  reali) , 

/(aO  +  li^i)  +  ....  -f  l(Xn)  =  l(xXi ..».Xn) , 


Idlomata  non  niai  certid  sttbjectui  eonditionibus»  dünl  ifsW  iß,  a-i>.-« 
..•uTn  sensus  qnantitatumi  quarumcnmque  subjicttur,  jnlegra 
manent. 

De  aequatione  iliä 

ea  ipsa,  qaae  In  2®)  pag.  401.  de  aequatione  '" 
(21)  (ar/«)/*s=arf'/{,  :  . 

pronuntiari  licebit. 

Demonstr.  Semper  eqoidem  filx  unum  eonficitex  «-logarith- 
mts  ipsiQS  xf*,  secund.  (52).  Coniendimus  autem  hoc  loco  conficeve 
eam  anibobus,  de  quibue  agitur,  in  casibus  principalem  ipsum  loga- 

rithiniim  /f.r")-  ^     <   •  - 

Logarithmus  ipsias  X'^  pnnpt|)a|is^  juxta  defiiütionem,  ,est. 

(56)  ^(^)=/(+Ä)+yy'^, , .... 

denoiante  R  modulum  ipsius  xf*  atque 



A,,^/Ay_,Cotiff.  ip^'ms  V— 1  in  xf*^ 
parte  ejusd.  ar"  reali 

et  quidem,  ab  alterfl  pdirte, 

(57)  ...  .    i»Är=**.[/(±rt  +  ^V"::3], 
Quod  autem  >  secundum  (W)  ,  habetur 

ecUicet   


9  > 
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et  qnideni  ■        i  •.,  , 

propterea  priori  in  casu  (a  hsead  negativ^)»  qaoties  f»T  limitibus  älb 

±0  haud  excedat,  obtiaet  ista  "  •        '  ' 

nee  inlitti«  pisteilofi: (k  begali^4),  qo^yäeA  fifir4»>  1^i»cto>  |faaiid 

excedat  (ex  quo  condequitur  esse  paitetn  ipsius       realem  haud 
negativ  am  ista 

casus  hujuäce.  •    i    "  *  '   >      ,•  *  ^  1  ■    •  ' 

Q*  E.  D. 

Quibuspam  praeterea  casibos  rata.  j$\t  ista  aeqnatio  {56),  id 
(ubi  forte  sit  opus)  perfacili  Semper  Tiojrotio,  coUatis  quidem  inter 
aequationibus  (56)  et  (57),  licebit  discemi. 

Neita.  Id  eerte  eottstat,  quöti^s 

(35)   .  l{xi^)  =  i»,lx 

si't«  fotiea  bane  etiam  obtinere  lieqaation^n .  .  ^• 

(21)  ,.. 

Mam  ^enpcr  halictiir  i  .  . 

Ideoqae  . 

=c^/^,  quotics  rata  sit  (55) j 

quae  autem  ipaa        immqimm  iiod  est,  seeuhdiimJtttd)* 

2^)    De  aequatione  illa  ..  . 

(68)  .  .  .  ^(ar)  +  /(4?t)+...-  +  IG*«)^l(«ari...,<r«)   -   ^  ' 
Atilpsa^  quae  in       pag.402.  de  aequatione 
(23)   ....  .  «."cri/*....ari,^  =  (apa?iu;.ÄiO^>    <  ;! 

pronuntiari  lieebit.  ■  ' 

D eni o  n  str« .  £le|nper  equidem  sui^iiii^  l(4^>+ W  )  4-  -^^n^ 
ODum  conficit  ex  p-(ogarithmis  producti  {xt^....t,^  ,  qiiippe  quoDiam 
liaec  f>'(^)+A^i)+--+'{-*i5  seraper  ~ j*a5i*...jrii  est  secu»d.-^(30).  Cofu- 
teudimus  autcm  hoc  loco  suiniuanL  istam  casu,  de  quoagitur^  ipsum 
conficere  logarithraum  principalem  /^^r^^....^»). 

Logaritbmiia  ipsins  {xxi,.,^n)  prineipalis»  jnxta  Asinifioaeif»,  est 
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(59)  .  .  .  /(:ra-i....x„)  =:/(±Ä)+r\riri, 

denotaote  R  modulam  producti  ^po^..**^«  atque 


parte  reali  ibid. 

et  qttldem»  ab  altera  parte» 
(ÖO)  /(a:)  +  Ä^)+....+A*iO=/U:«)+/U:ft)+-^.f«J:«ii) 

4 

+  (t  +       +         + ti^V^. 

Quae  autem  ambae  rever^ .  ^um  haud  negativae  aant  partes 
omnium  a:,  Xi,.;,Xm  reales  eamque  ob  caussam 

atqae, 

aequales  6uut,  quoties  summa  illa  t -|- +  - v**  "1"  ^  limitibiu»  ^^^^ 
haud  excesserit. 

Q.  £.  D. 

Qnod  ad  specialem  iUam 

(58')  /(^)+^(^i)  =  /(a:^i) 

attinet,  fecUe  patet  in  eam  qnadrare^  quae  in  pag.  403.  de  aequat. 

C23')  .  •   .   .       .    iP^ari'*  =  (4ra^y* 

proDuntiebantur  edicta:^  ue  hoc  quideta  exceptu,  quod  positiv^ 
ipsins  X  parte  reali  rata  alt  non  secus  aeqoatlo 

(68*)    .  .   •  .    /(a?)+/(— l)Ä/(-;r)  *) 

ao  ista 

(23*)  d^(-l>»=^(-^dr)/'. 

Quibusnam  praeterea  casibiis  rata  sit  afqu.  (58;,  id  (ubi  forte 
sU  opus)  perfacili  semuer  iiegotio,  cuiiatiä  liiter  se  aequationibus 
(59)  et  (60),  discemi  licebit 

Nota.   Id  certe  couätat,  quoties 
(68)  ....  9(pß)'^K^)'^^-\-Kx^^l{x»i,.^w^ 
sit,  toties  haue  etiam  obtinere  aequationein 

*)  Id  quod  jam  ipta  buHcatlt  aequatlo  (51).    :  ■ 
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Nam  Semper  habetur 

«ffa^i"....^,/»Ä«'»(WT^i-h...+i»,),  seeimd.  (52), 

ideoque 

—  ^(xx.....*^)^  quoties  rata  sit  (58), 

quae  autem  Ipsa  e^««i—*«|i)  numquam  doh  =(jrd!)|.»...:rii)^  est» 
secand. 

*  3^  De  aequatiooe  iU4 

m  !-  K^^K^)^lQ) 

ea  ipaa,  quae  in  4^  pag.  403.  de  aequatione 

proountiari  lieebit 

Nam  hoc  ipso  in  casu  (partibus  ipsanim       a^i  et  ^  haud 
negativia),  secundum  (58'),  habetur  lQ^)-^l(^^=K^i)* 
Eiiiide  conaequitiir»«  aequattoDem 

(ßV)   .  ^Qp^--^' 

noD  secns'ic  iatam 


(25)  G/=^' 


valere,  quoties  haud  negativa  ait  pars  reäiia  tpaina 
Neutiquam  vero,  dum  n^egativa  est  «  qaft  partem  realem, 
t  r^^e  eandem  patet  ez  eo  qnod  tall  in  eaaa  sit 

at  vero 

Nota*  Id  certe  constat,  quotiea  rata  sit  (61),  ipaam 
qQoque  obtinere  aeqn.  (25). 

Nflim  Semper  habetur 

s^d»,-!*)  Mcund.  (30), 


I 
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iilebqae  .  •   — ' 


b  *  • 


=^(ir),  quotles  rata  sit  ^1); 

quae  autem  ipsa  Diimqnam  non  =  \~^)         «econdum  (62).  . 

Colapb.  His  jam  de  logaritlkinis'  principalibus  qualitercnm-' 
que  peiacas  eonunooeve  4ewiumfjl»va^t^  .aeqiialiQiiein'Ul^' 

(62)   ....   /((j;))+^(ari))  +  ....  +  /((a:«))=/((^^i-^») 

,  <  .     j«  II  :  ♦  ,  .. 

ideoque  hanc  quoque  ipsam 

(88)  

nec  non,  in  speq^,  .>;      .^i  •< 

(m  

legitimas  qmbuscuniqup  ipsarum  x^r^,  r„  valoribas  (certe,  uti 

adsolet,  0  excepto)  permanere,  id  quod  revera  juxta  legem  (42) 
txp«riri  licebit  -  •  /•        «"i  -  "  ^  ■  ■ 

'  i'       "  r  '    / •  '  ■  '         '^i'd  .<'r,».j       iMT   •»  - 

Quid  in  Analysi  v^e^t  signum  Jd» 
a;  et  ^  quibus^ui^que  *). 

1.  Ex  parttbiis  Analyseos  piaecedeptibiis  jam  cOBgtrt :  l*')>giiaiM 
tifate  0?  qddibet  =«+  («  et  ^  realibns),  si  modo  fiierit  y 

realis,  Semper  haben  .  .   .   .      .   ,    .   (^  ^ 

.(64)-.,  (•+fv=^=#»ir??rf^r.?5Ä  • , ........ 

(seil,  —o,  dum  «  negativa  est;  älioquin  H- "  '*  **  '  • 
atque  2«)     positivä        y=:^  +  vV^     et  v  realibns),  haben 

(65)    ^V^sieif^^^^^—Qf'.e^f^y^^.  v  >  ii ' 

Quae  qaoniam  ambae  aequationes  m  unal^ji..|fenc  revera  coeunt 

nec  aliud  quodpiara  in  praecedeiitihus  Aiialyseo»  partibus  de  sisno 
illa  (T),  seil,  a^y  seu  (a-^ßV^)''^^'^^-^ ,  ftiit  statuttiih ;  jam  plane 
apparet  uon  solum  jure,  esse  licitum>  sed  re  ipsa  postuiatum,  ut 

•)  Uti  adsolet,  X  haud  z^to  esse  pulatur.  De  aiguo  (fi  viel,  notulam 
8n1>  pag.  388. 
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ab  hoc  inde  tei^pore  («x  analogia)  habeatur  aeqaatio  illa  (^iö) 
rata  e^t  universalis  definitio  sigiii  w'J  la  Anaiysi  Mathe- 
matica:   itaque,  ut  explicate  eloquamtu^: -  ' 

(660         (a  +  /SV^)/^*V"^=eC»**V"^)l(«W^). 

Praeterea  (66)  ista,  p68iti?&     q^bet  >  •  «uppeditat 

(67)  (±Q)y;=:ey^(±^), 

iiec  non,  ^  modulam  ipsius  x  denotaote» 

(68)  ....  .  .  '«»  «tt^>!f«iMr^i, 

prout  par^  rnäWii  ipt^ius  a;  haud  ue&rativa  est  aut  negativa. 

Badem  insuper  ex  aeqnatione  ((^),  quii>^)e  qu&  indicatur  «£r 
unus  es^e  ex  e-logarithmis  ipsius  ^r!',  .consequitur,  Ti  legis  iltiiis 
infra'aequat  (42')  expositäe»  aequationem  hancce 

m)  .  i .  .  .  ....  Ki^y))^e»i^-i-m)) 

^  et «  quibiiscumque  manere  legitimam.  Generalis  hajiisce  speciem 


2.  Iis  convenienter,  quae  jani  antea  diversis  ip^arum  sc  et  y 
posittonlbus  specialibus  fnenint  admissa,  quibuscumque  abhinc  x- 
et  y-valoribus  appellabitur  a-»  „prin  ei  pali  s  ipsa  y-potentia  *) 
qnantitatis  .r*',  ipsl  autem  }/  thmucii  cedet  „Exponentis."  Et 
quod  ad  idiuiuutu  putentiaram  priiici^jaliuni  (tatissimo  hoe  sensu  ac- 
ceptaram)  eanirnqne,  logaiithmoram  Qataraliaiii  praecipua  atHnet^ 
sequentes  hoc  loco  exponere  juvabit  leges  imnrersales,  quamin 
equidem  ditioni  (ot  per  se  patet)  subditae  sunt  speciales  eae ,  quae 
jam  in  pag.  400~4($3.  4()5, 410— 414  expositae  idiomritri  potcatm 
pcincipalium  £xponeQtibus  Donmsi  reaUbua.  exh^  ^.l-'. 

1<0  Aequaftio  illa  .'i-  .  s.;" 

(70)    .   .   .  ..  Ä»«9»..«aarM=:a«+s»+""+»i, 

numquam  non  valct,  ideoque  non  minus  aequaiio  * 

(^o-)  5f=*"-' 

atque  in  specte  haecce 

CO")  = 


*)  Nlliil  cquidem  impctlif,    ([tioiuimis   Anaiysi    ileni   vitullcctur  fii;:iiiuni 
i^isum  (Cjc))!/,  eliamsi  //  imagiuHiia  sit  (caclens,  ulcouslat,  ia  casibus  umiii«- 
bns  hoo  sigirain  tnit  accepttuu  ei  quidem  eo,  quem  indfcant  aet£n.  (35)  et  (9fi'), 
sensu).    Nildlominiui  tamtii,  donec  Anaiysi  fotflitan  uaui  cuidam  fore  -wldZ' 
bilur,  hoc  «igmiii  ft^yfnratwiMiim  (all  Iwptenas  n»^)  ces$«Fi  Uoeal« 
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^  Patet  hoc  quidm  ex  ipM  deinitiotie  (66)  una  tm  aeqe«  (3^). 

2^)   Quoties  aequatio  iila 

(71)  §(a»)^ifläf. 

obtineat,  taties  baec  etiam  rata  est  ae.qaa,^ia 

(72)  '  {iotßt^asmt,  , 

Nam  Semper  habetur 

.  {pcn)ui  aeeuud.  defiaitipnem  ((36)» 

ideoque 

ssflftffK»,  qooties  obtineat  (71)» 

quae  quidem  ipsa  eSfiS^^  numquam  npn  ^ayui  est»  secund.  defi- 
nitionem  (66). 

Quibusnam  au  tont  ra^sibus  legitima  sit  (71)»  ut  constet  aliqua- 
te^us»  id  javat  probari  valere  eam»  certe 

o)  quoties»  parte  reali  ipstus  :p  h and  negativ i»  quan* 

titas  iila  inf-^vl^  limitibus  ±2  ^^^^^  ezcedat»  nec 
neu 

6)  quoties,  parte  reali  ipsius  a:  negativä»  quaotitas 

I  n 

limit        haud  excedat 

Dcmonsfr.  Semper  equidem  ylj^  nniim  conficit  ex  ipsis 
quipjK!  quoniani  numquam  non  z=zey^  est.  Contendimus 
autem  hoc  loco  conticere  eam  ambobus,  de  quibus  agitur»  in  casi- 
bu8  principalem  ipsum  logarithmum  /(orv). 

Logantfamas  ipsins  als  principalis»  joxta  defimtionem»  est  . 

(73)  ....  .  /(aaf)=/(±Ä)-i-rV^^. 

Ii  ci  T  denotaiitilius  (^icut  in  aequ.  (56)  immutata  modo  fi  in  y), 
et  quidem,  ab  altera  parte» 

(74)  »£r=y[/(±,)+TV:^J. 

Quod  anteoii  sacuadum  (68),  habetur 

scilicet 

a  haud  negativa,  et  quidem 

=  (— ^)9  esf'V^s^J»*^^ .  e(^H^^K»+'^)V*^, 
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a  negativA;  proptma  priori  in  casii  obtioet 

ideoquc,  quoties  fir  +  v/^  limitibus  Ulis  haud  excedat»  secun- 
dum  (49)  habetur 

Ham) = ^9 — VT  -j-  (^T  +  vIq)  V — 1  =ylas  casds  liujuBce ; 
alqiie  in  posteriori  obfinet 

ideoque,  quotiea  f»(v«f  liisce  i:|^haiidexeiedat(ex'quocon* 

sequitar  eoso  partem  Ipsios  as  realem  haud  negativam}^  habetur 

Q.  E.  D. 

(• 

Quibusnam  praeterea  casibus  rata^sit  ista  aequatio  (71)  —  ideo- 
quc  etiam  (72)  —  id  (ubi  forte  sit  opus)  collatia  ioter  ae  aequatio- 
nibus  (73)  et  (74)  discer^i  U^ebit. 

Nota.  Ex  allatis  hoc  locio  patet«  quoties  obtineant  ambae 

totiea  hanc  qnoque  ratam  oi^e  aeqaationom 

(73)  (ay)yt  ==  (a*i)»: 

et  qaid^  rom  ita  ae  iuibere,  carte 

r 

a)  quotiea,  parte  reali  ipaius  x  haud  negativa,  quan'-' 
titatnm  illarnm  ^Lt-^-vi^  et  fH'i^+n^  neatra  limitiliua 

excedat,  atque  x 

b)  quoties,  negatlvA  Ipsius  st  parte  reali,  qnantita- 

TT 

tuiu  iL{t'i-7t)-i-vl^  et  it,i(t-\-n) ViIq  neuUa  ipsis 

r- 

acll.  ^  =  (iA  +  vV— 1, 

30)  Quoties  aequatio  illa 
(^)  ....  i(a;)-f>^^i)-f  ••»  +  /(^a)=:^^<asi»**^) 

■ 

obtinet,  toties  haec  etiam  rata  est  aequatio 
(76)  

t 


Digitized  by  Google 


Nam  Semper  hab«tiiii    IM.;     -       '  ;  -„^ 


I 


quoties  pKi^^ft^  quae  quideqi  ipitsa  Qttipqq^m  noQ  s^(jgtJh».^}s 
est.,  sonind.  clefinitionem  (66). 

De  ipsä  autem  legis  (58)  aiictoritate ,  quaiittimjlMMi  teinpore 
satis  esse  vidrfiir,  in  2^)  jara  pag.  411.  est  aUatuni. 

Sic  ex.  gr.  valet  aequatio  « 
pö')  ^   .  iOtxty  =  (^^|)!r. 

•  ■ 

certe  qaotieH  ,.  parfibus  reanhus  harum  a?  et  jpi  bapd  |iM|atbifL  mm 
ipsa  reaiis  producti        hauet  negativa  sit;  vec  Don  aeqoano' 

(tV^\  :  V ajBF(-^i)fÄ(-:x)!/,    ■  ' 

qaoties  positiva  fuerit     qu4  partem  realem« 

-i  i!>;  »^)».  Qm>tie«  a«quütiu  iiU  '  "       •  .  ,     »  . 

obtineatj  toties  haec  eti^on  rula  est.  aeqtiatk» 


'  •  ■ 


•••••• 


*  I 
# 

1  4. 


(Id  4uod  eadeiu  prorsus  ratiooe  ac  in  2®)  et  'S*^)  probatur).  De 
ipsft  autem  legis  (61)  auctoritate;  •  daantum  hoc  tempore  satts  esse 
yiff^t^^  i|i  3^)  jam  pag.  413.  est  allalwm. 

^  ,  Sic  ex,  t^r..  .valet  aequatio 
(77')    ......  Q'=ar-», 

i^uoties  haud  ne|jativa  «it  w  qwÄ  partem  nalt m.  JSiu  minus,  neu- 
tiquahi  valet,  msi  forte  y  reaiis  l'ucrit  ac  nimierice  integra  aut  0, 
id  qnod  reverft  facillimo  usque  oegotio  eAdem,  quem  in  pag.  403. 
secoti  fuinius,  vi:\  experiri  Iiceb|t  rattone  habitit  relationiim,  quas 
secain  fort  (67),  hamm: 

(67') ...  (-l)»=c'^»^^=:<j-»'^(CosfUJ+V^SinfiJP), 

(— l)r-!F=sr-^^ (C09^*3|?-.V^SiDf*«. 
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I 


-         -  'k  * 


(1)   •  ,  ,  Log»(ar). 

1.  Omnmm  primo  juvjibit,  quoci  proxirae  antecedentibus  iutimo 
conjunctum  est  nexu,  hoc  solvi 

Problem  fi.  In  venire  quaatitates  eas  z  univei^sas, 
quibus  conditioüi  hui.c      .        •         '  *  :  » 

(2)  .   .   .  .  6»=,(«+j?VrS  «ctta?  (bfO^fter)  ..\ 

flat  satis:  b  datam  deiiotante  qa&ntitatem  (0  atque  1 

exceptis)  *),  et  et  ^  reales  datns.- 

pefipii^JJK»;  j<iQI}Vf (2>  sie  licet  describi 

(20  e^  =  ar.         '  '  ■  * »'^"  "  ' 

ex  qun  patet  extemplo,  si  ftierit  a:  z^ro,  ntillam  omniiio  ex- 
sistere  uuaiititatem  (fUUap)  z,  quk  fiat  satis  proble- 
mat i.  ^*)- '         •  '  ..  'i^t.U    .jM.t  :iit(>M./ 

At  c  e  ter  o  q[]i i  Di ,^^)]9|^er  aequaliD  (3')  ;hmc  aeqaivalet»  secnnd. 
6.  4*  art.  1.,      '     ,  ' 

quä  igitnr  jpsä  in  c^enero  solutu^i  ost  prqljl^p^.;  .  . .. .  .-, 

Quantltatum,  quibub  aequatiooi  (2)  üat  satui,  unaquaeque  appel* 
labitur  „6-logarithmus  quidam  ipsius  a:**  nee  non  »toga- 


*)  .$i  forri  ^  — l;  CT  rclationc  ilU  Ä«-^«**,  i.  C  hcic  l»=:e»'<:^)i  patel 
mnc  forc  proi^üsiiuiu  ut  iuveftirculur  t^wamilalc^  S  uni^ersjie  cae,  «juitiu^  cqüi 
diUoui  Jli^rel  «all«  Iwic  /  » 

At  tf»Jis  (jiiai'piam  (_ut  ^la&e  apparel)  invciuri  uou  polest,  lUsi  .iuric  X:^l 
fuU««;  •  et  <iuideni  Mti«  tojic.fit  cpfi^ioal  propofitoe  X-f«l«)ceqiiomi«t«oaqM» 
mmy  £teiiim  quis  «st  i  qui  oon  -vidttat  niillam  omnino  essistere  quanüiu^ 
(finitam)  («     P  MaU|«)i-,       :  «iMilioiii  hnic  «w+^t^ssO 

fieret  »ati». 

••"■)  Oiuiii  ab&que  uegotio  ^uilct  Uanc  dcliiutiüiieni  ab  Iis,  t^uac  tu  parli- 
bu»  Analyscos  pcaecedentlbu«  de  tOcalmlo'  „Logari  tkmo**  statata  Bunt, 
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et  quidem  lormula  universalts  ea,  cruac  in  bb  cunctos  hos  coiiti- 
net  ipsius  a:  logaritbmos,  öigno  iUo  Logi((a:))  nec  iion  —  dum 
nulluni  adest  erroris  ex  suppressä  baseos  notulä  discrimen  —  leviori 
hoc  Log((:r))  *)  erit  iDtelugenda.  Itaque,  subjectä  qnldem  con- 
dltione  ut  ne  Bit  basis  ß  zero 


oec  unltiiÜB  (nec  ^=0)»  oabetur 

&>  '  hogtm)=^i 

ex  quä  patet,  cunctos  qaantitntls  cujusdam  6-logarith- 
mos  eo  modo  comparari  Heere»  ut  eoiAin  nnico  —  quem 
potissimnm  eiigi  piacverit  ^  addatür  - 

(4)  .  .  .  .  Ugm))=^==±^-^V^. 

i.  e.  addantnr  ancceesive  6-logarithnii  omnea  unitatia**). 

Praeterea^  ut  patet,  aequatio  (3)  suppeditat ' 

(30    Log»((*))==M?))+«^=Log»((«))  +  ^V^, 

9  denotante  (atli||d8olet). 

Nota.  Ex  aequ.  (3)  conäeqnitor«  fi  reali  quAlibet  (x  band 
aöro),  Semper  obtinere  \ 

(5)  .   .    /  .    .  . 

Nam  prius  hoc membmm  ^^^^^^^'^  est,  secnnd.  (66), 

•  '         •  •  i.  e.  =c^((*)),  secund.  (3), 

secund.  (45). 

2.  Dum  a  (pars  realis  ipslus  x)  positiva  est,  quo* 
Biam  tunc  Q  cooptori  licet  T=:Arctg— ,  aequatto  (3)  suppedital 

•(»)  •  Log,((a;y=ittÖL+!^^H=Los.((«))  +  sV:=5; 

*)  ItMqne  sigiiOTn  hoc  Loge((^))  iHi,  quo  aatea  usi  fuimns,  /((j"))  neqai- 
TaLet:    id  quod  practerca  aequatio  illa  (3)  proxime  insequeiis  commonstrat. 

Nam.  unuui  rccipe,  quem  potisslmum  valueris ,  ex  ^-lo^arithnus  iptiiu 
X'.  Sit  (breviter)  2(ar).  Qui  bnic  respond^i  tf-logarithmii»  ipsin«  X  notalA 
X{x)  signclur.  (Scilicet  reverA  ^-logarilhmis  quantitatis  IT  sttam  cnique  re- 
spotulcre  ^-lop;;iriihimim  ejutdem  J?,  i<I  ex  aequ.  (3)  plane  apparel).  Verhi« 
couvenieiiter  iu,  quae  ae^uaüoaent  (42^J  proxime  inse^uuntur,  haec  obtiaet 
mUtio 
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^1 

d«ik  u  negativa  eat,  qoMÜaB  tnw  t  WMijittai  lieet  t+9, 

m  Logt((x))=^«-v^)+^^^Log>((->))-f.aV^s 

atque^  dum  a=0  est,  una  valet  aeuue  ac  altera  iiequaüo,  quippe 
qaoniam  faoc  6  coopttfii  licet  ex  arbttrio  t  aeque  sc  r+n,  salvo 
eqnidem  pacto  illo  eolito. 

„Principali  ipslus  Logb((a:))  valore"  seu  „5-logarithmo 
quantitatis  .r  ]>rincipali"  ex  iis ,  qnns  in  se  continet  membrum 
posterius  aequationis  (o),  quantitatibus  eam  ipsam,  cui  Signum 

debetinr  jgp  intelligi.  javabit:  aeu  (alitor)  noicmn  es  6-logarithiiiUi 

eiim,  qui  principalf  itli  e^logarifbiilö  l(a!)  respondet  Hie  ipse 
est  cui  Signum  illud  Log&(«)  eeu  Log:r  erit  reservatom  %  Unde 
aeqnatio  nabetur  iata 

(7)  Log»(«)=J=i^Ä^EV3^l^^i,,^|V^, 

seil.  — dum  a  negaüva  eöi,  aüoquin         i'OC  noD,  in  Speele» 


(8) 


Praeterea  ex  verUa  aeqnationem  (3)  proxime  inaequentibus 
patet  haben  aiemper 

•    (9)    .  .   .    LogÄ((a:))  =  LogiCx)  +  Log  *((!)); 

sttqne  ex  aequ.  ip04  (7),  dum  a  negativa  est»  obtinere  ist^ 

(10)    LogÄ(Ä)  =  Log4(— ar)  +  Log6(— 1), 

nec  tarnen  seniper  alioquin. 

3.  QiiaestioTii  illi,  „quihnsnani  in  rasihus  realis^sit 
datae  cujusdam  quantitatis  logaritluiuKs  priuci palis", 
respousum  jam  facili  negotio  ab  aequatione  (7)  ferri  iicebit»  quippe 
quam  (7j>  denotantibns  \  .  .  > 

•>  Nosmpt  hoc  modo  delinilÄ  sigaiücaüoue  nolulac  ho^  if(x)  —  «^uibu»- 
cujaquc  ip»ius  £  atque  baaeo»  6  (praeter  0  et  1)  iralorilnw  —  rever*  «am, 
«rtfem  hmc  aigno  «triqae  harum  X  Ö  N  um  er  um  dcnotante  in  Elementis 
üan  Tindicarnnt ,  sensum  in  integro  reliquisse,  id  satis  patet  ex  «o  quod 
aeqnatio  (T)  in  hoc  casu  siugulari  identica  evadit.  Princlpalis  igitiir 
Ii^umeri  cujusdam  d-logarithmus,  dum  baais  ipsa  0  Numern» 
«at^  U  ipae  eat  wl in  Blemende  aomen  cessit  „d-logarithmus  Nnmerl,«« 
Et  miidem  „e-logari  tlunum  p  r  t  n  i  i  ]>  a  1 1  m"  delinilionis  jam  nünc 
«ceeptae  eam  ipH«m  cooficere  r[ii3ntilalem,  cui  in  Cap.  I.  praecedcnle  tribu- 
tum  fuii  hoc  uomen ,  id  rcverä  es  ipsft  patet  definili^MM.  Sf^miii  igitor 
Log  ei^y  liuic  ix  aeqaivftUt. 
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sie  licet  describi 


(7')  .  . 


(denomhmtore  sempef  finlto  Qftc  ==0)  ' 

'     '       T      i  ^         /g  +  tV^  /  •  ' 

a)  Patlf(\rielil»  ba«0M '     ^  .  ^)  Parte,r«iill  basv^t 
band  negatWft  negativi 

habetur       ««'••»  :    ' .      habetur        •  •  ■  =     ♦  • 


Log6(:r) 

realis  videticetiissoUsin  casibus, 
quibil3./i^p(uUtiQiü 


seu  baic 


(11)  .  .  .  /^=^^, 

fuerit  satisfactuni.  Ff  quidem  tali 
In  systemate  iinoquocjnp ,  cujus 
baseos  R  et  2'  cunditiüni  huic 
saftiftfaciant ,  haec  ipsa         v  ,  . 

realem  oonficit  Logft(;;r)  princi- 
palem..'  " 


Log  4(0:) 

__(A,  I  r\^)[iR-_(T^7t)V:r\] 

r.ealls  videlicet  Iis  solisin  cftsibus, 

seu  buic 

'        JJr=±:^»f:»,  .  .  1  (13) 

fuerit  satisfrictnm.  Et  quidem  tali 
in  syntuniate  unoquoij|ue,  cujus 
buseo8  H  et  T  couditioni .  huic 
S£^t^sfaciaiit,  haec  ipj»a  ,  ,\  <, , 

realem  conficit  Logi(a:)  priu- 

cipalem. 


Ex..  grJ  üniiati  systema  quodlibet  realem  suppedl* 
tat,  eundemque  =0,  logarithmum  JrTncipalem  (id  qwod 
jam  supra  aequatio  illa  (8)  ladicabat).    Aln  cuique  Numero  9 


atiücet  MHiper  (uti  »apra  «»t  monitttia»)  boiit  ipsa  6  liand  =::=  1  (aeeO)» 
ideo^e  id  Semper  qnanlilfia  finita  hand  =0,  csae  patalnr.  ( 
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ea  iala  realem  prfteb^nt  lop^aritlillMiln  pÜ^^lplAlera  sv* 
6teiiiftta«.qiii|^)if  titaaia  ipsa  ^Numeruf  aife  .u/»V,    "  ' 

Nam  posito  r=0,  copditio  illa  (11)  in  77q=0,  i.  e.  ^=0, 
abU  moi^io  R  indeterminato  relicto;  at  alteri  (13)  ^  quippe  (liiae 
(pos.  T=0)  in  (T-^n^igis^Oabit,  uiülo  modo  satisfieri pote«tv  auia 
D  haud  =1  est. 


Parte  reaii  ipsiaa  or  negativ^:  ' 


Log:*(d;)= 


Pärt«  ir«att  bai0«os 
jhaitil  a^gativA 

habetur 

IT 
>»«' 

II 


+ 

+. 

I 


h-tl 


realis  videlieet  i\a  golis  in  casi- 
Imu,  qaibiis  c«ii4itlöDl 

aeu  hui«! 

(Ifii)        1^+'^  =  ^«', 

satis  faerit  fiictnin.   Et  quidem 

taii  in  systemato  imoquoque,  ctijus 
baseos  Ä  et  7'  cnnditionl  httie 
satiafaciaat,  haec  ipsa 


•  6)  PBrte^eali.b«a«oW  ; 
hegatit& 

habetur 


t  • 


fi 


I  :  i' 


»9 


+ 

10 


3 


1 1. 1,  i'i 


realis  videlicet  iis  fiolLs  in  caäi- 
-bua,  quibaa  condltioni- 

seil  tiiite 

satia  fnerit  factain.  Et  qnidem 

taliiaaystemateunoqaofpie,  cujus 
baseos  R  et  T  conditiool  iiuic 
aatisfaciant^v  haec  ipaa 
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lHJBMT-\^n).(T'^)  ^^^^ 

realem  coiifidt  LogA(;r)  prioci- 
palem. 


realem  conficit  Log»(dr)  prind- 
palem. 

£x.  gr.  Quoniam,  positA  =  qaant.  negat*  ^0  (ideo^joe 
T=0)t  cooditionea  Ulae  (IS)  et  (17)  in 

(15').  t   .   .  w/i2=r/^  et  ff/Ä=(T+«)/e  •  .  .   .  (170 

abeoDt,  ladli  ezinde  patent  negofio  *)  Mijaentia: 

Qnantitati  negatiTae  — ^  (sive  sit  siv6  aliaqnae« 
piam)  realem  nulFum  aliud  praebet  logarithmum  priDci- 
palem  systenin  baseoa  realis,  quam  coi  basis  negativa 
est  ipsa  illa  quantitas  — q  (realis  iste  loiz;.  principalis 
=  1  est).  Systematum  vero  basi  imaginariae  superstruc- 
tornm  realem  ipai  logarithmum  principalem  auppe- 
dltat  id  unnmqnodque 

a)  culbasls,  quA  partem  realem  band  negatlTa,  cor- 
ditioni  aatiafaciat  hnlc 

V*«  /  

nee  non 

b)  cui  basis«  quä  partem  realem  negativa»  conditioni 
aatlsfaciat  hulc 

(LT)    .  .  .  •  .  S^zzzq^. 

Quantltatl  Igitnr  -^1  realem  ea  sela^  qnlbus  modnlua 
baaeoa  =1  ait,  «Tetemata  praebent  logarithmam  prin- 
clpalen:  horum  in  unoqaoque 

7t 


Log(-l)«  j»aot  ^— 


n  SalUDei:  1«)  FmIi*  coadUlooc»  UIm  (»O  et  (17')  tumhm 

in  7rlh=0,  i.  e.  J?s=l,  «beult;  —  S**)  Sin  vero  ^  «Üa  qnafifjuna  fMric 
qnanlit««  negntiva     f « 

tmio  J[)  cnnrlilioni  (15'}  uttllA  profücto  basi  reali  srtlisfieri  polest: 

uam,  posito  /=0,  cunditio  haec  (15')  iu  /if=0  (Ä=l)*abit, 
(^uae  (|niücin  haaia  ipsain  Oinippc  cui  in.  (15')  haud  negadY» 
cedere  pur»  reali»  pvtelar)  =1  pottoUi,  qnoj^  aatem  genn«  bft- 
eeos  }am  anlea  scmcl  omniiio  fuii  ahroCHium;  —  ideoque 'tiuK 
loco  ipsias  (15')  jure  licet  suhstitui  (I5"j; 

•I  qnidtia  i?)  comlitiuiü  (17')  satisficri  slUer  positione  ilU  7=0  (i.  e.  ba- 
seos  rcalis)  ne^uire,  ui&i  siinul  R—q  (i.  e.  baais  ip8a=—- ^) 
aMoaiatur,  patet  per  ac:  nee  non  licerc  loco  ipsias  (IT'}  sab- 
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est»  prottt  band  negativa  est  ant^egatWa  baaia  qnft  par 
tem  realem. 

Nota.    Praeterca  omnino  non  tatet  ex  aeqiiationibus  hisce 
(11)  ,  (13),  (15)  et  (17;  ferri  licere  rosponsijm  quaestioni  alteri  huic,  ^ 
ciijusnam  8irit  ireneris  qiiantitates,  quibus  realnuda-' 
tum  qiioddam  systema  suppeditet  logarithmum  prioci* 

pal  ein. 

4.  Quemadiiiodiiiu  basi  e,  secuntl.  (52)  iiniversamque  iilara  (f)6), 
siequoque  secund.  deüuitiooem  (7j  bcisi  cuilibet  6  habetur  in  genere*) 

(19)  \  1?"^"^^^^=^, 

eainqne  ab  causaam  (verbis  convenienter  aequationem  prozime 
insequentibus)  quemadmodum  basi  e,  aecmipd.  (58)  anlTeraaniqqe  illain 
(69)  y  sie  quoque  io  geoere 

(20)  ....   Log6((a:»))==.yLog6(ar)  +  Logj((l)). 

Et  quidem  de  cartorij^  priiicmalium  ex  systemate  quofibetcnm- 
que  logarithmorum  iitioinatiijns  id  rectä  ex  defiait  (7)  consequitar« 
quoties  ratae  sint  aequatiooes    .  '  . ' ; , 

lipc) + l{xi)^.„ .+/(:ri,)  =  l{xxi . .,.Xn) ,  l(x)  + 1(—  1)  =  /(—  x) , 

loHeiB  ^Wäete,  qaae  ex  iia  mutato  /  In  Lo^»  comparantur,  aequa- 
tionea.  \ 

.  ;  Denique  ex  ipaft  dcfinitieiie  (2)  pafet  tree  illas,  quae  in  pag.  414. 
commemoiabantur,  aequationes  omoi  abeque  exceptione  legitimas 
permanere,  etiamal  Ip  dow  haa  immutfo^^ir: 

i^<>§^(^*^>^)  +1^0S6(C^i))  +  JiiOg#((j;„))=LogA((a:j:i....a:,0), 
.   .    l^ogft((^i))— Log»((a:))  =  Lpg6^^^^^, 


zsafl  ficiuid.  (66). 


Theil  nL 
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NOTA  E. 


N  •  t  •  1. 

(Vid.    pag.  9IKkt) 

Ex  hiscc  jani  patet  lircrc  KTf^nuin  illnd  (ß^  — 1);^,  iibi  occurrat,  cx 
ai'bitrio  interpretari  per     p  r  i  ii  c  i  p  aleiu  äcparatae  illiuti  quantt- 

tatis  fiV^ — l  potcntiaoa''  aut  per  „limitem,  in  quem(a4-/^V  — ijß 
^  (o  positiva)  —  convergit  decrescente  a  indefinite**,  mi- 

nime  ▼ero  (fi  quälibet)  per  limitenif  in  i|iiein  (a-i-ßV^iy*  —  «  n-ega- 
tivA  —  eonvergit  decreMeate  vaiuro  iptins  a  numerico  indefinite»  certe 
dum  ß  nr^nth  a  rst :  qni  quidcin  lime«  noTietimna  (ut  enpra  monebatur 

in  »„Ob^erv.^^  paff.  393.)  eat  >  > 

Rt  vero  (ßV^y^i  dii^  :/?  niq;«tivn  e«t»  bfeviter  d^eCatel^ 

(Ä)     •   .   .   .     (v^t^^Cüs-^-VilSin^),  . 

qiianiin  alteraoi  ab  alteret  piai  forte  f$  Integra  nniaerice.  M$  II  Maofit, 
discrcpare  plane  iipparnt. 

Propterea .  ai  cui  nubiücum  placuerit  aigno  iilt  Xf^,  etiamai  X  ne- 
gativa faerlt  quii  paHbin  «fUlei«,  adoiiiMi  nötieneni  in  hoe  «Mm  nalyl- 

(—      (Co8/*r Sin  /ir) ,      ' ' 
haud^iatet  omniiHi  aporfere  eain  praposUioni  huic  „Ae^atio  tlla 

(C)  •  ;;.)(f+^4^^}i«==^(-ß)i"(Coe/*r-ft":=ISin/*T) 

numquam  non  ?alet,  dum  a  negativa  est"  nullam,  niai  qnaoibii 
ipsia  verbis      negativdiv  fkiit  expressa,  notionem  inteltigere  anbjectan. 

Sin  vero  do  {a-{-ßir—l)f*^  ee  negativ nihil  alind  «taCHi  lieeret,  qmn 

quid  in  ipso  etiam  limitn  0  (in  quem  a  illa  ne;i[atlva,  decrescente  Talore 
sim  ninnertro  indefinite,  tendit)  «ibi  constaret,  vel  potiiis  (iit  nperte  loqaa- 
mm):  &i  Analy>it  hoc  uti  signo  (a+/?V — 1).",  dum  a  negativa 
est,  liaud  alio  liceret  pacto,  nisi  quantitas,  cui  hoc  vindi- 
caretur  flignum,  decreecente  Talore  ipsius  «  nnmerico  inde- 
finite In  c  andern  ipsa  convcrj[^erct  lim  item  ac  ea  dem  am 
qnantitas,   cui,   dam  «  positive  est,    addictiim  fiierit  hoc 

Signum  a-{-ßV — 1;  profecto  inde  Cauchjanum,  necesse  est  conaogm- 


*)  Vid.  pag.  398*  praecedentsm« 
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ntar  coBillkni  lm|aa  sign!  xt^  pro  a  nrgativA  m  Analysi  plane  taUeiidi*), 
ettte  done«  pl^ciuttit  Ii««  «IgM  ^  ^uMopiam  dvaotaH  qwmliteliiai « ia 
fornnuU 

■ 

compreheiitanimt  ^oanim  (at  palat)  imicaique  forma  baecoe 

(<?)   •       .   .   •   .   ^(Coi^  +  t—iSin/i^), 

9  deBOtaale  imm  qp^mdam  reaiiam  conii«,  aaornin  Sin.  et  Ca^.  cen- 
dUiontnii  '  ' 

satMfuiaat  '*^). 


Gaacliy  (Exervit:«»  «le  MAthcm^tt.  T.  I.  |)a^.  2.  j  rem  liid  fere 
verbi$  expediendam  cnrftTil:  Admuimns  uo»  quid«p».]ioo  «igwam  quo 
breviler  «xprimatnr  quasliltttom  Ularam 

((O:»  =  4>A^  (Cos +  Sin ^r)  , 

'       \X  poftitivA  qua  pari«  realein}, 

ea ,  qua«  poaitioiii  il=0  la  dabe^;  b«'  e. 

Jam  vero  ei  cai  iiunpm  baa  ipso  «igno  dni^Lar  negativA  gaiidat  parte 
reali,  licerc  nti  vidaretur,  enm  quidem  ia  fiiiam  vt  bravilnr^  evprlmarator 
qaantitatam  '  '       '  , 


(Xx)y,  i.  «.  (in  boo  caaii)  pl»|:0Q^jH(rt^)4'^^Sbi^f4ir)]((l)Vi, 
ea,  qnae  posiiioai  illL  A=:0  in  ((l)>u  debeator,  b,  ^. 

«Mä=^.u (Cos -f  V  — l Sia/if) (Co8^-|-  ¥  —  iSin^^r)  j 

profectOt  nqnoniam  barum  utramqae  aeqnationnm  pro  X  tali» 
cai  pars  cedalrealis=0  atque  Coiffficiciia  ipsins  V  - — 1  n  p  ;^  r»  - 
liya,  8ibi  coastare  o  p  or  t «  r'^t "  ,  ^.q^pdeadiun  Uli  eaaet  neceste  deiio- 
tare  »iguain  ( — V — nou  soll 


mm 


fi  .  2  . 

8cd  ctiam 

qna  lamea  es  ambiguitntc,  ul  pntei ,  Aiuilyai^ftaue  i^na'^'grAve  .iAcaaT^-* 
nieul*«  accideret. 

0itsimalari  non  polest,  hoc  ,«qiioaiani  bemi^ ^utTamqae 

oporterct**  sufßiicntem  minime  ronntot«'  rationem  eigoi  29*»  doiil  X  naga* 
tiva  gaudet  parte  icali ,  ex  Analyst  pl.itif  lolieiuH. 

Huin«cemotli    ailcssc  ncrcssitaltni  ,    sitjuidcm  v/"  turiptriri  placeat  t  et 
f^^j  proul  pu&iiiva  est  aut  negativa  a,  jam  svpra  fuil  expet  ium.    At  alias 

88* 
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Qaandoquidem  Tefi»,  nt  üBmpon  nunc  sunt  Annlyaeotseverft,  ita  nihil 
.'öniaiao  ftd«it  fcricali,  ne,  m  ^vm  fürte  «latamt  9iifiiiifi«ii  «tgao 


forftan  arcus  ^uuspi  tiii  {f'  et  ^"  vel  potius  (ui  accurate  loquamur)  ö^'(a,ß) 
•t  ^(a,/^),  per  qao4  fiat  salb  coaditionibn«  Uli» 

(«)<•«  _ 
deprelieiuli  liceat  »ales,  qulbna  raua  vtddanlav  aaqoKtiODe« 

illa,  iiKj^uam,  pro  a  positi-vä,  baac  avt«m  pro  »  negalivd,  at<|ue  ambae 
'fnsnpet-  pto  a=sO,  i.'  a.' 

(y)  ....  (/5V:^>»:f  (yj?V^.tGo»^'.(0,^).f 

Qni ,  f»i  lalc»  fomlaii  exsisiaiii ,    arcu»        et        ita  ilemuui  comparali 
•int  necesse,  •ecuadum  ae«iualioae8  (/'),  ut  uon  solnm 


I 


Cw&'  (0 ,  ^=:Cos^"  (0,/?), 
aed  atiam,     realL  quälibet  ac  rationali» 

I  Sin^^'(0,/?)  =  Sin^"(0,^), 
ideoqae  ut  harom  utriijj^e,  differentiaram 

.         i  - 

altanitra  cedat  forniarnni  4z2kn  communia  (*  num.  integ.  0  inclus.);  quod 
a<iwdem  aliter  fieri  noirxiosse  apparet,  iiisi  irn  furrint  i^ti  d-  (fltfi)^t^(»jfi) 
comparati,  ut  pro  a=0  ia  pleaam  reducautur  idcatilateni 

i9)   .  ^'io,ß)=i^(o,iO* 

Cüiistat  aut«m  Rolos,  per  quos  satis  dcmum  ficri  possit  aequationibaa  (a), 
arcus  4f'(<it,tf)      ^"ip^iß)  compreh«jnsos  esse  in. 

'  t^TkKi  dum  «  posltiva  «at  änt  0, 
et 

T+sr+äÄV,  dttpi  a  negfitiva  ^t  aal  0, 
{^k  et  h'  num.  int.  0  incl. )  • 
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(»-l^/fV^^y*  —  ((t  ncgwtiVA)  —  tribriendutn  öW©  sensum/ injnnctnm  illi 
6Me  Tideatoir  «fficiuin»  nt-dlB  c^Dttnaatfoirä  hqjiMee  «ensA«  in  iptfll  etibm 


•CiL  ultOf  qno^  jp  T)|i«or(Sfna|/i        8ML  «xpotn^pns}  cMert^iQ  dt  t,  dorn 

ideo^e  mU»   ^pAbw  finm  ptttposituni  assequi  dcmim  iiocMt  an>iu^ 
ai  ^(a,fi)  in  hia  coatlneanlnrt'neceMe  tat,, 

<Jcnoianiihti$  jam  Ä  et  k'  iiumtrM  iuiccros  (Oincl.)  Cos,  quibus  accipti»  coa- 
ailioui  (d)  «ali«fM>iaat\^'(0,/f)  tl  ^(0,/?),  ^rae«tdcntilm8.dc4>ia,  Uli: 

i°)  ^'(0./?)=:i:|+a&fr,  ^"(0,^)  aal  =+|^  +  (2*;+l> 

i        (^sc^l.  «u}^)criuri lu^  aui  itifcrioribn»,  pruut  ^  jio.sitivH 

cäi  aut  negativa^ : 

qtiod  cr{ui(k'm  rcvcrä  tiovissimum  ile  A'  et  h'  reservatum  it\  rffirir,  iil  In  mi- 
norem coiitraliatur  nuniorus  iirciunu  \t'(tx,f?)  <t  aploruin  pfaeceden- 
dum:    itl  cjuml  jam  faciii  nci;olio  ^lerspiLi  iicehii. 

{^uo  ünem  jiropusiluni  assequi  üceat  accepli» 
tl 

^''(«,yJ)--=r+(2A+l>r, 

14  ctrte  requiritur,  vi  conditiouis  illiu«  (J),  »t  accipUtnr  ^ssil«  diim  ^ 
potitiv«  cat,  et  quidtm  ssii;— 1,  dam  /9  negaüvt  $  \ 

tum  ^}  qno  fintm  propositum  Mttqtii  lictat  acctplU 

id  carte  reqairitnr)  «t  atcipialar  A'ss:— Ar  (i.  e.  utraque  =0),  dum  poal«' 
tiva  ast^  tt  qaidtm  >l),  dum     negatlTa}  tt  aic  parto. 

Qaat  ai  jam  coUigantar,  txpertii  alqnt  dtiaetpa  tx  «goalnor  iUia  combU 
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iiniite  a  — 0  spondeat;  propterea  nec  sane  ect  timcndum ,  ne  .  quem  nobb 


'1 


*'f«./>)^<f-^2*jt,         j       j  ..:1' 


excliuljtntur  cae ,  fjuilmi  accpptis  ut  finem  propositum  ässeq^  Ikeret ,  id  foret 
re4uisituia  nt  acciperciur  h'  quarKiias  negativa  ;  perfacili  exindc  palebil  ac* 
(Olio  «aperesse,  tjuibus  £uejn  liimc  asseuui  iiteat,  nonniei  hasce : 

dorn     positiva  ««t: 


«Ut 


dorn  ^  .»«gatlTB  est : 


^  Qood  i^Mnr  sqU  Id  sunt  4^'-  el  ^jt^-valore»,  qyibns  rata«  demum  raddi 
possin  t  aequatioiies  (ß) ,  illa  (Imqaluil)  pr<f  «  posttivd ,  liaae  aat«m  pro  « 
negativ atqne  ambae  simnl  pro  a=0;  proplerea  snffieit, 

dum  «  poslciva  est« 

dum  a  negativa  est, 
^  ^    J  eooptart 

pvout  ^  po»itiva  est  aut  nogativa, 


vel  eliam 


dum  a  positiva  csl, 


cooplari  p^tCos/s(<^SA»)+V^8lii^«w8ibr)}, 
dum  a  negativa  ifef, 

^  ^    J  "       (a+^^Cri)/*  cooplari 

pM  [  C«»ji*[r  —  (2Arl=l>rJ4-  'r-::;^  Sin/»£^2Ä:}:i>rJ  | 
ptout     posiliva  est  ant  negativa, 

quo  cum  assequaiis  Ünem  ut,  quae  signo  lioc  (a-^ßiT — 1)/*  Ueuulata  fuil, 
qttantitaa..dAcr«eoente  valer«  ipsioii  «rnnmeUco  indefinite  ipsa  ia  emdem,  siv« 

po'üivu  fucrit  aive  negativa  ib,  tendat  limliem  :  et  qaideBS,((*^  facile  est  ex* 
per  tu)  nil  refert,  quemvis  potissimum  ipsi  k  tribueri»  numeri  intcgrl  (0  in- 
clus.)  valorem  — ;  nec  taiueu  ullU  omnioo  alii«  hnnc  asfictmi  licet  SCopunu 
(Acceplo  Ä=0  ambae,  ut  patei,  in  unam  co««ni  (ß')  et  (ß")}. 
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ambi<::niim  .^naly^I.^;  e  eontrario  emolnmenta,  qtmr  lior  signo  admiMo 
cnntingant  Anatysi,  totidem  certe  quot  excluao  iocommodo  perceoMri 


NiUiomiHus  ea  iiohis  permanct  immoia  seaiculia,  quae  sapra  in  coutextu 
dioebalar,  tollfiidiim  plane  M»e  (uli  placuil  Cauchy)  ex  Aualysi  signum 
illnd  STf^  pro  •  negaliyÄ,  »Iquidem  Awilysi  koc  nli  signo  tanc  (i.  e.  a  nc- 

galivH}  alio  non  licerpt  pnefn  ,  ni»i  quautitas,  cui  lioc  vijwJitarotur  ^^i^ninn. 
dccrcdcenie  valore  ipsius  a  nuiaerico  indefinite  ia  cundem  ipsa  cotivergprct 
limilcni  ac  ea  demtim  quanlitas «  cui,  dum  a  posUiva  cüt,  addictum  fuisAcl 
hoc  ilgnttm  Nam  aiv«  (/?')  admisMin  fnerit  sWe  (ß")  —  sola t,  ia* 

quam,  quibus  «(fmissis  quem  diximus  novissimc  fmem  assequi  dcmmn  liccnl  — ; 
in  aliud  quoddain  im  irlici  niajoris  saiic  iinpedi incnli  iacummudum :  accidit 
nempe  ut,  cui  (dum  a  ucgativa  est}  addictuui  fuit  tali  modo  («ignum  Xf^i 
quantitaa  decrasceat«  valore  iptlunfi  aumerieo  indefiaiia  in  dU 
vcrAüs  ipsa  teudat  duos  limites,  prout  ex  plagA  potitiTä  ant  uegutivä  ia  0  con- 
tcnderit  hacc  ß:  adeo  ut  (>1  Name  mm  dettotaate}»  ei  forte  (ß'y  admiUi 
placu£ril,  couiodendum  forei 

( — aigaificare  aoa  »olam 

JU*  iCot^fin + VITTSiB  2&/t7r)  (Co.  /^jr  +         Sin/wr) , 

aed  ati<im 

ilf>(GoeaVr+         SinSÜ/mXGos  fut-^iT^  Sin  fin) , 

qnippc  qtiarum  altera  limi fem  conficit,  in  {fnem  convergcntc  ß  posili^fl  in 

0,  nllcra  in  quem  convcrgcutc  ß  aegativA  iuO,  tendit  ipsa  ( — A-^ ß^^—*  l)*" 
ex  furuiulA  (ß'y  definlta;  et  quidcm  ai  potius  placaerit  (ß")  admilti,  ejus- 
«lem'plaae  geaeri«  Ineommodam  adforel. 

Quod  qiioniam  incommodutn  ,    ut  plane  apparct,  majoris  admodom  aat 
impeiUmeati  quam  priui  iUud,  ex  «ccept&  definilione  isla 

a?j»e=  (+      (Co« /tt-i-         Sin  fit) 
proul  a  liaad  negativa  est  aut  uegativa 

oriundndB proptttrea  nos  hanc  ^uidem  ipida         et  praeferendam  puta* 

vim'i**,  opinati  praeterea  nec  injunctum  nobis  e.s^e  officium  nec  vcniam  qui- 
«iem  datam  ex  Analysi ,  ob  iudicntuiu  (aI  ita  demuiu  vocabilnr)  iucommodum, 
aigni  Xf*  pro  •  negatiTa  tollend!« 

Quae  beio  jam  allata  «uut,  ea  coalluuat  omnia,  qaae  de  aigni»  X9 
et  I^og  hix")  In  Aetia  Acad.  Seient.  filockbolm.  et  qnidem  Dtaeeriatione  titnli 

praecedenlibtt»  »uprrsrrijiti  refcrenda    nos  quidcm  curavimus.     Quae  in  hao. 
Dissen,  occurrunt  caetera  noa  niai  aigaa  iUa  Sia^i;  et  Coa^i  Arcaiuj;  et  Are- 
coa;r  apectant. 
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Postscriplum. 


Anno  jmii  priicccdente  1846  vix  diias  pnrtcs  provecto ,  noDdam  in  'finent 
pcidiirto  ne^otio  typis  Snecanis  expriniendae  (in  Afctis  Aenil.  -Scieiit. 
Stockliolm.)  Disscrtationis,  cujus  ea,  quae  h  l*  T.ntinp  mdditu  sunt,  par- 
teni  ex|>l<;nt  niajoreni  —  (praeterlapsa  (juidem  post  reciliitiiin  ii\  Acadeinia 
üiKHertatiuncin  anui  nnma  spatio)  — ,  iniruni  id  mihi  contigit  gaudii  ac 
Tolnptatis,  ut  popnlaris  qntdaiA,  Parlsilt  enni  Caachy  ip«i  coltitcatnt, 
redux  inde  niandatis  ronvenienter,  quac  «ilii  ab  eo  data  fucrant ')  ,  rcrtio- 
rf'iti  ine  fecerit,  qnod  princeps  ille  Gconutra  vis  bene  praet(*rlap^;i»  ifva- 
pore  iia«  ipsas  Anaiyseos  partes  retracttiiuias  ad^ressus  sig^noruiu  iiuor- 
dicti»,  quornmin  praecedentibns  (pa<;.  383.  et 384.)  facta  erat 
mentio,  h  au  d  c|  u  aqu  am  opus  esse  Analysi,  ipse  quidem  jam 
fuerat  expertus.  iMense  dcmum  Decembris  vi\duin  elapso  pcr^criptU 
jam  fere  omnibus,  qnae  huic  „poatscripto''  prdecedant,  schedulas  ac- 
cepi  extroma«  Tomi  IUI  operi«  praeelari  «^ISxercices  d'Analyae  et 
de  p h  y  s.  m a t b  ^ m a t i q  u e qaibns  C a u cb y  perilL  rem  suo  modo 
tractatam  in  infMlinfn  profVrendaro  cnravit.  ;  Quibii«*  ex  scbedulis  quuni 
comperi  noa  omitibus  oiunino  numeris  congruere  definitiones,  nuvas  iiias 
quidem,  Caaehyaoa«  cnin  meto:  at  plnriiniini  taniiiii  referat,  ut  Anaiy- 
•eof  inter  onltores  de  rebus  hujusce  natnrae,  ipoio  fnquam  qnibus  inaita* 
tur  aediücinm  Anaijseoa  fundaracntit ,  peifertc  conveniat;  non  possum 
quin  brevUer  beic  praecipua,  quae  discrepantiaui  istam  coiisCituunt,  mo- 
menta  exponam,  sperans  fore  ut  rem  demum  accurate  explicatam  raaol- 
feotamqae  eo  redditam  perfiicili  tundein  n^gotio  dirimi  in  senipitefaiini 
lioaat.  * 

QuA  tarnen  in  expQsitione . 0>f|  i^cei)  di^di^u  lio,  quae  si/^na  illa  21 
et  Log  spectatit,  boc  lono  propostti«  panea  ,  quae  de  si<rnf«  illis  Arc- 
BinX  et  Arccosar  deiiniendis  adniuiiere  voluerim,  in  aliud  tcmpu«  —  quo 
Bempe  data  niihi  fu^rlt  occt^sio  caetera»  Diosertationio  meae  partes,  La- 
tbii  quidem  redditao  hfaic  »^ArqMtö«*  offerendi  —  difiTdlfö'^; 

I      irll'.  TT  1  i-|  j  '  ,*      •  ''m    .  I     .  . 

Quorum  viilclicet  mandalorum  ansarn  dcderat  Nofa  qtiac<iani  infra 
png.  12.  Commeiitationi»  nostrae  cujut»daiii  litalo  „Doctrluae  seriirujn 
infiiiit  BzerciValiones,  P.  lata**  sulMicripttfe ,  ''cvfus  panllo^'iinl«  ptt- 
lusttaadae  copia  lllu^lr.  Cauchj  dala  fuerat.  QuA  quid  ein  in  Nota  no«  ohi- 
ter  ea  .  quao  in  Dissertalioiie  praiescoti  si^na  itlä  ^Tlf  et  XiO$>(«r}  spiUtaDl, 
paui-is  iudicata  fcceramus. 

*')  Hoc  tarnen  loco  uoii  possum  quin  obiter  admoueain  laborare  Jianc 
partcm  Couimi>n(atiouis  Caucliyanac  et  quidcni  nomiuatini  pug.  385.  graviori 
qnodam  calami  lapftu.  Scilicet  (|uoniüm,  dam  t=zO  alque  S  numerlce  ^1 
j>onuiilur,  fornmla  i!l  i  S  in  \/S^  (ncc  scmper,  iiti  loct»  <it.  contendit  Illustr. 
Auctur ,  in  s)  alilt ,  exinde  cuusequitur  loco  formalae  (ST)  sobalilni  oporlere 
mcmutalülem  istam 
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'  -Dan  Imf  eo:  r«s' wlitar,  ut  determmetury  >  cainam  potisttnntm  «k 
ft^^pBkÜU  '{ji  krtall)  qmmtitatis  illl««  drO^a-f^'^t^—l)  iDnomeru  hwce 

[0  hoc  loco,  siilvis  tnliimmodo  ainbnbiis  illis  (^i^^ßlZ'ß^ ->  indetermi- 

nHto  relictoj  sin<;ui<irc  cedat  sigiuuii  nec  mm  —  uti  nobi«  quidem  vUuiu 
fuit  —  noraen  /^-p o ten  tia  principali« "  ;  ex  prsaeedvbtlbtfir 
equideiii  Analyseos  partibtt«  arbitrito  Wffit  relicte  eat  1^  feota^  ■  •!  mMtf" 
ite  definiatar  haec  aoti« 

i  .  .      /  ........ 

(j^}fi^i\t^  daliitam  iptam  tf-Tal^rem  deaotante),  ai, 

.  "  1^  pro  X  ='Naiuerti       \n  M*-  ipsam  £IeroenturuiQ  . 

atqn»,  '  * 

..  2)  pro  I  "^^7"*  I  '  i»X-l>*  ^ 

fpducatiir  hoc  menibrnm  jmsteriiis  (Jf).  Admonere  heic-  j»ivfit  amhaljus 
hU  rite  «aiisfieri  conditiouibii^,  sive  üauchjaiia  (nova  illa  quidcm)  sive 
nostra  eooptetur  detenniaHtio  Ipottt«  etf-^idea|i  maltia  praeterea,  quin 
imiBO  iDaamerit«  aliit  ipsiu«  ^  detetaiiaandi  modia  ita  fleri  powe* 

Sin  vero  ad  ea  timal,  qnae  sequentibut  Analyaeos  partii»tti  Ihinra 

«int  congectaria  cx  hac  defiiiitione,  advertitur  aniiuii«;  priraam  id  qui- 
denr  sese  oflFert  o|)f!»iHfnni ,    ut  qiiue  demura  cooptnta  fucrit  qnnntitns  {b) 

seil  (o -f-/?V^ —»1)1«  tatem  confeotura  sit  ipsanim  a  et  ß  fimctionem,  ein 
nuHa  afxidat,  variutis  licet  a  ttt  ß  .quomudocumque,  solutio  coniinuitatis, 
qnaeqnae  «it  fort«  qoantita«  reali«.  Talem  vero  nnllnm  (Omatno  lave^ 
niri  posse  ^-valorem,  cujus  beneficio  compotes  hnjosce  voti  fiamit«,  id 
ut  rationibus  natnrae  rei  dcbitis  universis  ar^ni  quidcm  Üceat,  tarnen  ui 
pracsenti  sequei^tia,  solqniinodu ,  eaderaqiie  ut  ppr  &e  luuu^usta  ita  ail  rani 
dirimendam  prae  ceteri«  idonea,  singulaHa  attnii«««  argumenta  «ufnciet. 

'Yalorein.  i|isin«^  si  qiti«  'teaietat,  c^jus  beneficia  compotes  aoa 
fieri  Iteoofetbiit»  jao»^  näne^eiiinien^orafi-,  dapKot  huie  (ut|  jam  ioBslaBU 
prartf  riiiUtaiun«)  «atiafieere  oportebit  conditioni  ut  (A  et  iP  Numero« 

deuotaatibus) 

\°)  a/>  crtih^unis  ambabaa^is  (a4.BV^^)ß  fiitura  sit 
lime«'decrc«cißh^^t«  ^  in  0  indefinite,,  atqae  '    '  ' 

2«)  ifiV^y»  eommnnif  ambabu«  hi«  (Ji/t-f /$V^)/«fatar« 
sit  lime«  deereacente  A  iii'O  i^llefinite^i 

■  Verumcnimvcro  in  .,]Vota  I"  Jam  pruxime  praecedente  evidenter  no« 
qnideni'pMbairinifWi'eo^  quo  «olo  flnem  lilam  S^)  aeaequi  Ueeat^  modo 
ipsius  i9>' determinandi  altoruni  illura  1")  •^  catte«  negativd  ->*|noa  ipo««a 
attiogi.    Id  quod  reverd  «officit,  ut  plane  apparet 

Quod  Hl,  utl  jam  nunc  cnnstat  perfecte,  flrri  non  potest  ut  talern  iu- 
vt'niri  lirrfit  />•  -  viiloreni .  cujus  beneficio  couipotes  quod  supra  diximiia 
voll  ünmun  y  id  Uciucup&  s#<tc  !pi;i^cb«t  optaudum,  ut  ^  talis  .^conp^tiir, 
q^o,aU  Arn  triam  sperte  propofitaram  illomm.  19^,  {«t  a<>).,attingl;  ll^pal, 
quippe  qnaniam  ne  haec  qmdam  mnJfo  aivnl  eooiequl  ,wUa•.laodQ,i^o^(- 
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ri«.  Alti  utram  ^otitsimsmi^  Tali  de  r«  ne  uilttm  quidew  hoo^^m- 
pore  iretictuiH  eti«  l«€iila  dnbitandi, .  ^  jore  «oliI«  Itcitan^  eiae  cmtok' 
dere  videtar.  Etenim  qnis  est,  eoi  non  sit  pertaasain  Analyst  long« 
mojora  profectura  esse  eatolimuMifai.  ei  tali  iiHi(iti|tiooe,  qad  beeat  na- 
lern  (plerumqae)  illam 


ceii0<en  Ifmiteni  aiuburum  (a^5V^— coranmnem,  quam  qoae  iUl  fmto 
Goatiogaot  tix  venu|  imagiaariam  (longe  plerumque) 

€8n«endi  limltem  ambaram  CJ:^4-'^V^>u?  *) 

Qnld  pinra?  tn  hoe  teni«ii  ipso  raametitum  vcriitnr  dflferoBCiae  later 

Caurhyanam  nostramqne  valoris  de4crininandi  rationcra  ,  quod  nrrapc 
nostra  adnilssil  definitione  ipstns  Tf*  propnsitum  illud  1*^) 
attin^atur,  Cauchjy^anä  Tero  non  attingatur:  id  quod,  heie 
nanmi  momeati  rom,  jam  pancia  esplicare  «oaaSiflrar. 

A)  Kobis,  prout  a  poaitiva  aut  aegatlva,  erat  (ß  reali  qadlibeO 

I 

^  ^ud  patet  extemplo 

conficere  lünUein,  in  quem  tendit  (a-^^V  — 1)M  convei^ente  ß  (positivd 
aa  «agaCiYd,  ail  reiert)  ia  0  iadeftiiCe.  '  -f 

;   0)  Canebyaad  ex  definitione  babetar  .  i 

denotante  unievm  ex  Argumentis  $  iptlna  «-f^V— l  idy  quod 
liaiilllbiia  -|^ar  atqtta  (eaalttai^a)  «««ir  cantinelar;  ideoqna 


*)  .Sic  (}aacKy  ip«e  (pag,  375.  operis  cit.  „Exerci^es  etc.'')  talem 
ipaiat  &  delonniaaadi  raüo^att  repadiavit,  ex  quA  profe«laram  id  eaaat 
ineomaiedi  (imrbaBk  refaro  ipaina  Auctofia  LaUaa  qoidam  raddilnin),  «t 

1 

•  ■ 

0^,  dam  a  posilira  est, 

aomaradb  noa  craderat  aaibaram  (a+BiT Umea.  Bo  nagia  miror,  quid 
rft  qaod  Caacby  hoe  ipso  taüporU  moiBento  talem  hujaa  ^  deiaradBaBdi 
ratiouem  propoaaarU  adoiittaitdain-,  ax  qnit  aaeaaae  id  ooaaeqaatna  laama- 

modi,  ut 

af*i  dam  a  negativa  esi,  - 

commuaem  non  ceaseri  liceat  ambaram  (« j^iffV — limitem:  quam  tamen, 
et  qaidant  aeatvaa  dalbdtiOBia  beneficio ,  ambo  abaiul  ivitari  lieet  incottmoda» 
id  qaod  j^raatarea  paaab  laoK  infra  patabit  Torbia* 
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.dum  a  pusitivtt  z^A  est,  haltetur  i6|':;^4^ctg^  =r,  ^  reali  qua- 


iiU«que  ex  hac  etiam  definitiooe  lime«  e«t  anibarnm  (>1 + V/''  •  ^  —  l)'* 
«•KpBfnb,  deent#Mlite  Talore  iptiii«  /9  irnmerieo  fiiO  Mcfloite; 


'  a  • 

dum  vero  a  negativa  =  —  A  c«t,  liabetur 

fÖ-zrArctg-^-f-Ar^r-l-Tr ,  dum  ^  haut!  oegatiya  «at, 

.  '  ♦  .      •'  •  ' 

,.        s=~(ir-^ilretg-r^)3s:V'— 0r»  dum  ^  negaliva» 
unde,  •eeondum  (ß) ,  • 

pfoiM  ß  haud  negadva  effr  aat  i^gfttlv«« 

ideoqae  C^il)^  *)  ex  hac  definitione  Iptioa  («-f-jfV — \y*  limitcm  cqui- 
ilem  ccnseri  licet  ipsius  (— i4-|-/SV^y«  C0nT«lge&to  ^  poaHivA  lB  0, 
luinime  vero     negativa  in  0  convergente. 

Observ»   Reverd  Caocliy  Yioc  modo  ipsi       eam  Ipsnm  ,  quke  in 

JpNsime  praecedeate  ocnrrit,  defiuitionem  (/!?') 
pro  ArzO  [seil ,  qua«  idäm  vilet,  (ß")  pro  Ass  0] ,  i.  e. 

a  poflitivä  (O  ioclnaLTe) 

•  ■  -  *       r      •  » 

*  Bf 

»  negativ^  (0  iuclus.) 

(«+/H^^)A«==p^[Co«^(rdb^HV^SIn^(t4:nr)J, 
prout  ^  po«itiva  eit  au^  negativa, 

admisit»  co  tarnen  insaper  adjecto  posteriori  huic  aeqiia- 
üoni  rencrvato  —  quo  scilieet  praetermisso  anceps  pl^rum- 
quo  evaderet  definiüo  ip«iai  (»  ni^tivd)  nt  m  iegem 
illam 


dam  ß  nagat  est 


» 


*)  Obiier  adntoaere  Unc  loco  javat,  dafimdoaem  ipsios  0— Canchja* 
haucce 

^^j|)Mssii!«(Cot/MrHhV'^6ia|i«)=3ilM«(«-l>t 

cum  nostra  omnimodo  convenire.  (Qu&  de  re  -vad«  qaae  ia  nota  iafifa  pag.  399 
praaceA.  allala  «uitt) 
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in  ipso  etiam  limite  /?r=rO  ratam  censcri  Ileeat.  Cauchy 
igitur  posteriori« '  quam  dixiroa«  aequationis  lo<^  reverä 
hanc  cooptayit : 

pront  ß  haiid  negativa  e»i  aot  nega(. 

Ex  quibus  —  eoram  vi  ipsorum  ,  quae  in  Nota  üln  I.  prae- 
i      I  .  .   •  [  cedente  «llala  :«HBt  <^  rectd  et  qtiidem  uinoi  absque  t:xpli-' 
.  rüBtiMi«  iitteriQiii:.p«r8|iieitar<Ca«:diy  dtinitione  •■i'-fM- 

Sositnni  i|lud  „2") 'S  altero  1*^) ''  amisso,  attiag«re. 
fostra  ^rörsas  in  contrarium  tuiit  ratio  ret  gerendae. 

Quae  cnm  ita  sint.  nobis  cerle  —  qaippc  quihns  (uti  supra  dictum 
est)  nihil  omiiinu  stijjcressc  vidcatiir  diilili ,  quin  quisquc  re  satis  acciirate 
cxaniiiittta  taleai,  qua  pruposituui  iliud  1"}'^  attin^atur,  institationem 
long;«  «it  praeoptatnras  tali,  qud  atteram  illud  „2**)*',  qoandoquidein 
non  aiiibo  simul  attin^t-ie  ullo  modo  liceat,  —  nobis  (  inquain)  Cauchy 
Tideutur ,  ncress«  enf ,  inciiriae  cnjuMdam  riilpu  nec  re  satis  liene  explo- 
ratd  in  eam,  quam  mudu  dtximus,  definiendi  rationeui  inciciisse« 

Pauca  haec  tandetn  addere  juvat  verba.  S!  qn!«  |»rte  nnieatey  •an- 
domque  Cauchyanae  iiti  {d)  analogani^  malacvit  foromlam  ioco  ainba- 
rum  deilnitiooia. no«trae  af qjiaUo|ii^if .^h^rai^       -M  -l  iV  |  : 

ia-^ßi'Z:^)^  d=  (4:(>))tfilC68/ir+ V^SIn>r), 


Key 


•  •  /  (•■'  •    •  t  alque  s=  ^jU'[Ce8/i(t4-wj-|-V— 1  Sin/*(T-|-jr)J,  dum  a  negativa, 

«ubatitoendam ;  nil  sane  iniyedll;^  qmQnM<it|a«<iptatii  pUna  aobToniatar  aub* 
■titatd  eqaidem  hac  aold: 

&  denotante  nnicuni  ex  Argumeotis  6  ipsius  a.-{-§  1  i d ,  q u o d 
liIpit|lt^4 -hfac^  ;  .    1  ^  MV -^}'*-»- ■  \\ 

— —  JT  atque  (exelnaiTe)  ^  +  jr  *) 

Qon tiae tnr,  qa|ppe  qt^niaiu  arcus  ilie  t  in  priori  aeqaat.  ipsis  J^-— 

band  ezcedere,  in  poateriori  anCcm  lotra  hos  limitea  ±~  (qnomaiD  ined 
«=!sÖ'%a«d  occnrril)  ^incIasna^'cens<etiBr. 


*)  Proposuimas  igilnr  reyerft  nos  quidem  arenm  tp  (vid«  *pa]B;.  875«  ope- 

ris  cit.  ,,Excrcices  etc.'*)  coop(andiifii  ;nec  jr  fqncm  C  n  ü  rli  y  rcimdiavil) 
uec  0  (quem  proposuit  ilie  aduiitleadum) »  »ed  ipsum  iUuü  medium  Arith-. 
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Tum  quod  ad  dTfferrntbm  intcr  C'auchyaunni  nostramqne  definftioBMiL 

*  ♦  ■ 


attlnrt,  aaaloga  ea  est  (nee  innpTntito  ift  qiiidem}  {niieGedeiiU,  q'aiiif  dtifi- 
oitioues  Ulas  „potenttae  principaiis*'- 


gpecCaltyat.    »     •  =■  -       -  •  .   *,  '     r   •  •  •  . 

'■('(      • '  /(a),  .sive  pfMitiva  tat  «tve  negat,  a,  ' 

,  '  '        ,    •  •'        •      ..>'.•»•'..■■  »j 

coiniDunia  evudat  times  amboruin  i(ajh B^T — 1)  deci,'tescentei^  in  0  ind^ft- 
nile;  attameii  .hone 

limitem  eqaideni  teraper  ipaiua  V — I),  decrMcente  X  in  0  indefioile, 

nec  tarnen  aenper  (aoil.  aiigaüfir'iwil  licet)  ipaint  i(^^A'^V^^  oen- 
•cri  licebit. 

£  contrario  CnuchyanA  dofinitione  id  ncddit  incomniodiy  nt 


commiineiii  non  oemper  (acii«  »  negntiyA  =— i4  hnnd  teniper  lieebil)  cea- 

•eri  liceat  amborum  /((»j;^  •"0  Hmitera  decreMwnle  in  0  indcAnite;  — 
nttauien  bic  /  / 1,1  j^^ 

/(/9t — 1))  «ive  jiositiva  ait  aive  nont. 

'^CSi^-       H^»:.'      'Iii'  -         -IthSo  J 

conunnnla  eradit  iimet^awi^ijpM^i4^i4r^>V^  -4  in  0  inde- 

Fraeierea  noatrüm  utriqae  t^J^,efi  ^aecce  relatio 
/(— ^) — + /([— 1 ) = /i + ,i>V*^: 


Denique  de  diü'erentia  iotei*  Caucliyanam  defio^tionem  nosträingue  aig- 
oamin  uHtteaaliMm  hmni   

j:*  et  Log;ft(;r>  '   .      '  ' 

C^,  Pf  fi  qQanti^tibiia  i|aibaaeiimqae»  naßbai  ^«fqüe'ac  Unaghm^,y  . 

nulld  aanfe  pott  haec  opna  eit  ueflHcalÄtfne  ali4  qüm  bdc  generali,  qdofl 
naattAlii  4(lnfaa  otfoptalM  iaavial  4efii^tiOBea  ilMe  i.  / 

...  ■  .        >..'•  •   \      '  •  .j 

Quo  «ciÜMlt  tx  feclii  paCel  oinnlnQ  diffbrenlianiK  de  q|id  .f|aafriC|ir,.  H 
afU,(€«Ji|i.  aapnr  in9a^oaf«|.f«diaM>  diffetwili.  Iiilar  IBams^jai^  det- 
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nitionem  nostrainqiie  ipsoram  /(jr)  et  ^^},  x  vi  ö  iiua^iiii»iia  negativa- 
ram  equidein  partium  reftltum,  p«iidere.  ^uare,  ni  umquani  eo  pervea- 
tmn  fiierit,  nt  de  principata  alteratrios  nodli  horam  /(ap)  et/(^)  defini«»- 
doruin  conTeniat,  eodem  drmum  tenipons  moraento,  uter  potissimuni 
generalibug  illis  XU  ei  hogk(fC)  re«ervata«  permaoeat  «eosua«  infter  Geo- 


IllotlriMinio  Canchy,  «i  ei  placoerit  taam  ipe!iie  poel  haee  jfmmm" 

tiare  Bcntentiaiu ,  huju«  aevi  Geqmetrae  aeqne  ac  Tenturi  plarimam  ae 
debere  certissime  confitebuntiir.  Qaod  ad  no«  aUinet,  tantü  jam  dadam 
imbuti  sumus  assuetiidine  explicationia  appd  Cauchy  in  rebus  dabiu 
petendae  aeeipteodaeque,  ut  penuaattin  nebi«  hoc  quoque  tempore  bsiieffe 
videamnr,  fore  ut  brevi  Ule  quideniv  ISfeemetm*  «ccept«  qnod.  dmiwii 
beueficio  obligatee  tibi  «il  deviactaroa. 


■tii 


Heber  die  nektiflkation  und  Cluadra^ 

tiir  der  Torolde. 

Von  dem 

Henp,  J><^ctor  J«  Dienger, 

Ldiffer  an  der  höliereii  Bfirgemhale  an  Sudieun  bei  Heidelbeig'. 


Die  in  Archiv  Tbl.  VIII.  S  37n  ff  befrachtete  Kiwvp  bo^jtefat 
wesentlich  aus  zwei  Kurven,  rine,  welche  ich  die  äussere,  die 
andere,  die  ich  die  innere  Turoide  nennen  will.    Für  die  erstere 

feiten  jp  <len  Gleicbuujgea  (17)  .des  erwül^nteii  Aufsatzes  die  obern 
leicheh«  filr  die  andere  idie  iih1»lrb.    Ich  betrachte  hier  bloss  die 
dffK-%^0>  K^urven.  denn  die  andere  hatf  je  »nach  der.  Gr&sse 
von  k,  ganz  andere  Gestalten,  indem  ^  wie  man  durch  Unter* 
sachung  findet       sie  Rücklcehr-  und  Doppelpunlcte  haben  kann, 

der  ftnssem  aber  gleieljr^,  wenn  it'^-^,*  Jedloch-  auch  nur  alsdann. 

In  eine  spezielle  Untersuchuns  der  einzelnen  Gestalten  will  ich 
hier  nicht  ehigehes«  da  dieselbe  iat  Gänsen  nicht  sefaivef 'fit»  aneh 
eil  sieh  hl^  fensOglich  im  fUfcHihatibn  nhd  Qitadratnr  handilii  soll* 
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Die  liassere  Toroide  int  eine  vollkontmeii  geschlossene  Figur, 
die  sich  in  die  ^er  Koordinatenwinkel  vollkommeo  svmmetrisch 
vertheilt,  so  dass,  wenn  man  das  ganze  System  um  die  Axe  der 
0?  dreht,  die  Knrventheile  sich  decken»  und  eben  so,  wenn  man 
es  um  die  .\xe  der  y  dreht  £8  genügt  also  den  Quadranten  im 
Koordinatenwinkel  der  posifTven  i:ti<1  y  zu  Jirfrachten.  Dieser 
Quadrant  «:pbt  durrl»  die  Axe  der  im  Punkte  a;  =  a-\  k,  ;?/  — 0, 
und  durch  die.Axt^  der  y  im  Punkte  ^ssOi  ^s:i{f-{-k,  sonst  trifft 
er  keine  der  Ax'eu  mehr.  "  \ 

Setzt'  man-  in  den  Gleichungen  (IT)  a.  a.  O.  oti  =acos^ 
fft^bmlxkU  was  man  darf,  da  alsdann-^  -f 

kb  ^  \ 

wenn  w  und  ^  die  laufesden  Roordtn»t«D  4?r  »ilMvo .  / 

Man  zieht  aus  den  Formeln  (i) 

g^=-.«sinni  +  .^^^  l 

Sei  nun,  von  ^==0  an  gerechnet,  s  der  Jßogeiij^  der  zum  Wiid^el 
^(^2  ^  gehört,  so  ist 

S/li  ^  ,1^ V^<it>shi<l+6*cos^>^ 

Boigen  fänj^t  an  bei  (lern  Punkte  :i:=«  + A-,  y=;0*  f 
Führt  ji^  tjie  jVli^iplikatiop  aus^^s^  ^rg;iebt  sf^h:.  .j^^^^ 


I 


^  o2sin«^+62cos2<.ö<  +  a6ifc  f  ^  , 

s=a  /  V  1— «*cos*<^ö<  4-  «6^  '/    g  »  g.  ,  ,0  5i, 

t/ o  ^     ^  oa*sm*i  +  6*cosn 


— •         s  ■     ."  :tt  iM»j 

HO   e^  =  — 

Was  noD  zuerst  das  erste  dieser ^^tegrale  anbelangt,  so  hat 
man,  weiin.iw  te|--9  s^t^tt   .    ^                    ,        ^  , 
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Ii;:.'  .»   •      "  "  '  , 


TT 


Beseichnetmaodiir«h£(^  ,m)  wieg^wisliiiiic^  das  elfiptiffchelotcgnl 

' ' '  "  I . 

o 

80  filmet  sich:  ^ 

Was  das  zweite  Integral  anbelangt  >  so  ist  eö: 


1  /*«    3f  1^  ^  1  P^_Bt_ 

j-  '  _2_      /     _  (1  —  «?^cos^f— sin^^^ 

Also  findet  sich  - 

Für  k=0  ixst  die  Toroide  eine  Eltipse,  deren  Halbäxen  a  viid  ^ 
sind;  fui  a==6  ist  sie  ein  Kr^is  vom  Halbmesser  a-f^i,  * 

Setzt  man  Isszr»  ^  ^ä&i  sidi  als  JJSnee  des  Qwidraiiteii 


1,   %  I 

-V*  - 


also  ist  die  Länge  der  ganzen  Kurve: 
gleich  der  Lfinge  der  Ellipse  -f-  der  des  erseqgaideii 
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Für  a=6  Ist  ^^^» «^=£(^»0^=^»  ^^»e  .Länge  der 

ganzen  Toroide:  2(a+/-)7r, 

Wenden  wir  uns  zur  üereclmung  der  Fläche.  Sie  müt»^e  Avie- 
der  anfangen  bei  y=0,  a;=«-|-/;,  und  ein  Stück  davon  endigen 
mit  den  zu  t  gehörigen  OrdfatAten;  -  Ist  daaaellie  9,  80  hat  man: 

—  =  6  /  sin ''tof  +  «6^*:  /  ^r.  ^  .  a  =s^ 
«     t/o  t/  0  V  (o»sin«*+  6»co8»<)'^ 

Nun  ist 

y'  sin      =—  4  sitt  « CO«  < + 5  • 
^  (  ^         \  ■ 

Fer^r  fiod«t  jnan,  ^ie  o|^n: 

( 


wenn  man,  wie  gewühniich,  /    -^jr--———-=  =  ¥\^^m)  setzt, 

und  beachtet,  dass  ,        (  ' 

y^»      cos  ^81/;      _^  ,  w)  ^       ,  m)       sin  ^  cos  1/; 

Eben  so  ist       /  f 

y»<  sin3f8«  _^   cos _^  _  p9  cosV?^P  
o  V     ^\H\b^ coi^ ~J  0  aV^ l-ve*sin^  J  0  aV^J— e^öin'^ 

Tiieil  IX.  9» 
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Endlich  ist  \, 

r 

wenn  tg#e=^  gesdfiit  witd.  Das  Icisfe  Integral  ist  aber 

Demnach  ist;   '  ' 

Fasst  iftan  die  geironnenea  Resultate  smaimnen»  so  ergiebt 
sieb; 

ab  ,  .      .  .  übt 


TS 

Um  denQuadraoten  au  erhalten«  hat  man  /!=-^  au  setzen.  Er  ist: 

mithin  der  von  der  ganzen  Kurve  umschlossene  Kaum: 


(5) 


Setzt  man  ^—0,  so  erlifilt  man  den  Haum,  der  von  dar  El- 
imse  umschlossen  i^^t.  Üei  z,wl«»chen  der  Ellipse  und  der  Si^säera 
Toroide  bellndllcbe  Raum  ist: 
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,  Auf  gleiche  Art  cediizirt  mch  die  Formei  (4),  und  luan  findet: 
A^ife    sin/ cos  f  fr^Ä'^tijf   „ 

setzt  man'  ferner  2"  ninunt  das  Restdtat  vierfaeb»  so  ergiebt 
sich:  ^ 

wie  sich  gehört. 

Die  Fermel  (5)  ist: 

abn'^4äkE^j,e^+ii^  (5') 

Somit  wäre  nun  dle^  vorgelegte  Au  f^abe  gelöst.  Es  dttrfte  jedoch 
nicht  unioterressant  sein,  ancn  den  UmdrehungskOrper  n&när  zu 
betrachten,  der  durch  die  äussere  Toioide  entsteht. 

Es  drehe  sich  also  das  ganze  System  um  die  Axe  der  Sei 
p  der  Inhalt  der  Oberfläche,  dte  von  dem  Bogen  der  Toroide,  der 
dem  Winkel  t  entspricht  (Ton  t=0  an  gerechnet) .  beschrieben  nurd, 
so  ist  beimnntlich: 

also 


29* 


e 
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Diejenige«  GHoflf^r  (HeserFormol,  die  kein  k  enthalten,  gebenden 
eutspreclieiiflen  Tbeil  der  von  der  EiUpse  bescfariebeiieii  Oberfläche. 

Fiir  die  Hälfte  der  erzeugten  Obeiflfi^he  ist  t^is»  «leo  die 
ganze  Oberfläche:  - 

Für  assb  Ist  «=0,  also  die  Oberfllehe  der  Kntel? 

27t  f  «2 + «2 + 2ak  +  2aÄ + W^l  =  4»  (a + k)^, 

wie  bekannt.  '  « 

Suchen  vvii^i^iiD  auch  den  Jiurperlichen  lohalt  zu  b^tunmen. 

Er  8ei  (jj  so  i^t 


( 


09 


o 

OD 


3* 


9 

5* 

o 

Mi 


Q5 


o 

CR 
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Durch  dif^  Substitution  cos/=^  werden  diese  Integrale  alle 
auf  bdbmnte  zurückgeiührt  und        erhält  folgende  Formeln; 


^       3/0/ i  sin  2/  cos/—  |  cos  / + S. 
+ ^  /  arc  (sin = eV^ I  — c^co«t*/— ^ cos /). 


/*«  sin 8/8/  ft^   .    /14-g  l~ecosA       1  co«/ 

y*«  mn^df  S2!ll  ^ 


+|-F^arG(8in=c    1 — c*cos*/— —  cos  0« 
sin'/a/  1  6^008/ 


*  sin 


0  (a>«mS/-|-6*€08^ 

_J./   &*co8/   2gg4-l         (2gg-f  l)co8/ \ 

Sabstifoirt  man»  so  «rgieM  sich: 

-  ^^sin/cos/-^  C08/+  -  3-  +  ^  ^  I 

-I  ^8^^ —  arc  (sin = fV  1— cos  ^  —  —  cos  /) 

l~gco8/\     A:«    i^^cos/  iW* 

cos/  ^ — ^  

"       VlSP^^/"*'  ^,arc(sm^eVl^«cos^-^co8/) 

6^A-^cos/  /1  +  e  I-gcos/\ 

6>Jt>cos/  (2e2+l)it»6 


"  3a«#!2  V  1  --#!»cosa/J 
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Ffir  die  Hüfte  setzt  man  iss^^jiodsomit  ist  der  ganse  Körper: 
Für  a=6  ist  e=l  und  die  Kugel: 

wie  bpkr\!)nt. 

Die  ^  on  Ä  freien  Glieder  in  (7)  iind  f8)  geben  den  körperliehen 
Inhalt  de£>  analogen,  durch  die  EUip8e  erzeugten  Korpers;  näh- 
rend die  k  entbaltenden  zusammen  den  durch  den  Raum  zwischen 
der  Ellipse  und  der  Torotde  erzeugten  Körper  ausdrfieken. 

Es  ist  nim  auch  leicht,  den  Ktirper  zu  betrachten,  der  durch 
Uradrcbnnir  nm  die  Axe  der  ff  entstent;  wir  iftetgeben  diese  Be* 

trachtiifli^  jedoch. 

In  Bezujg  auf  die  analogen  Formeln  tür  die  innere  Teroide,  die 
^ansserfialb  &b  Kreises  dieser  Betrsehtungen  llegi,  bemerken  wir 

irarnoch,  dass,  wenn  ^^^»       obigen  Formeln  Zur  dieselbe  gel« 

teri ,  wenn  man  statt  k  setzt  — Daraus  folgt»  dass  unter  dieser 
Voraussetzung  hiosicbtlich  kx 

Der  Untersehled  der  Lftngen  beider  Tore4den : 

■ 

die  Flliclw  mMkes  beideo  beneiden: 


%akE 


der  Unte^sdiied  der  QberflSehen  der  beiden  Umdrehut^skurper, 
weiche  durch  beide  Kurven  erzeugt  werden,  wenn  das  ganze  System 
sich  um  die  grosse  Aice  der  Ellipse  dreht: 
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und  der  kOrperiiehe  Raun,  der  durcb  das  Flficheiustilck  zwiscta 
beiden  Kurven  erzeugt  wird: 

4«»^— +  -arc(sm=e)  +  3^J. 

Anderweitige  Resultate  Hessen  sich  noch  leicht  erbalteo;  wir 
entiiaiten  uns  dessen  aber  hier>  um  nicht  dem  Gegen^nde  eine 
zu  grosse  Ausdehnung  zv  geben.*) 


£ine  ^eometrisclie  Anwendung  der 
Iielire  Tom  C&*9i^ten  und  Kleinst^ 

Von  dorn  , 

Herra  J:'ruicssor  Dr.  O.  Schlömilch 

an  der  UfnlTefsität  su  Jena.  ' 

-t  ■' 

Vor  schon  langer  Zeit  steüte  Ilr.  Prof»  Steiner  in  Crelle's 
Journal  folgende  intere.ssante  Aiifirahe : 

Wenn  drei  Punkte  ihrer  Lage  nach  sjesrebe»  sind,  einen 
vierten  Punkt  in  der  Ebene  jener  zu  bestimmen ,  dass 
die  Summe  der  ftten  Potenzen  der  Entfefiiungen  des 
gesucbtenPunktes  von  den  gegebenen  elnJUinimum  werde; 

und  thdlte  zugleich  zwei  Bedingungen  mit,  welche  zur  Bestiqi- 
muag  des  fraglicfaen  Punittes  hinreichen»  nämlich  die  folgenden; 

0^  *  sin  (a:,y)=5s  j^--*sin    ,  z) ; 

worin  cp,  v,  z  die  Entfernungen  des  gesuchten  Punktes  \  on  den 
drei  gegebenen  bezeichnen;  den  Beweis  für  diese  Bedingungs- 
gleichungen hat  er  aber  nicht  geliefert*  Es  dfirfte  dah^  nidit 
überflüssig  sein,  eine  Bearbeitung  dieses  Problemes  mitzuthdlen, 
wobei  dasselbe  als  eine* sehr  einfache  Spezialisinmg  des  folgeO' 
den  weit  allgemeineren  erscheint: 


*)  Ich  >vürflr  den  Herrn  Vf.  dieser  recht  gute  Beispiele  für  die  Ao- 
weadiini^  der  ciiijpLischcn  Functionen  enthaltenden  Abhandlung  doch  bit- 
ten» «ein«  Betrachtungen  gelegentlich  fortsoietecn.  -  G* 
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Man  soll  in  der  Ebene^  des  gegebenen/ ^jrdecks  ABC 
(TaL  X.  Fig.  13.)  den  I^unkt  O  »o  bcstlipiilflb,  da»  fiir 
AO=a»  BOs^if,  CO=.z  die  .Summe 

9>(.r)  +  i/;(y) + 

'v 

worin  tp,         drei  V(>llig  w|illkührlichc  Funktioiien  beze|ch* 
nen.  ein  Maximum  odelr  Minimum  werde. 
•  *■  *  '  • 

Für  die  Lösung  dieser  Aufjsabe  ist  zunächst  die  Bemerkung 

von  Gewicht^  dass  z  nicnt  drei  von  einander  unabhängige 

Variabele  sind ;  denn  wenn  wir  die  Winkel  des  Dreieckes ^^oC 
der  Reibe  nach  tuit  a,  |S,  die  i?iTien  gegenüberliegenden  jSeitcn 
mit  a,  by  c  und  den  Winkel  BAU  mit  t  beKeicJineo«  so  finden 
die  Gleichungen 

2'^  =  6^  +  a;2-2Äar9Oi?C«-0         "  '    0)  .  • 

1 

statt  nn^  mltUn  bildet  die  Summe  9>(^)  eine  Funktion 

von  nnr  zwei  unabhängigen  Verändc^ichen  x  und  t 

Bezeichnet  nun  f{x,t)  irgend  eine  Funktion  zweier  unabhän- 
gigen Variabelen,  so  findet  man  bekauntiieh  diejenigen  Werthe 
von  X  und  t,  welche  fipctt)  m  einem '  Mttimuni  oder  Minimum 
machen,  dadurch,  das«  man  die  nach  w  und  t  genommenen  par» 
tiellen  l)ifferenzia[quotienten  von  f{x»t)  entwickelt  und  hierauf  ans 
den  Gleichungen     .   '    .  ' 

X  und  t  eliminirt  Um  nachher  zu  entscheiden,  welche  von  den 

gefundenen  Werthen  einem  Maximum  und  welche  einem  MiTiimnm 
von  f(.r.t)  entsprechen,  nuiss  man  die  höheren  l)ifferenzial<juotien- 
ten  dieser  Funktion  in  liehatht  ziehen;  diese  Uiiskussion  ist  aber 
.  in  den  Fallen  übertliissig,  wo  man  aus  der  Natur  \oü.f{x,t)  un- 
mittelbar ersieht,  wann  .überhaupt  ein  Mazunum  oder  Minimum  In 
Ihr  vorkommen  kann. 

In  der  Anwendung  auf  unser  Problem  ist 

folglich 

.1.4    mxyt)\  Bip(x)  d4>(yyYBif\  ax(2)/ai\  . 

Andererseits  tinde t  niati  aus  den  Gleichungen  (1)  uod  X^)  leicbt 
durch  partielle  Differcnziution  nach  x:  < 
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uud  durch  partielle  Differenziation  oacb  i 

-diJ-~T~'   i  ' 

Durch  Sulistitution  dieser  Wertiie  ^eben  die  (vlficiiuiigeii  U) 
and  (2)  in  die  Xolgenden  über: 

und  wenn  jetzt  die  partiellen  Differenzialquotienten  links  glr'fch 
Null  s^eset/t  ^^  erden ,  SO  bleiben  zur  Bestinuntiiig  von  a;  und  t  die 
beiden,  C'leichungeii ; 

9'(ar)=1f^(y) — J —  ^-7-^  »  (6) 

0=y(y)-'^  — <7) 

welche  eine  sehr^  elegante  Umfornmng  zulassen,  wenn  man  auf  die 
geometrische  Bedeutung  der  Goeffizieoten  von  'ii)'(y)  und  i'{z)  ein* 
geht.  Wird  nändich  AO  Aber  O  hinaus  unbcstunmt  verlängert» 
^AOL  —  p,  j^BOL^q  gesetzt,  und  werden  ferner  auf  die  ver- 
längerte Gerade  AO  von  B  und  C  aus  die  Perpendikel  BP  und 
berabgeUa^en,  ii^t 

ccost-ar    AP^AO  PO 

— y — Kr^=Bü=«^«i^* 

^cos(iy~e)~a?     AQ—AO  QO 

/   ^T*^ — '^—cö——co^'^^* 

csint  BP 
6sin(a-0  . 

— i — =co=«»s'; 


und  hierduirch  ^owmdeb  sich  die  Crleidraogc^  (6)  mi  (7)  in  die 
folgenden  :\    j  ^ 

<?'  (^) = V^'ö/)  <  0  ^  ;^ + ^(2)  cos  y , 

Hieniiis  Uftst  sich  «inmal  /(z)  wnd  dann4^'(^)  eTaiinim;  nun 
erhStt  ohne  Schwierigkeit: 
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9' W  mag=^  y  (y)  itio  (j» + 9) , 


Bezeichnen  wir  endlicli  die  Winkel  BOC,  AOC,  AGB  mit 
u,  V,  w,  so  ist  8iny— siiir,  &\i\p  zzz  sinw ,  sai{p  q)  =z  sXnu  und 
bierdareh  geiangeD  die  vorigen  Gleldiungen  su  der  eelir  eleganten 
Gestalt: 


q>'  {x)  sin  r  =  '^'(^)  sin  u , 
9'  (a;)  sio  w  =2'(2)  sioti ; 


o4i»r  m  Fem  re»  pjrepeiüoneB: 

9>V)j^(y)==«inMSsini?,  j 
ip*Qv)ij((x}  s=:8intf:6mw.  i 

Es  isi  leicht  zu  sehen,  dass  ijDaplicite  hierin  die  Auflösung  unse- 
res Pioblemes  liegt;  rechnen  wir  nimlich  zu  den  zwei  €rleiGhini- 
gen  in  No.  (9  noeh  ^e  vier  felgendeii : 


e*=:^4-29^  2^  cos  u, 

i^ssia^  -f  2* — 2^2  008  p , 
= ^  2^:^  cos  f«; 


(10) 


SO  liaben  wir  im  Ganzen  sechs  Giekbungen  zur  Bestimmung  der 

s4M;h8  IJnbekamiten  .r,  ?/,  r,  a/,  v,  w.  Ein  Theil  dieser,  wie  es 
scheint  sehr  weitläuligeii  Elimination  lässt  sich  iingeuiein  leicht 
ausführen,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Proportionen  in 
No.  (9)  denen  .sebr  älinlich  «eben ,  welehe  in  einem  Dreiecl^e  mit 
den  Seiten  ip'(je)t  ^'(y),  ""^  Winkeln  u,  v,  w  statt  fin- 
den «lärden;  nur  ist  der  Unterschied,  dass  in  (9)  die  Summe 
M  +  t»-f-w  nicht  IHiY^  beträf^t^  wie  in  finem  Dreiecke  der  Fall  sein 
w^de,  .<(»n<leTi)  ;>^jO^.  Die^r  Uelteistand  hebt  sich  aber  sehr 
leicht,  wenu  mm  statt  der  Wiokei  u,  v,  w  ihte  6upplemeute  t^io- 

fwhrUr^Meo 

«;Äl80O-Vt  io=:lW>-«/ 

setzt;  es.  wird  dann 

♦      •        •  • 

ii'  +  e^  +  ip'=lW 

nod  »lach  No.  (9) 

tp'(x):x'(z)  =ein«':«n«'.  » 
Bexeicbnen  wir  zur  Abkürzong  wie  folgt: 

S^ip^x),  £=z'W;  (12) 

80  fcSnnen  wir  un«  |>  ^f     oder  diesen  Grikwen  proporiioiMle  Ge« 


Digitized  by  Google 


m 

rade,  als  Seiten  einei^  teeiecks,  u\  t^,  to'  als  die  gegenflberste- 
heodeo  Winkel  dopkefi  titi^  liabeo  cLmid: 


.  .  ,  cos« 

und  für  coste«  coso,  costo  gelten  die  nämlicheik  Werftie,  nur  mit 
entge^en^esetstem  Zeichen.  Die  Gleichungen  (10)  gehen  jetzt  in 
die  folgenden  über: 

6»=ar*+**+~(P+J«-ij«),  \  (13) 

und  hier  ^iehl  es  blos  uoch  drei  Unbekannte^  weil  in  £^  J  nur 
X,  y  und  z  vorkommen.  WeUer  läast  sieh  miffirlich  die  Elunlnation 
nicht  treiben ,  weil  die  ferneren  Schritte  der  Rechnung  durch  die 
Natur  der  Funktionen  ^9  t},  t  erst  bestimmt  werden  müssen.  Ein 
paar  Beispiele  für  unsere  allgemeinen  Formeln  sind  die  folgenden. 

!    ,1)  .Sei  9(*)=«i,t(3f)=%»  xW  +  y«;  so  wird 

und  die  Proportionen  fn  (11)  bestimmen  dann  nnmitteHiar  die  Wn- 
kel       r',  to'.   Construirt  man  nSmÜch  ein  Dreieck,  dessen  Seiten 

die  (Frössen  n-,  |9,  7  odrr  ihnen  proportionale  sind,  so  ist  Her 
Gegenwinkel  zur  wSeite  a  g:Iei('h  dem  Winkel  71' ,  und  ebenso  sind 
c',  w'  die  Gegenwinkel  zu  den  Seiten  /3,  y.  Beschreibt  man  jetzt 
über  den  Seiten,  a,  6,  c  des  gegebenen  Dreiecks  als  Sehnen 
Kreisbogen,  in  welchen  u' ,  v' ,  w'  die  Peripherienwinkel  bilde«, 
so  glebt  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  drei  Kreisbügen 
den  f^psnrhten  Punkt  O.  Frir  a  — ^^yrr:  1  werden  r',  beiein- 
ander uicich,  nämlich  =120^«  und  man  kommt  dann  auf  einen  sein 
bekannten  Fall  zurück. 

2)  Für  (p(a;)=^a:^,  '^iy)^^>  z(*)=2^  bestimmen  die  obigen 
Formeln  den  ocnwerponkt  des  Dreiecks;  denn  es  wird  dann 

i=2^,  t]=ily,  ^=zlz\ 
und  aus  den  Gleichungen  (13)  erhält  man  durch  Elimination  leicht: 
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Da  diese  Fonneln  mit  denen  snaammcnfallen,  welche  fiir  den 
Schwerpunkt        Dreiorks  giften/  80  folgt  hieran«  die  Identität 

UDäeres  Punkte«  mit  jenem. 

3)  Setzt  man  ^x)  ==  ia:,  -V/Cy) = ^>  %{2):=iz ;  so  <  wirde 
:  .  Ijc^lii^lx^lia-yz), 
AI  h.'  xyi'ixk  einem  Alinimam  tu  machen  «ein.  Es  wird 

«=5-  t=r' 

und  die  Gleichungen  (13)  gehen  flper  in : 


"  1 

ird  hie^ 


3ü 


Da  hier  nur  die  Quadrate  fifr  sechs  Grössen  x,  y,  z  vorkommen, 
Bo  kann  man  vorerst  die  Exponenten  ß  sämmtiich  streichen.  A>enn 
man  ain.  Ende  der  Rechnung  witeder  a*,  0^,  c^,  x^,  t^^,  für 
a,  6,  e,  Xy  y,  T  schreibt.  Kach  dieser  Reduktion  bleibt  für  ^ 
eine  cubische  Gleichung,  nach  deren  Auflösuni]^  noch  die  Aus* 
Ziehung  einer  Quadratwurzel  notlug  -wi^d.  Vteiielcht  lässt  sich  das 
Endresultat  auch  durch  Intersektionen  von  Kegelschnitten  {?come- 
trisch  coostrttireu^i^.doch  hat  die«  d^r  iVert'ajB&er  nicht  versucht. 


V^u^eMiiil'salbeii  ffllr  Selattlcr» 

Ton  Herrn  .O.aicar  Werner, 

Schüler  des  polytechaischen  Inttitatet' sa  Dreaden. 

(ForlMUEiu|g  von  Nt,  n^IX.)     '   •       '  ' 

Folgendes  ist  zu  iipweiSien:  * 
Ffir  jedes  positiv^  ganzer  ii%ist  - 
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SIT)  7lS 

--vj-ysec«sec(i^f  jip)=^eca«ec(«+/S)4-sec(«+/5)«ec(«+^ 

+  «jc[«+  (n-l)fl8ect«+«ffl, 
— T-^  cosec  «rcosec  (« + «ö)    cosec  « cosec  («  +  /5) 

SIDp  \    •    r/  X    I  r/ 

+  cosec  (cf  +  ß)  cosec (a  -f  2j3) +  

(~  ly^^sin  1  )ß]  sm(a-{^?iß)  -f-sin  (a — ftsin« 

=  fiin       sin  V  +  /3)  + ....  (- 1)»-»  sin      +    ~  l)jSJ, 

sscos^— eos^tt + W +.".(—  l)*^>co««[«r+ («— l)fl; 

4.   cotang  «  —  2»  cotang  2"c( 
=s  taiiga-|-2taog2«+^taDg4a  + 2^itiuig2^*a; 

5^  ^  oofang^— cotanga 


111111  1  1 

&  cotang  gi^  —  oatang« 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  lidlMMii  Börgertchale  m  Siitahein  bei  Heidelberg. 


— fr~+ — — + — ^STS — + — ;h:3 — +•••  «  "M* 

cos  (g«)  —  cos  (b  —  a)a 
•  2r*cos(6«)  +  l  • 

sInaCK     S*m(fl-|^/'>)a      s\u(a\'2b)a      s'\ii{(i\?)^)a  ■  • 

"1^-  +  — iSfJ —  +  — + — |-+a*  +— 

.     r*8m  (g«)  -f  sin  (6  ^  tt)iif 


Digitized  by  Google 


.  m 

wenn  i'>i,  ii>0,  Ä>0,  «  leeii. 
Hieians  folgt: 

cos«  cos2ff  c(>«3a  /  *  ^  r»cosof  — 1 
sin«     sin  2«    sin3of         •    •  r  _       r«  sin  et 

unter  denselben  Bedingungen. 


.  "  7  *  i 


HL 

~o~ + '  1.2.3.4  -"•+(-*^  ;rn 'TT^:^  . 


■  '  +       /  y      — sm  (r  cos  9?)  cos  ^ 


1  i 

I 


-  i  H.H.* 


=  ^5— — cos(rcos9p)8iü2y 

+  ^  sln(rca«9)co«2y+— 

—  -T  8ni(rco8y).äDi9-h  co8(rc«99).eo89, 

weon  r^ü  und  9  belkt^ig  Ut. 


V 

III. 


1      12.3     1^.32.5      lg.:^g.5^.7  1».  3«.5«...(2r— l)gC2r-|-l) 


,     P .  32 . 52. ...  (2r-fl)g(2rH-3) 


Digitized  by  Google 


M  i  j!»  c  e  1  1  e 


Von  dem 

Herrn  Proferaor  Dr«  O.  Schlomilch 

■n  der  UnWeniC&k  su  Jene 

Als  ein  etwas  frappantes  Beisj)iel  für  die  Lehre  von  den  Glei- 
chmifT^^n  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekanfiten  benutzt  man  ge- 
wöhiilirfi  die  Anlü:;il)(^  :  zw  ei  Zublen  zu  fimltMi .  deren  Summe  Pro- 
dukt uud  Quadratdlilerciiz  gleich  nim\;  und  dieselbe  ist  auch  in 
80  feAi  iBftniktiv«  als  keilie  uBmittelbar  gegebenen  Zahlen  in  dea 
betrelFeDderi  GleichuDsen  vorkommen.  Man  acheiiDt  dagegen  niciit 
bemerkt  zu  haben,  dass  die  analoge  Frage  nach  zwei  Unbekann- 
ten, deren  nifferen^,  Quotient  und  Qnndratsunime  gleich  sein  soll, 
ein  nirht  ininder  nettes  Beispiel  für  die  Gleichungen  dritten  Gra- 
des darbietet.        •    .  . 

Ans 

folgt  nftmlich  zonftchst 


ar 

und  für  y  die  cubische  Gleichung : 

»•+»•=1. 

Durch  die  Substitution  yz=.z  —  ^  erhält  man  hieraus  die  traos* 
l'ormirte  Gleichuns 

•   • ■  1-  23 

aufweiche  sieb  die  Cardansformel  anwenden  lässt;  mati ündet 

Dämlich 


z 

oder  in  Zahlen : 

und.  hi^caits:  > 


►  * 

y  =  0,5üol97...., 
a;  =  0,204094..... 

Der  g(  niciiischafUiche  Betrag  von  y—a:,  —  und  end- 
lich ist  0^^110..... 
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ülterariisclier  Bericlit* 

Gesciliclite  der  llathematik  und  • 


Den  astronomuichen  Nacbri<?hten  ist  als  Beilage  beigegebe»« 
A  briefNotice  of  IheLlfe,  Researches  and  DIscovvriep 
of  Friedrich  Wilhelm  ßessel.  By  Sir  J  F.  W.  Herscbel 
(Extracted  from  thc  Annual  Report  of  ttbe  Hoyjil 
Astronoroical  K^ociety»)   Lou^doa.  lo47.   $.  ^  ,  , 


Die  qni  Iiiire  und  vii^csimale  ZTihlmetbode  bei  Völ- 
kern aller  Weltt heile.  iNelxst  uusführlicbern  Bemer- 
kungen über  die  Zählwttrter  Indogerroaniseben  Stan- 
mes  and  einem  Anbange  über  Fii»ge rn amen.  Von  Dr. 
August  Friedrich  Pott,  Profe««or  suUalie-  Halle.  1847. 
1  Rtlr.  24  Sgr. 

Für  Mathematiker  wifd  e8  genügen,  von  der  Eziatena  dieae» 
Buch«  fai  Kemilniaa  gesetzt  za  werden. 

■ 

Niedere  Grösseorechnunff*  Vom  Professor  Doctor 
M.  G.  Paacker.  la  acht  AbtheMungeD.  MUaa.  1646.  8. 
Preis  75  Kop.  S. 

Erßte  AhiheUmmg.  Die  Httke.  Sliweiie  AhikeUun^, 
Die  niedere  Gleichung.  Dritte  Ahtheilung.  Die  Reihe. 
Vierte  Abtheiluntj.  i)le  Alessi^ici  fh  imir.  Fi'ntfte  Ab- 
th  rifun  ff.  Anwendung  <!fr  Hö  Ii  e  ii  t)  a  me  ii  aut  Handeis- 
rechnungen. Sechste  Ah  Lheilun  i/.  Die  mehrstellige 
Eiinstufuag.     Sieden  ie    AUiheiluuy,     Die  ^tufuugeii. 

Ackte  Abilkeiiun^  B^redMiwBg  der  Hflkenuamen.  • 

Band  IX.     >  .36 
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Diese  Schrift  enthält  eine  nicht  j^ennüre  Anzahl  eigenthnm 
licher  Uarsteltungen  und  Methoden,  hauptsächlich  in  der  Lehre 
von  den  Gleichungen ,  hesonders  von  den  Gleichungeu  des  dritten 
und  vierten  Grades^  und  von  der  Auflösung  der  hübereo  tiimeri' 
sehen  Gleichtincen,  in  weicher  letzteren  Beziehong  der  Herr  Vf. 
anch^n  einem  Anhan^re  zur  niebeiiten  Abtheilnng  das,  was  in  die* 
svr  ^virhtiixpn  Lehre  von  iiiteren  und  neueren  Mathematikern  ge- 
leistet worden  ist  (Harriot.  Üe^cartes.  1637.  —  Olivier.  18'26,  — 
Newton.  —  Lagrange.  1767.  —  Waring.  1762.  Lagrange.  1767,  — 
Taylor.  1715.  —  Newton^ßTÖ.  ~  Fourier.  1789^1831.  -  Fourier. 
—  Tonrier.  —  Sturm.  lä9d.  — ^Hudde«-  -er  Rolle.)  ^  zwar  nur  Icun, 
aber  doch  In  zlemliciier  Volbtfindigkeit»  zusammenstellt. 

t  Aber  nicM  hiose  aas.  diesen  tpritnden ,  noiidenl  anÜi  iiiMhMat!t 
anderen  Rücksicbt  müssen  wir  die  vorliegende  Schrift  den  Lesern 
des  Archivs  zu  ganz  besonderer  Berücksichtigung  empfehlen.  Die- 
selbe enthält  nnüilich  einen  so  reichen  Schatz  von  Beispielen,  be- 
soud<'rs  fflr  utj.sammte  Lehre  von  den  Gleichungen,  namentlich 
auch  lür  die  Lehre  ton  der  Auilö.':»uug  der  hüheren  numerischen 
Gleichunii^en,  wie  wir  in  einer  iSchriil  von  äbnllcbem  Umfange  uns 
nicht  gefunden  zu  haben  erinnern,  ünd  der  Herr  \(.  niuss  grosse 
Zeit  und  iMtihe  auf  deren  Bearbeitung  verwandt  haben ,  hat  slcfi 
aber  dadurch  auch  jedenfalls  um  den  Unterricht  in  diesem  wichti- 
gen Tbeile  der  Matlieniatik  ein  .«ehr  wesentliches  Verdienst  er- 
worben, da  dergleichen  Beispiele  durchaus  nicht  im  Lebertlusii 
Aehon  vorhanden  sind,  und  wir,  wie  gesagt,  nicht  wOssten,  wo 
anderwärts  so  vieles  Zweck miiKsi^e  und  mit  grosser  Sorijfalt  nnd 
Umsicht  Durchgefährte  auf  so  kleinem  Räume  sich  vereinigt  fände. 
Wir  empfehlen  daher  wiedernolt  auch  diese  Seite  der  vorliegen- 
den Scbrift^,  namentlich  Lehrern  der  itfatiiematik  an  höheren  Un< 
terrichUan^talten,  angelegentlichst. 

Rücksicbtlich  der  von  dem  Ucrrn  Vertasser  gebrauchten  neuen 
Kunstausdrücke  ist  im  Wesentlichen  dasselbe  zu  sagen,  was  wir 
bei  setner  Bildlehre  im  LIterar.  Ber.  Nr.  XXXV.  S.  516.  uns 
zu  bemerken  erlaubt  haben. 

I^lemeos  d'Algdbre  par  J.  Pelletier.  Lons-le-Sauloier. 

mi.  8. 

* 

*  Probl^mes  d'Algöbre  et  exercicea  de  caicul  aJs^brique  avee 
les  solutionn;  par  M.  Ritt.   Trois.  ^d.  Paris.  1847.  8.  5-4). 

Leber  die  Verwandlung  der  Wurzeln  quadratischer 
Gleichungen  in  Ketten  ii rücb e»  eine  zu  dem  Programm 
des  Kurfarstlicben  Gymnasluitis  sa  Cassel  von  ß47ge- 
hörige  Abhandlung  von  Dr.  £.  W.  Grebe»  Gymnasial- 
lehrer in  Cassel.  Cassel.  1847.  4. 

Dieses  »ehr  beaehCensweithe  Programm.  entbSit  die  foteendeo 
Abtheilungen.    I*.   Allgemeine  thporeiitt^'e  Beirmehtmi^T 

fjf^n,  bei  denen  der  Herr  Vf.  nach  serner  eignen  Angabe  nur  den 
Ziweck  bat.  die  Lehren,  i\ eiche  sich  auf  das  Verwandeln  der  Wur- 
zeln quadratischer  Gleichungen  in  gemeine  Kettenbrü'che  beziehen, 
dem  Aniänger  zugänglicher  zu  machen ,  weshalb  er  bei  denselbea 
auf  sehr  zweekmiMige  Welse  an»  der  Lehre  von  den  Kettabrilcbea 
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nichts  al»  (Icn  Betriff  der  letzteren  vorausspfzt.  W.  Prffktht^hes. 
1.  Verwandluui^  der  Wurzeln  einzelner  quadratischer 
Gleichungen  iu  KettenbrCiche.     2.    Aulsuchuog,  einer 

Seordneteti  ZusamineiistelliiDg  yon  quadratUcben  Glet- 
hungen  mit  den  dieselben  auflösenden  periodischen 
Ketten  brächen.   In  diesem  letztem  Tbeile,  den  wir  für  beson- 
dern  verdienstlich  halten  und  wepen  dessen  wir  die  Schrift  vor- 
züglich zu  all^nieinerer  Beachtung  sehr  empfehlen,   sucht  der 
Herr  Vf.  zuerst  das  einer  solchen  Zusammenstellung  am  Besten 
flORi  Gvmide  ni  legende  Princip  auf»  worSber  die  Leser  des 
Archivs  die  Schrift  selbst  nachzusehen  haben«  und  tfaeilt  dann 
auf  8.  16.  bis  S.  3*2.  eine  sehr  fleisctig  und  umaichtig  berechnete 
Tafel  Qm  !t  dr  atischer  Gleichun  j^^pn  ,  %vie  jsie  zu  den  perio- 
dischen Kettenbröchen  gehören,  nach  den  betreffenden 
Irrationalzahlen  geordnet  mit»  welche  natürlich  zugleich  ein 
relcbee  Material  tou  Beispielen  för  die  betreffende  wichtige 
Lehre  der  allgemeinen  Arithmetik  liefert,  und  nach  der  von  dem 
Herrn  Vf.  gewfifalten  Anordnung;  alle  Irrationalzahlen  von  V2,  V3y 
VÖ,  V6,  V7,  u.  s.  vv.  an  bis  V  11",  Vll«,  1  110,  V  120  durch- 
länit.    Die  in  Aussicht  gestellte  Bekanntmachung  der  schon  be- 
rechneten weiteren  Fortsetzung  dieser  Tafel  halten  wir  iCir  sehr 
wlinscfaenswerth,  nnd  würden  selbst  der  ganzen  Tafel,  wenn  der 
Herr  Vf,  dieselbe  nur  mit  einer  nütbigen  kurzen  Einleitung  fibev 
das  Ihr  zum  Grunde  liegende  Princip,  ihre  daraus  sich  von  selbst 
ergebende  Einrichtung  und  ihren  etwa  auch  durch  ein  Paar  Bei- 
spiele zu  erläuternden  Gebrauch  versehen  wollte»  sehr  ^ern  einen 
Piatz  im  Archiv  einräumen,  wenn  der  Herr  Vf,  uns  dieselbe  lür 
diese  Zeitschrift  mittheilen' wollte»  was  wir  der  zu  wänseheaden 
möglichst  weiten  Verbreitung  dieser  verdienstlichen  Arbelt  (ük  for- 
derlich zu  halten  berechtigt  zu  sein  glauben.   Diese  allen  Lesern 
des  Archivs  gewiss  sehr  er^vünschte  Mittheiluns:  in  demselben  zu 
machen,   erlauben' wir  uns  daher  den  Herrn  Vf.  hierdurch  aufzu- 
fordern.   Für  nicht  minder  vei dienstlich  halten  wir  endlich  die  von 
dem  Herrn  Vf.  gleichfalls  In  Aussicht  gestellte  Befcannimaehung 
seiner  Untersuchungen  Aber  die  Auflosung  höherer  Gleichungen, 
namentlich  der  des  dritten  Grades,  durch  Kettenbrflche,  und  for- 
dern ihn  auf«  nicht  zu  lange  auf  dieselbe  wartepi  au  lassen. 

Mathematische  Exkursionen.  Von  J.  E.  Fleischer 
(Programm  der  höheren  Bfirgerschuie  zu  Treptow  an 
der  Rega  von  Ostern  1847).  Treptow  a*  d.  Rega.  4. 

Da  der  Herr  Verfasser  dieser  Schrift  zu  den  lielisten  Schülern 
des  Herausgebers  des  Arcliivs  der  Mathematik  und  Physik  ge- 
hört, und  in  derselben  y^rin  eigener  Nami^  niehrfarh  auf  eine  von 
der  trene«ten  Anhangliclikt  it  zeugende  ^^  oi->«^  getuinnt  wird,,  wo- 
für der  Herausgeber  dem  Herrn  Vf.  nur  auf  das  Freundschaft- 
lidbsts  danken  «tnn,  so  'ttiuss  sich  derselbe»  um  nicht  den  Schein 
einer  ihm  zwar  sonst  gana  fremden  Partbeillchkelt  auf  sich  zu 
laden,  hier  mit  einer  kurzen  Angabe  des  wesentlichen  Inhalts  der 
vorliegenden  Schrift  begnfigen.  Der  Herausgeber  des  x^rchiv« 
elaubt  nämlich  allerding?,  wie  der  Herr  Vf  auf  S.  1.  zu  bemer- 
ken die  Güte  hat,  zuerst  die  höheren  Differentialquotienteo  der 
Fandlon 

jfssArctang«, 

36* 

■ 
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und  demnächst  auch  v^n  AwiiottfFy>t«iif  die  aebr  ^afadi»  luid  J>e- 
qilfwe  Form  ■    <  ..     .  • , .  t 

gp1)r;irbt,  d.  h.  diese  Differentialtiiiotienteu  im  iHlg^meinen 
duroll  den  Cosiuos  von  =  Ärctarig  a.-  ;  ausgedrückt  zu  habeo. 
Ganz  dasselbe  leistet  nun  der  Herr  Vf.  in  der  vorliegenden  8chrtft 
für  die  Function  ^  =  Aresin für  deren  U^iflTerenjtiale  bekamitliek 
«nmt  Eni  er  «Inen  ^nl<^t  leiebt  su  «nbvlekeiaiifiii  A«tllnifk:<iiiK 
mittelbar  durch  die  VarlabljB  ^.gegeben  hat,  mid  deilitiächst  auch 
für  die  Fiinrtion  ynr  Arccos,?-,  und  sjcLingt  dadurch  zu  nach  tetcht 
übersehbaren  (liesetzei»  tortst  breitenden  wenig  complicirten*  For- 
meln, die  er  unter  verschledcneu  Foriweu  —  auch  nach  einer  von 
Schweins  in  seiner  Theorie  der  Differenzen  und  Diffe- 
re»tiale  öftere  in  Anwetidiiog  cehrachteD  MetbeÄe,  durch  welche 
aber  freilich  imt  sodet  in  ibret  iBildiiiigf  ganz  klar  vor  Austen  lie» 
^ende  Tind  rur  nnTiiittelljaren  Anwendung  vorbereitete  Formelo 
mehr  iu  einander  geschoben  werden,  wenn  wir  so  sa^eo 
dürien  *)  —  ausdrückt.  Die  t^rineln  für  die  höheren  Differentiale 
von  Arcsinvers  .r  und  Arccosvers  x  ergaben  sich  dann  auclt  an* 
«MlCelbar. 

*.  In  der  zweiten  kürzern  Abtfaeilung  der  Schrift  entwickelt  dei 
»«IT  Tf.  noch  einige  eoDst  acbon*  bebanate  integral»'  auf  ttlne'  tea 
andern  allgemeinem  Integratieiiemetboden  unabhängke  WeU6  and 
scbliesst  mit  eioigen  Betracbtangen  tibar  die  Cycielde. 

'  Tratte  gen^ral  et  complet,  theorique  et  pratique  du  caicul  des 
iattfr^ts  composes  etc.,  du  caicul  des  interets  simples  etc.  Par 
L.  Mbulitt-^Uia.  Paria.  1847.  4. 


0e  bmetrie* 


Theorie  des  paralleles,  d^montree  d'une  matiiöre  simple  et 
ri^oiifpuse,  sans  aucune  conaidöration  de  Tinfinle,  par  AchiUe  Le- 
fraugoid.   Paris«  1^047.  8. 

,  tniM  des  .fdaiproquea  de  la  g^m^trie  ^l^mattfaire  de  Leffeadie» 
«iiividaa  notea  et.a'un  appendi^^  {Mir  J«  JoaAet  .Paria»  lw.'  & 

Problemes  de  jyeometrie  et  de  trigonometrie ,  avec  la  methode 
ä  suivre  pour  Ja  resolution  de«  problemes  de  g^ometrie  et  les 
aolMtiona;  p^r  M.  lUtt.  Tröl«.  «id.  I^aria  1847.  8.  5-»-0. 


'}    Einor  wenigsten«  in  ihicin   Prin«  t[)  n^an'/  ähnlirhi  n  Methode  h»t 
•ich  auch  Libri  bei  verscliiedener  (lelc^eiihcit ,  z.  H.  Ut  i  den  keicana- 
ten,  eigentlich    nur  rccurrircnduu  Gleichungen  für  die  Jieri«ouUi'«)heii 
Zahlen  (Supplemente  zum  nathematUcben  Wörterlittcbe.  TU,  |. 
Beraenlli'sehe  Zeblm)  bedient 
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Traite  de  Geometrie  d^seriptb«  »ar  J.  ^öp|tf .   Troi«.  dd. 
Pari«.  1847.  8*  20-0.  . 

•    •  •      f  f  < 

Programm  def  Geirtriischale  ISA  W^nte-rtltuf,  zur 

-  EröffnuDg  des  neuen,  mit  dem  11.  Ap^il  |847  beginn eDf* 
deQ  Schuljahres.  Inhalt:  Einige  geometrische  Aufga- 
ben, algebraisch  und  geometrisch  ffelustt.Foq  .€•  Adanyie. 
Winterthur.  1847.   4.  .  . 

Der  Herr  Vf.  dieses  Pros^ramms,  welcher  sich  srhon  durch 
mehrere  in  den  Literarischen  l^erichton  des  Archivs  sämiutlich  an- 
gezeigte Schriften  um  die  Geometrie  vielfacti  verdient  gemacht  hat«  be- 
absichtigt io  diesem  Programm  itameoHiiBih,  die  algebraische  und 
rein  geometrische  Aaflosunp  geometrischer  Aufgaben  durch  Bei* 
;:piole  zu  erläutern  und  beide  Aunosungsmetboden  an  derselben 
Aufgabe  ijewisserlnassen  zu  parallelisiren.  Die  aufsiielüsten  Au(- 
gabm  «lind  folgende:  1.  In  ein  e^t'jjelienes  Dreieck  ein  Quadrat 
zu  beschreiben.  %  In  ein  gegeheiKs  Dreieck  ein  Rechteci^  zu 
beseireiben ,  dessen*  Seiten  ein  s^egebenes  Verhaltniss  zu  einan- 
der haben.  3.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Rechteck  von  gege- 
benem Inhalte  zu  beschreiben,  4.  In  ein  Quadrat  ein  gleichseiti- 
ges Dreieck  so  zu  beschreibeh,  dass  die  einp  Ecke  dieses  Drei- 
etks  ttiit  einer  Ecke  des  Qnadratc^ä  zusannnen Talle.  5.  Eh  ist  ein 
Winkel  und  in  der  Haibirunsslinie  desi^elben  ein  Punkt  gegeben: 
man  soll  durch '  diei^  IHmfct  eine  Gerade  so  ziehen,  dass  das 
zwischen  den  ISchenkeln  des  Winkels  enthalterie  Stfick  derselben 
eine  gegebene  Glosse  habe.  —  Wir  halten  die  eegebenen  Auflö- 
sungen dir  lehrreich  und  meistens  auch  für  einlach  und  elegant, 
und  emplehlen  daher  die  vorliegende  Schrift  zu  allgemeinerer 
Beachtung,  wünschen  auch,  dass  der  Herr  Vf.  sein  Vorhaben, 
efaie  grossere  Sammlung  solcher  auf  diese  Weise  behandelter  Auf- 
gaben herauszugeben,  m  Ausßihrung  bringen  möge. 


ff  ^ 


eme 


Elemens  de  Trigonometrie  par  Lefebure  de  Fourcy;  Sixi 
ed.   Paris.  1847.   8.  *.  t  i-^  .  i 

f»  '  I     *  •  •  '       .  •      .  "  ■  U 

e  o  d  ä  s  1  e.  . 


>  Erste  Anleitung  im  Opdrinen  mit  den  gebräiuehlUh' 

sten  Meesinstrjjmenten.     Vorschule   für  diejenigen, 
die  sich   d«r   praktischen   (^pometrie    widmen  wotlen. 
Von  Thadd.  X:Kotzura,    «i  ttf  n  tlichem  Protessor  der, 
Maih.emJitik.  Mit  0  litbogr.  Titeln«  Leipzig.  1Q47.  8. 
15  Sgr.  '  . 
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Diese  Schrift  scheint  zu  verdienen,  i^eii,'vMdiedfe  ^Afbdwien 

IVIesso{)erationen  mit  den  gebräuchlichsten  Instrumenten  etwa  zn  Uko- 
nomisr  hra  Zwecken  in  der  Kurze  kennen  zu  lernen  wünschen ,  a!s 
recht  (leutUch  und  zweckmässig  empfohlen  zu  werden.  Auch  bei 
dem  e  r  t  e  u  Unterrichte  in  der  praktischen  Geometrie  auf  Real- 
und  Bargerscbalen  sch^t  das  iBfichlein  zwvBckmässig  xum  Grunde 
gelegt  werden  zfa  kBimeii. 


Die  Principien  der  Hydrostatik  und  Hvdraulik.  Von 
H.  Sehe!  Her.  Erster  Band.  Erste  ijielerung.  20  Sgr. 
Erster  liand.  Zweite  und  dritte  Lieferung.  1%  Rthlr. 
Mit  aber  200  in  den  Text  gedrnektea  Hels^dnitteu. 
BrauDech«ireig4  1847.  9. 

Eine  neue  Bearbeitung  der  HydrtKstatik  und  Hydraulik  mit 
fortwährender  Anwendung  der  höheren  Analy^is,  wie  sie  der  Herr 
Vf.  in  diesem  ^uche,  vuo  welchem  uns  bis  j^tzt  drei  Lieferungen 
yorliegedi,  zu  liefern  unternimmt»  scbeint  uns  allerdings  Bedärf* 
niss  zu  sein,  und  wir  empfehlen  dasselbe  daher  sowohl  den  theo- 
retisrhen  Mathematikern,  als  auch  den  Technikern  zur  Rearhtnnsf, 
Nur  erst. wenn  dasselbe  vollständig  erschienen  ist,  wird  eine  wei- 
tece  Besprechung  zulässig  und  zweckmässig  sein. 


Die  Astronomie  in  populärer  Darstellung  von  Dr. 
6.  L.  Schulze,  Kdnigl.  Sicheiscbieitt-Gehelmen  Ktrcheii- 


lithographirten  Sternkarte.  Leipzig.  11547.  8.  %2%  Sgr. 

Eine,  wie  es  bei  flüchtiger  Durchsicht  scheint,  ganz  populäre, 
sehr  deutliche,  auch  die  neuesten  Entdeckungen  berMtsichtigende 
Darstellung  der  Hauptlehren  der  Astronomie  von  dem  schon  aurcJi 
frahere  Leistungen  auf  diesem  Gebiete  vorthellbaft  bekannten 

Herrn  Verfasser.  Bnld  werden  wir  mm  aber  o^emic:  solche  Dar* 
Stellungen  der  Astronomie  in  populärem  Gewände  haben! 

Elementare  Darstellung  der  Analyse  der  Fixstern- 
Beobachtufteen  des  Herrn  Geheimen  Rath  Bessei,  Von 
C.'RtSmfcer.  Zweite  Abtheilung.  (.Enthaltend,  die  An* 
Wendung  der  Correctionsformeln  zur  Ausmittelung  der 
Fehler  der  Monds-Tafeln  mit  Anwendung  anf  die  Be- 
deckung der  Plejaden  am  10.  August  1846).  Hamburs. 
1847.  4.  *  '   .     ,  » 


Meelianlli:» 


Astronomie. 


und  Schulrathe. 
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Dit  «rste  Abtheilung  dieser  Schrift  ist  im  Litörar.  Ber.  Nr  XXX 
S.  453.  angezeigt  worden,  üeber  flie  vorliegende  zweite  Abtliei- 
lung  spricht  sich  der  Herr  Vf.  auf  folgende  Art  aus:  „Am  K>chlußs© 
des  letzten  JahrcsUerichte^  der  niatheniutiscben  Gesellschaft  wurde 
mit  HiDweisung  auf  das  daselbst  gegebene  Beispiel  bemerkt,  das«, 
wenn  nur  Elnmtte  oder  nur  Austritte  beobachtet  sind»  die  Ver- 
besserungen der  Monds  -  Tafeln ,  in  Ernian<»elung  von  Meriflian- 
Beobachtnngen,  sich  nur  durch  die  als  richtig  zu  Grunde  gelegte 
Länge  eines  der  Bef)lKu:htuiigt.orte  hestimmen  lass^en.  Die  Ab- 
siebt der  gegenwärtigen  Zeilen  ist,  zu  zeigen,  wie  sich  diese  Ver- 
besserungen aus  den  fieobeehtungen  seUm  ableiten  lassen«  wenn 
beide  Phasen  an  verschiedenen  Oertern  beebacbtet  sind. "  Ffir 
alle^  welche  «ich  mit  ähnlichen  Rechnunj^en  besehhftliren  wollen, 
wird  das  in  dieser  Schrift  ausführlich  initgethei|te ,  aul  dem  Titel 
schon  nnher  bezeichnete  Beispiel  eine  sehr  gute  Anleitung  ^'m, 
um  auf  dem  besten  Wege  zum  Ziele  zu  gelangen. 

■  » 

drundzüge  der  neueren  astronomischen  Beohaeh* 
tnnss-Kunst.  Entworfen  von  Dr.  T.  Anger«  Profes* 
sor.  Dansig.  Jtö47.  4.  15  8gr. 

Einen  Aaszug  ans  dieser  In  jeder  Beziehone  sehr  lesenswer- 
then  Schrift  hier  zu  cfeljen ,  ist  leider  in  der  Kfirse  nicht  wobt 

möirlich.  Wir  einpffliM n  dlf-^elbe  daher  nur  im  AMc^emeinen  aus 
volikommenster  üebei zt  ngun^  allen  denen,  welche  sich  ein  recht 
deutliches  Bild  von  den  Principien  zu  verschaffen  wünschen,  welche 
der  neueren  astronomischen  Beohachtun^skunst  zum  Grunde  lie- 
gen, und  bemerken«  dass  die  Schrift,  m  welcher  der  Herr  Vf. 
vielfach  die  Ansichten«  welche  man  in  älterer  Zeit  hefotfrte,  mit 
den  neueren  zusaTimionstollf ,  n.vrh  hfinfiE^  wirklirh  angestellte' 
Beobachtungen  als  Beispiele  gebraucht  und  dadurch  seiner  Dar- 
Stellung  einen  hohen  Grad  von  Deutlichkeit  zu  verleihen  gewnsst 
hat,  eineui  Jeden  verständlich  ist,  wer  sich  nur  im  Besitze  der 
allgemeinsten  astronomischen  Begriffe  und  Kenntnisse  befindet. 
Zugleich  hat  der  Herr  Vf.  durch  diese  Schrift  dem  der  Wissen- 
schaft leider  zu  fn'ih  entrissenen  Bessel,  welcher  ob ne  Widerrede 
al*=;  dej-  eigentliche  Begründer  tler  neueren  astronomischen  Beob- 
aclitung.<«kunst  angesehen  werden  muss,  ein  neues  schönes  Denk» 
mal  gesetzt. 

„Fassen  wir  das  Bisherige  zusammen"  —  sagt  «l*  r  Herr  Vf. 
am  Schlüsse  seiner  >^chiilt  —  so  ergiebt  sich  ans  den  angestelt' 
ten  Betrachtungen ,  dass  weder  derch  die  Genauigkeit  der  Ope- 
ration während  des  Observirens,  noch  durch  die  optische  Kraft 
oder  mechanische  >'nllendung  der  Instrumente,  die  sicheren  Re-  * 
sultate,  welche  \>  ir  gesrenwärtig  be>;it/en .  herbeigeführt  wurden.  • 
Der  Auffassung  der  Astronoaiie  als  einer  grossen  Wissenschaft 
hat  die  neuere  Beohachtungskunst  ihre  Entstehung  zu  danken. 
Denn  der  Zusammenbsng  zwischen  dem  Beobachten«  dem  Rech- 
nen und  den  mathematischen  Untersuchungen ,  ist  kein  xnf&lliger« 
er  ist  durch  die  N  tnr  der  Aufgabe  bedingt :  den  kränzen  Ster- 
nenhimmel mit  allen  seinen  Erschei rui n i^e n  dem  mensch- 
lichen Geiste  s»o  anschaulich  zu  maclieu,  dass  innerhalb 
dej^V^i sse uschaft  kein  Zweifel  über  die  Uealität  de^ 
Er^bnten  möglich  sei" 
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Möchte  sich  doch  Gleiches,  ja  nur  AehnHdie»,  auch  toh  den 
übrigen  j^aturwisseos^aften  sagen  lassen  ( 


P  Ji  y  8  i  k. 

♦  /      .  J  'l  ...  i 

Ü6b«r  jlft«  YethaltM  *\f<»ofc€n  der  Naturauflfassung  des  Den- 
kens ODd  der  Einbildungskraft.  Von  ü.  Oerated.  Dentneh 
von  H.  Zeise.  Aitooa.  1847.  B.   9  Sgt. 

Resultate  des  maijn  e  ti  s  rh  e  u  Observatoriums  in 
München  w&hrend  der  dreijii h  r ii^  en  Periode  1843,  1844, 
1845  von  Dr.  J.  iiamoBt  Beigefügt  sind;  Macnetische 
Messungen  auf  einer  Reise  nach  Deutschfand  und 
Frnnkrerrdi  im  Jahre  1844  von  Dr.  J.  A.  Ani^ström,  Ob- 
aervator  der  »Sternwarte  in  Upsala.  iMüncn^n«  1846.  4<>. 

Ausser  ihrem  Hauptinhalte  ist  diese  Schrift  auch  selir  lehr- 
reich und  interessant  ^vpo^en  der  von  Herrn  Doctor  Lamont  vor- 
ausgescUicliten  Beschreibung  der  kleinem  von  ihm  construirten 
nujgnetiscben  luüUunieflte,  namentlich  der  Variationsinstrumente, 
des  magnetischen  Theodoliten  qnd  des  magnetischen  Reisetbeo- 
doliten,  die  auch  durch  Zeichnungen  versinnlicht  und  zu  gebranehen 
gelehrt  worden  sind.  Wir  empfehlen  daher  diese  Schrift  aus  dem 
angegebenen  Grunde  allen  denen,  welche  diese  für  den  beahsich- 
tii^ten  Zneck  gewiss  sehr  geeigneten  Instrumente,  die  uns  über- 
haupt eine  weitere  Verbreitung,  als  sie  bis  jetzt  noch  gefunden 
haben  ddiften,  zu  verdienen  ncbeinen,  genauer  kennen  zu  lernen 
wünschen  nnd  sich  selbst  mit  nuigpetinc^ei^  Peoh«chtungen  zu 
hesch&^tigmi  beahisicht^en. 
.'  ' 

Zeitschrift  der  k.  k.  Gesellschaft  der  Aerzte  zu 
Wien-  Redakteur:  Primararzt  Dr.  Karl  flaller.  Drit- 
te^ Jahrgang.  Heft  8.  und  9*  (Beiträge  nur  ttehre  vom 
Magnetinnus.)  Wien.  1846.  8.  1  RthTr. 

Auch  för  Physiker  wird  die  In  diesen  beiden  Uc^eu  enthal- 
tene höchst  ausführliche  und  genaue,  völlig  aktenniSssige  Erzäh- 
lung der  Detrii^ereien  der  Somnambule  Leopoldine  R.  in  Wien, 
und  der  Verirrungen  und  Täuschungen,  denen  sieb  selbst  manche 
Aerzte  in  solchen  Fällen  leider  biniiebt  lu  lehrreich  und  interes- 
sant sein,  eben  so  w^e  dieselbe  beidcii  iür  uns  gewesen  ist. 


Brnehfehler  im  nennten  Theile. 

Heft  I.    S.  4T.  Z.  8.  für  „nur"  3.  m,  „uuu". 
n    S.  4T,  Z.  26  für  X  s.  'Hl.  X. 
„  ni.  S.  233.  u:i(l  lieft  IV.  S.  383.  streiche  man  in  „Auclore*'  (in 
den  llp.bcrschriftt'n  tier  Aufsätze  Nr.  XXII, u.Nr.  XLIV.)  das  „e**. 
„     „    Ö.  245.  Z.  14.  T.  a.  für  ,.pag.  234'*  s.  m.  „P«K*  23^||^ 
„     „    S.  247.  Z.  14.  föf         VI.«  B^  m  4t.  TO** 
'y,    „    S.  248.  Z.  4.  V.  u.  fftr  „e  logaritkmornm«  s.  nu  „W'-Iq- 
gari  tIluariLm.*' 
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